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AVANT-PROPOS 


L'intérêt envers la théorie de la fiabilité que manifestent 
aujourd'hui les ingénieurs, les économistes, les mathématiciens, 
ainsi que les spécialistes chargés de l’organisation de la production, 
a conditionné l'apparition d'un grand nombre d'ouvrages, consacrés 
aux questions spéciales et générales de cette théorie (cf. la biblio- 
graphie du chapitre 1 [1] à [4)). 

Les problèmes de la théorie de la fiabilité sont multiformes. Ils 
touchent les aspects technologiques, économiques, constructifs, 
physico-chimiques et d'organisation et témoignent de la nécessité 
d'élaborer un appareil mathématique développé adapté à la spéci- 
ficité des questions soulevées. C'est pourquoi il est fort naturel que 
voient le jour divers ouvrages consacrés à la théorie de la fiabilité 
et l'éclairant chacun sous un certain angle de vue. 

Nous n'avons considéré dans notre livre que les méthodes mathé- 
matiques de certaines branches de la théorie de la fiabilité. Un bref 
aperçu du contenu de ce livre permettra de s'en convaincre. 

Le premier chapitre présente un caractère d'introduction. Nous 
y exposons les principales notions de la théorie des probabilités 
et de la statistique mathématique ainsi que les énoncés des prin- 
cipaux théorèmes sur lesquels nous nous appuierons par la suite. 
Dans ce même chapitre nous avons donné également les principales 
propriétés de la transformation de Laplace que nous utiliserons 
aux chapitres 5 et 6. 

Le second chapitre est consacré aux questions fondamentales, 
à l'exposé des principales notions de la théorie de la fiabilité et 
à l'étude des liaisons entre ses principales caractéristiques numéri- 
ques. Nous nous écartons ici quelque peu de l'interprétation tradi- 
tionnelle du terme de « fiabilité » et nous donnons, semble-t-il, une 
approche suffisamment large, permettant d'englober les diverses 
définitions qui ont été proposées dans la littérature scientifique. 
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Nous estimons que cette approche théorique ensembliste de la 
théorie de la fiabilité et de ses principales notions permet dans 
la plus grande mesure d'élucider les phénomènes qu'elle étudie et 
doit par conséquent faire l'objet d'un exposé clair et net. 


Les chapitres trois et quatre ont un caractère statistique. On 
y expose les méthodes d'estimation des paramètres de fiabilité 
d'après les résultats des essais, ainsi que les voies permettant de 
vérifier divers types d'hypothèses sur la fiabilité. On formule égale- 
ment certaines propositions de la statistique mathématique, sur 
lesquelles nous nous appuyons. Une notable partie de ces chapitres 
est consacrée au cas de la distribution exponentielle, qui, pour le 
moment, joue un rôle dominant dans la théorie de la fiabilité. 


Dans les chapitres cing et sir on étudie l'important procédé per- 
mettant d'élever la fiabilité des systèmes, la réservation. Au cha- 
pitre cinq on étudie divers problèmes de réservation sans renouvelle- 
ment, au chapitre six la réservation avec renouvellement. 


Le chapitre sept est consacré aux problèmes de contrôle de la 
qualité de la production. Dans les questions du contrôle courant nous 
nous sommes bornés à l'énoncé des problèmes. Notre attention 
a été concentrée sur les problèmes du contrôle d'acceptation. Nous 
n'avons donné que quelques schémas généraux, dont certains ne 
sont pas entièrement élaborés au point de vue scientifique. Ce cha- 
pitre se distingue quelque peu des autres. Son contenu, ainsi que 
les méthodes qui y sont exposées peuvent être utiles en premier lieu 
aux employés des services de contrôle, ainsi qu'aux ingénieurs et 
aux techniciens chargés des questions de contrôle de la qualité et 
de la fiabilité. 

Le texte comporte de nombreux graphiques dont une grande 
partie n'est présentée qu'à titre d'illustration. 

Un grand nombre de tables sont présentées à la fin de l'ouvrage. 
Dans le cas où ces tables sont très courantes, nous nous sommes 
contentés de deux ou trois chiffres significatifs. Si, au contraire, 
ces tables sont rares ou même publiées pour la première fois dans 
la littérature scientifique russe, nous les rapportons avec le nombre 
de chiffres qu'elles comportent dans les travaux originaux. Nous 
notons toujours les sources d'où nous avons extrait ces tables. 

Le travail réalisé pour l'élaboration de ce livre se répartit ainsi 
entre les auteurs: les chapitres 3, 4, 7 ainsi que le $ 2.1 ont été 
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écrits par Ÿ. Béliaev ; les chapitres 2, 5 et 6 par A. Soloviev; le 
chapitre 1 et le $ 4.5 par B. Gnédenko, à qui a incombé également 
la coordination de tous les chapitres du livre. Les trois auteurs ont 
discuté ensemble le contenu, la composition, le style de l'exposé. 


Au cours de notre travail nos discussions avec nos collègues 
nous ont été fort profitables. Nous tenons à remercier tous ceux 
qui nous ont aidé par leurs propositions, leurs conseils, leurs observa- 
tions sur la spécificité du comportement des appareils au cours des 
essais. Nous remercions particulièrement notre maître À. Kolmogo- 
rov, qui a lu le chapitre 7 et nous a donné de nombreux conseils. 
Nous sommes reconnaissants à Y. Chor, qui a lu le manuscrit en 
entier; nous n'avons pas eu malheureusement, pour des raisons 
indépendantes de notre volonté, la possibilité de mettre à pro- 
fit tous les conseils qu'il nous a prodigués en ce qui concerne la 
disposition des matières exposées. Les auteurs tiennent à noter le 
grand travail accompli par T. Toporichtchéva pour le calcul des 
tables. I. Ouchakov, A. Stoupatchenko et L. Kristallinski ont 
contribué à l'élargissement de nos connaïissances sur les particula- 
rités des processus physiques, qui se manifestent au cours des essais 
des appareillages radio-électroniques. 


Nous avions estimé en entreprenant notre ouvrage qu'il était 
possible de présenter dans un seul livre tous les principaux résultats 
ayant traits aux méthodes statistiques en théorie de la fiabilité. 
Au cours de notre travail nous nous sommes convaincus que cette 
tâche est irréalisable. Les auteurs se proposent par la suite de la 
poursuivre. Dans le nouvel ouvrage auquel nous avons déjà pensé, 
nous exposerons les questions du calcul de Îla fiabilité des systèmes 
complexes, de la réservation optimale, de la recherche optimale 
des pièces défectueuses, de la prophylaxie optimale, de la prévi- 
sion des pannes, des méthodes des essais accélérés, de la synthèse 
des dispositifs sûrs effectuant des opérations logiques. Seront aussi 
reflétées dans ce nouveau livre les nouvelles méthodes statistiques 
de recherches telles que la planification des expériences, la théorie 
des processus aléatoires dirigés, etc. 


Le présent ouvrage n'est pas destiné à une lecture rapide, mais 
exige du lecteur une attention soutenue, ainsi que la réalisation 
systématique des développements auxiliaires indispensables. Cela 
concerne principalement les chapitres 3 à 6. Les chapitres 2 et 7 
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peuvent être lus indépendamment des autres. Il semblerait utile 
lors de la lecture des chapitres 3 et 4 d'avoir à sa disposition un 
ouvrage sérieux de statistiques mathématiques (par exemple [7]-[10] 
d'après la bibliographie du chapitre ‘1). Par ailleurs ce livre peut 
être également utilisé comme formulaire, car nous nous sommes 
efforcés de réunir les principales formules dans des tables spéciales 
et de les mettre suffisamment en relief dans le texte. 


INTRODUCTION 


Le développement de la technique moderne a conféré une impor- 
tance particulière aux questions liées à l'élévation de l'efficacité 
de divers genres de dispositifs. L'automation intégrale des processus 
de la production impose aux dispositifs de commande des tâches 
particulièrement importantes, qui doivent être réalisées sans défail- 
lance durant toute la période de fonctionnement de la ligne. de 
l'atelier ou de l’entreprise automatisés. Un arrêt dans le fonctionne- 
ment du dispositif de commande automatique peut provoquer non 
seulement un abaissement de la qualité de la production, mais 
encore des avaries très graves, ressortant du cadre local de l'entre- 
prise. Bien entendu, les exigences du bon fonctionnement ne doivent 
pas être imposées uniquement aux mécanismes et divers types 
de dispositifs commandant tel ou tel processus. Ces exigences 
doivent être imposées à n'importe quel dispositif technique. 
Pourrait-on concevoir un avion qui ne peut effectuer des raids sans 
défaillance ? A quoi bon posséder un tracteur, qui ne peut accomplir 
la tâche qu'on lui confie ou une automobile qui ne peut transporter 
le fret ou les passagers ? La médecine moderne fait un large emploi 
de divers moyens techniques tant pour des questions de diagnostic 
et d'investigation que pour la réalisation des fonctions respon- 
sables pendant et après les opérations chirurgicales. On doit leur 
imposer des exigences particulièrement sévères, car une défaillance 
dans le fonctionnement, disons, d'un cœur artificiel durant une 
opération chirurgicale à cœur ouvert peut entraîner une issue fatale. 
Chacun de nous rencontre dans la vie courante de multiples 
exemples faisant état du rôle primordial que joue la qualité de la 
production. 

La discipline scientifique étudiant les méthodes générales et 
les modes d'action que l’on doit suivre lors de l'établissement de 
projet, la fabrication, la réception, le transport et l'exploitation 
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des articles, pour assurer le maximum d'efficacité lors de leur uti- 
lisation, et élaborant les méthodes générales de calcul de la qualité 
des dispositifs d'après la qualité connue des éléments qui les compo- 
sent est appelée théorie de la fiabilité (en langue anglaise reliability 
theory). La théorie de la fiabilité établit les lois d'apparition des 
pannes dans les dispositifs et les méthodes de leur prévision; elle 
se rapporte aussi à la recherche des méthodes permettant d'améliorer 
la qualité des articles lors de l'établissement de projet et en cours 
de fabrication, ainsi qu'aux procédés permettant de préserver la 
qualité en cours de stockage et d'exploitation; elle élabore des 
méthodes de vérification de la qualité des articles et les méthodes 
de contrôle de la qualité lors de la réception de grands lots d'articles 
fabriqués. La théorie de la fiabilité introduit des indices quantitatifs 
de la qualité de la production. 


Il est indéniable que la théorie de la fiabilité est une science 
complexe, directement liée en premier lieu à la compétence de 
l'ingénieur, du physicien, du chimiste et de l'économiste. Par 
ailleurs, un grand nombre de questions de la théorie de la fiabilité 
ont un caractère essentiellement mathématique et nécessitent pour 
leur résolution aussi bien les méthodes mathématiques déjà connues 
que l'élaboration de nouvelles méthodes. Plus encore, s’il est souhai- 
table que la théorie de la fiabilité soit capable de formuler des 
conclusions exactes, si nous désirons nous arracher du domaine des 
conclusions purement qualitatives et parfois entièrement subjecti- 
ves, nous devons absolument faire appel au langage mathématique. 
Des affirmations du genre : « je suis convaincu que cette construction 
offre plus de sécurité que cette autre » ou « nous pensons que notre 
production est meilleure que celle de l'entreprise voisine », qui ne 
reposent pas sur d’autres confirmations que la confiance individuelle, 
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ne peuvent servir de base à des conclusions sûres. 


Les méthodes de la théorie des probabilités et de la statistique 
mathématique s'avèrent indispensables pour l'étude et la résolu- 
tion d’une notable partie des questions traitées par la théorie de 
la fiabilité. Cela est dû à la nature même de ces problèmes et non 
aux intérêts spécifiques de ceux qui s'occupent aujourd'hui de la 
théorie de la fiabilité. Quel que soit notre désir de maintenir cons- 
tantes les conditions de production, l’homogénéité des matériaux 
de base et la stabilité de la technologie de fabrication, les fluctua- 
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tions inévitables de tous ces éléments entraînent une dispersion 
notable des propriétés des articles fabriqués. Les propriétés molé- 
culaires des matériaux, qui jouent un rôle exclusif lors de la fabrica- 
tion des appareils électroniques à vide et à semi-conducteurs, ne 
perdent pas leur importance pour les dispositifs mécaniques. Les 
phénomènes d'usure et de vieillissement des matériaux rendent 
inévitable l'étude de leur structure moléculaire. On introduit en 
théorie de la fiabilité, outre la structure moléculaire de la matière, 
les méthodes mathématiques propres à cette branche de la physique, 
les méthodes de la théorie des probabilités et de la statistique mathé- 
matique. Au cours du processus d'exploitation les articles sont 
soumis à des conditions des plus diverses : les automobiles doivent 
passer aussi bien sur des autoroutes que sur des chemins de traverse 
en mauvais état. Cela fait qu'elles sont soumises à des influences 
non seulement variables, mais encore aléatoires. Tout au long de 
notre exposé nous montrerons maintes fois des exemples réels qui 
illustreront cette considération d'ordre général. Si après avoir 
fabriqué dans des conditions déterminées à partir d'un même lot 
de matière première un grand nombre d'articles d'un type défini, 
on recueille les données statistiques relatives à la durée de leur 
fonctionnement sans défaillance, on découvrira un tableau fort 
spécifique: la durée de fonctionnement sans défaillance présente 
une dispersion substantielle et il n'est pas possible de prévoir avec 
exactitude pour chaque article déterminé sa durée de service. Par 
contre, pour un lot d'articles de taille relativement élevée on peut 
formuler des prévisions suffisamment concrètes sur la proportion 
de ceux qui auront une durée de vie déterminée, sur les causes des 
pannes, etc. Nous nous trouvons donc dans une situation typique 
d'application de la statistique mathématique. 


Attirons l'attention sur le fait que la théorie de la fiabilité 
est souvent conduite à résoudre des problèmes contradictoires. 
La complexité croissante des fonctions que doivent remplir les 
dispositifs de divers genres entraîne un accroissement du nombre 
d'éléments constitutifs. L'accroissement du nombre d'éléments 
a pour incidence la diminution de la fiabilité de leur fonctionnement 
global. Or, on exige de ces dispositifs la réalisation de fonctions 
de plus en plus responsables, donc une fiabilité plus élevée. La 
résolution de ces exigences contradictoires nécessite une étude des 
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plus poussées et des plus minutieuses du problème d'’accroissement 
de la fiabilité des éléments et des dispositifs. On a à répondre à des 
questions: est-il possible et rationnel d'accroître la fiabilité des 
éléments constitutifs, comment choisir les régimes de fonctionne- 
ment, rechercher les schémas les plus rationnels, calculer les réser- 
vations et les régimes optimaux de prophylaxie, etc. ? A cet égard 
il convient de souligner cette vérité triviale, semblerait-il, que 
l'accroissement de la fiabilité ne s'obtient pas gratuitement et nécessite 
aussi bien des dépenses matérielles déterminées que la poursuite de 
travaux de recherches scientifiques systématiques. 


Notons que l’un des problèmes offrant les meilleures perspectives 
en théorie de la fiabilité doit être l'élaboration des principes con- 
structifs des appareillages complexes permettant la réalisation de 
dispositifs capables de fonctionner même quand certains de leurs 
éléments constitutifs sont défectueux. Les systèmes biologiques 
possèdent dans une grande mesure cette propriété des plus précieuses. 
L'étude des systèmes biologiques du point de vue des principes 
d'organisation et de fiabilité peut donner à l’homme un riche 
éventail de moyens et de procédés, dont la réalisation technique 
serait fort utile. Nous sommes convaincus que la nature ne s'est 
pas fra yé une voie uniquement dans le sens d'une réservation coûteu- 
se, mais a progressé avant tout dans la voie du choix des schémas 
optimaux de solution, d’un choix minutieux des éléments capables 
de conserver une stabilité très grande en cours de fonctionnement. 
Il est indéniable que l'étude des particularités des systèmes biolo- 
giques du point de vue de la théorie de la fiabilité permettra de 
découvrir de nouveaux principes qu'on ne saurait déceler par une 
approche traditionnellement technique de ces problèmes. 


Aujourd'hui l'accroissement de la fiabilité préoccupe non seule- 
ment les ingénieurs et les savants, mais aussi les hommes d'Etat. 
L'élévation de la fiabilité est souvent qualifiée de problème numéro 
un. Ce n'est pas là bien entendu un engouement passager, mais une 
exigence impérieuse de notre temps. À cet égard il nous semble 
intéressant de citer quelques phrases du chapitre d'introduction du 
livre « Reliability : Management, Methods and Mathematics » de deux 
auteurs américains David Lloyd et Myron Lipow publié en 1962. 
« La non-fiabilité se fait sentir sur le coût, le gaspillage du temps, 
psychologiquement sous forme d'incommodités, et en certains cas 
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constitue également une menace pour la sécurité des hommes et des 
nations. Les pertes qu'entraîne la fiabilité insuffisante représentent 
habituellement non seulement le coût du système défectueux, mais 
encore la valeur de l'équipement qui le dessert et qui est détérioré 
ou détruit du fait de la panne... Un exemple classique de l'effet 
psychologique d'une fiabilité insuffisante est celui du satellite 
américain « Avant-garde » de triste mémoire. Les Etats-Unis, fort 
affectés de la réussite de la Russie ayant déjà placé sur orbite 
« Spoutnik 1 », s'efforcèrent d'entrer en compétition en utilisant 
pour cela une fusée qui pratiquement n'avait pas été soumise aux 
essais indispensables et qui devait fonctionner presque à la limite 
de ses possibilités. Les échecs réitérés, le découragement et la perte 
de prestige qui en résultèrent furent très sérieux. » 


Conformément aux problèmes de la théorie de la fiabilité que 
nous avons décrits, plusieurs groupes de questions se posent pour 
assurer la fiabilité. On doit penser à la fiabilité au premier stade de 
réalisation de l'article, avant même qu'il soit construit et dès que 
l'idée de sa réalisation se pose: quels matériaux supporteront le 
mieux les contraintes qui se manifestent en cours d'exploitation 
de l’article; quels schémas sont les plus adéquats au point de vue 
de la stabilité envers les influences extérieures ; quels régimes doit-on 
choisir pour le fonctionnement de l'article; comment assurer le 
fonctionnement normal de l’article lors des surcharges éventuelles, 
etc. ? Après que l’article a été construit, on doit le soumettre aux 
essais avant que ne soit prise la décision de le produire en série. 
Les essais à ce stade de la production doivent absolument comporter 
la vérification de la fiabilité de l’article. Il est très important ici 
de noter que les essais doivent être suffisamment représentatifs, 
pour permettre de juger non seulement de ces articles, mais aussi 
des articles que l'on fabriquera en série. Il convient également 
à ce stade d'élaborer un système de règles que l’on devra observer 
lors de la fabrication des articles à l'usine, à la réception, pendant 
le transport et l'exploitation afin de mieux préserver la fiabilité 
en cours de fonctionnement. Le troisième stade de préservation de 
la fiabilité commence après la livraison de l’article à l’entreprise. 
Après une vérification minutieuse du schéma on doit s'assurer 
de la qualité des matériaux de base, de l'équipement de production, 
de la précision de traitement, de la concordance entre le processus 
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technologique et le problème technique posé. Aucunes concessions 
temporaires du problème posé ne sont tolérables pour aucune des 
opérations. 

Il existe de nombreuses voies pour réaliser la vérification de 
la qualité d'exécution, en particulier, pour la production en masse 
et en grande série, celle des méthodes de contrôle statistique courant. 
Après qu'un lot d'articles a été fabriqué on doit élaborer, pour 
vérifier la fiabilité des articles, des méthodes d'essais, ainsi que des 
plans de vérification de la qualité, devant contenir le nombre d'arti- 
cles soumis aux essais, la durée et le mode du contrôle. On doit 
aussi élaborer pour la période d'exploitation les mesures adéquates 
pour préserver la fiabilité, devant prévoir les revisions prophylacti- 
ques périodiques, le remplacement des éléments, les procédures 
de recherche des pannes, etc. Le calcul de la fiabilité doit naturelle- 
ment être effectué au stade de l'établissement de projet. La grande 
majorité des exigences que nous venons de formuler ne présente 
pas un caractère mathématique, mais relève purement de la science 
d'ingénieur. 

Les processus physico-chimiques provoquant la panne des élé- 
ments et des articles sont extrêmement complexes. Leur nature 
reste aujourd'hui encore fort peu étudiée. En règle générale, le 
nombre de paramètres, dont on doit tenir compte lors de l'élabora- 
tion des modèles mathématiques du phénomène de vieillissement, 
de variation graduelle des propriétés des articles, etc., est très 
élevé. Cette circonstance justifie à elle seule la nécessité d'élaboration 
de nouvelles méthodes mathématiques de recherche. Nous sommes 
convaincus que dans les années à venir la théorie de la fiabilité sera 
la source de nombreux problèmes mathématiques, ainsi que de 
nouvelles théories mathématiques. Il est déjà clair aujourd'hui 
que les méthodes de la statistique mathématique, de la théorie des 
probabilités, de la démographie, de la théorie de l'expérience ont 
besoin d'être profondément développées, afin de pouvoir favoriser 
pleinement le développement de la théorie de la fiabilité. 


Chapitre premier 


ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS 
ET DE LA STATISTIQUE MATHÉMATIQUE 


$ 1.1. Notions d'événement aléatoire. 
Principales formules de la théorie des probabilités 


La représentation d'événement aléatoire en tant qu'événement, 
dont nous ne pouvons affirmer avec certitude qu'il sera ou non 
réalisé, est intuitivement claire. Toutefois pour qu'elle devienne 
l'objet d'une étude mathématique et qu'elle acquière une sérieuse 
valeur d'application. cette représentation exige d'être précisée. 
En effet, la seule affirmation que le claquage du condensateur en 
essais est un événement aléatoire est absolument insuffisante pour 
la pratique. Nous avons toujours besoin de savoir avec quelle fre- 
quence cet événement peut se produire lors des essais d'un grand 
nombre de condensateurs. De même, il ne suffit pas dans la pratique 
de savoir qu'une automobile peut parcourir sans révision intégrale 
deux cent mille kilomètres. Pour évaluer la qualité de l'automobile 
il est important de découvrir quelle sera la fréquence d'un tel événe- 
ment. Comme en théorie de la fiabilité on doit utiliser la notion 
d'événement aléatoire dans toute sa généralité et que le système 
universellement adopté d'exposé est utile non seulement pour 
l'introduction des notions de la théorie des probabilités et de la 
statistique mathématique, mais aussi pour obtenir une représenta- 
tion claire des notions de la théorie de la fiabilité, nous préférons 
familiariser d'emblée le lecteur avec les idées générales de la défi- 
nition axiomatique d'un événement aléatoire et de sa probabilité, 
proposées par À. Kolmogorov. 

La notion d'événement aléatoire dans la conception, proposée 
par Kolmogorov et aujourd’hui universellement adoptée, n'est 
pas une notion primaire, mais est construite sur la base de la notion 
d'événement élémentaire. 

On suppose que l’on dispose d'un certain ensemble Ü d'éléments 
étroitement lié au problème étudié. La nature de cet ensemble, qui 
est importante pour la çompréhension du sens physique du problème. 
ne joue aucun rôle pour la construction logique de la théorie des 
probabilités. 

On considère ensuite le système %ÿ de sous-ensembles de l'en- 
semble 1, qui possède les propriétés suivantes. 


1°. Le système % contient en qualité d'élément l'ensemble Ü tout 


enlier. ÉAE C 
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2°. Si À et S sont des sous-ensembles de l'ensemble U et sont 
des éléments de %, alors % contient également les ensembles A | , 
AN, À et +. 

Comme il est admis dans la théorie des ensembles, nous désignons 
par À LU S la somme de À et de Y, c'est-à-dire l'ensemble dont 
chaque élément appartient à l’un au moins des ensembles {A et à; 
nous désignons par À N #8 le produit de {A et Ÿ, c'est-à-dire l'ensem- 
ble de tous et seulement de tous les éléments de l, qui appartiennent 
simultanément à À et à B; À désigne l'ensemble de tous les élé- 


ments de ÙÜ, qui n'appartiennent pas à %, autrement dit ? est 
le complément de % dans l'ensemble 1. 
Comme ÙÜ est un élément de %, il découle de la condition 2° 


que % contient obligatoirement l'ensemble ÙU, c'est-à-dire l'ensem- 
ble n'ayant aucun élément, l'ensemble vide. 

On comprend aisément que la condition 2° implique l'apparte- 
nance à % des sommes et des produits de tout nombre fini d'ensem- 
bles appartenant à %. 

Chaque élément de l'ensemble % est appelé événement aléatoire. 

Donnons un exemple simple pour illustrer notre exposé. Désignons 
par t la durée de vie d’un certain article dans des conditions déte:- 
minées d'exploitation ou d'essais. Adoptons en qualité d'ensemble Ü 
l'ensemble de tous les nombres non négatifs, c'est-à-dire toutes les 
durées de vie possibles. L'événement élémentaire t = t signifie que 
l'article a fonctionné exactement pendant un laps de temps égal à #, 
puis est tombé en panne. En particulier, { = 0 signifie que l'article 
a été mis hors d'usage immédiatement dès sa mise en fonctionnement. 

Supposons maintenant que tout ensemble de la forme t >t 
entre dans le système %. L'événement aléatoire t > t signifie 
évidemment que l'article a fonctionné de façon satisfaisante au 
moins pendant un laps de temps non inférieur à &. Pour { = 0, nous 
obtenons tout l’ensemble 1. Ainsi, la première condition que nous 
avons formulée envers le système % est remplie. Toutefois le systè- 
me % est bien plus riche en éléments que nous venons de l'indiquer. 
En effet, la deuxième condition implique qu'avec les ensembles 
T>aett > b(a< b) le système % contient également les ensem- 
bles T<<a, T<<bet a L T< b. Nous ne pousserons pas plus loin 
ici l'étude de la structure du système. 

Il peut arriver que nous devons observer plusieurs paramètres, 
par exemple, le diamètre d'un arbre, sa courbure et sa résistance 
à la flexion. Supposons que les valeurs possfbles du diamètre soient 
comprises dans les limites a < d < b, celles de la courbure p dans 
les limites &« < p < BP et celles de la résistance à la flexion À dans 
les limites r;, < R < r2; dans ce cas l'ensemble des états élémentaires 


__ * On utilise souvent les notations YU 8 — A + 8, A f\ 8 = AS. 
Ù est l’ensemble des éléments de Y, qui n’apparticnnent pas à A. 
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est caractérisé par les points de l’espace à trois dimensions (4, p, R), 
situés dans le parallélépipède déterminé précédemment par les 
inégalités rapportées. 

Dans de nombreux problèmes le système %, répondant unique- 
ment aux deux conditions 1° et 2°. s'avère trop pauvre et doit être 
complété par des événements aléatoires d'une nature plus fine. 
Un tel élargissement du système est en particulier indispensable 
pour pouvoir réaliser divers passages à la limite. Nous imposerons 
complémentairement à l'ensemble % la condition suivante. 

3°. Si Les sous-ensembles A,, A», A4, ... de l'ensemble U sont 
des éléments de l'ensemble %, alors leur somme | A; et leur produit 

Li 


N À: sont aussi des éléments de %. 

Un ensemble % vérifiant les conditions 1° à 3° est appelé champ 
d'événements ou o-algèbre. Ce terme est largement utilisé dans la 
littérature consacrée à la théorie des probabilités. 

En théorie des probabilités l'usage a établi une certaine termino- 
logie spécifique, qu'il nous semble rationnel d'exposer ici même. 

Si dans la composition de deux événements aléatoires À et B 
n'entrent pas les mêmes éléments, ces événements sont dits incompa- 
tibles. Les événements 1 et U sont appelés respectivement événement 
certain et événement impossible. Les événements À et À sont appelés 
événements contraires. 

Pour l'exemple que nous avons rapporté il est certain que la 
durée de vie de l’article sera comprise dans les limites entre 0 et oc ; 
les événements a T<b et cLT<d sont incompatibles si 
b<< c; les événements TL a et T >a sont contraires pour tout a >0. 

La notion de probabilité d’un événement aléatoire est introduite 
axiomatiquement à l'aide des axiomes suivants. 

1. À chaque événement aléatoire À du champ % on fait correspondre 
un nombre non négatif P {A}, appelé probabilité. 

2. P{U} = 1. 

E3. Si deux événements À et B sont incompatibles, alors 


P{AUB}=—P{A}+P{B}. 


Ce dernier axiome est appelé ariome d'addition des probabilités. 

Les axiomes rapportés permettent d'établir diverses consé- 
quences importantes relatives aux probabilités des événements 
aléatoires. 

La probabilité d'un événement impossible est nulle : P {U} — 0: 
pour n'importe quel événement aléatoire À on a 0 P {A} <1; 
les probabilités des événements contraires À et À sont liées par 
l'égalité 

P{4}=1—P {4}. (1.1.1) 


2. 
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On dit que l'événement aléatoire À implique l'événement B, 
si l'ensemble B contient tous les éléments entrant dans la composi- 
tion de l'ensemble A4. Dans notre exemple l'événement À — 
— {tT<a} implique l'événement B = {rt <b}, si a< b. 

Si l'événement À implique l'événement B, alors P {A} < P {B}. 
Pour deux événements arbitraires À et B on a le théorème d'addition 


P{AUB}=P{A}+P{B}—P{4A/N8B}. (1.1.2) 
Il en découle l'inégalité évidente 
P{AUB}<P {4}+P{B}. 
ainsi que Sa généralisation suivante: pour {out nombre fini d'évé- 
nements As. As. ..., An on à l'inégalité 


P{AIU AU... U An} <P {A4} + P£A}+ ... 4 P{An}. (1.1.3) 


La construction de la théorie des probabilités dans toute sa 
généralité exige un axiome complémentaire. 

Axiome élargi d’addition. Si l'événement A consiste dans la 
réalisation de l'un au moins des événements deux à deux incompatibles 
A1. A, SNS A, , RS alors 


P{A}= P{A;}+ P{A2}+ + P{du)+ 


Dans les problèmes réels on a continuellement affaire à un état 
de choses quand on doit déterminer la probabilité d’un événe- 
ment À sous la condition complémentaire qu'un autre événement B 
est déjà réalisé. En général, cette information complémentaire modi- 
fie la probabilité des événements. Si, par exemple, nous savons 
qu'un certain article a travaillé durant un laps de temps T, la pro- 
babilité pour qu'il fonctionne encore pendant un laps de temps t 
est en règle générale supérieure à la probabilité que, mis en service, 
il ait une durée de vie égale à T + t. 

Si l’on doit trouver la probabilité d'un certain événement À, 
sachant qu'un événement B ayant une probabilité positive a eu 
lieu. on appelle cette probabilité la probabilité conditionnelle et 
on la note par le symbole P {4 | B} ou P, {A}. Rigoureusement 
parlant, toute probabilité (a priori ou conditionnelle) est condition- 
nelle, car on ne peut parler d'événement aléatoire et de sa probabi- 
lité que dans le cas où ne peuvent se produire que les événements 
appartenant au système %. En outre, les probabilités des événements 
dépendent notablement des conditions extérieures dans lesquelles 
se trouve le système. Considérons par exemple la durée de vie 7t 
d'un certain article pour deux systèmes dffférents de conditions. 
Posons que le premier système de conditions consiste en ce que l’article 
fonctionne à une température £, constante en l’absence de vibrations. 
Si l'on est en présence du deuxième système de conditions, soit que la 
température s'élève jusqu'à {, ou que des vibrations apparaissent, 
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la probabilité de l'événement tT-<< a sera également modifiée. Ainsi, 
quand on parle de la probabilité d'un événement aléatoire, on 
suppose toujours que l'on est en présence d'un certain système 
de conditions auquel on associe cet événement aléatoire. 

En théorie de la fiabilité nous ne pouvons pas non plus parler 
de la fiabilité de l'article indépendamment des conditions dans les- 
quelles il devra fonctionner. La fiabilité d’une automobile dépend 
notablement du fait que son exploitation se fera dans les conditions 
du Grand Nord, de Moscou ou d’un désert de sable. Il peut alors 
arriver que l'ensemble initial Ü d'événements élémentaires ne 
soit pas modifié, mais que les probabilités des événements aléatoires, 
qui nous intéressent, le soient. 

La probabilité conditionnelle de l'événement À, sachant que B 
est réalisé, est définie par l'égalité 

P{ANB} 
P{4|B}— PIE 

Il en découle en particulier que P {B | B} = 1; cette égalité 
était naturellement attendue, puisque nous savons avec certitude 
que l'événement B a eu lieu. 

Nous obtenons de la définition de la probabilité conditionnelle 
l'égalité importante 

P{ANB}=P{B}P{4]B}. 


connue sous le nom de théorème du produit des probabilités. Comme 


(1.1.4) 


P{4NB}=P{4}P{B|4}. (1.1.5) 
nous concluons des deux dernières égalités que 
P{A}P{B|4}=P{B}P{4|8B}. (1.1.6) 


On dit que l'événement À ne dépend pas de B, si P {4 | B} — 
— P {A}. Comme le montre l'égalité précédente, l'indépendance 
est une propriété réciproque, autrement dit, si À ne dépend pas de B, 
alors B ne dépend pas de À. 

Supposons maintenant que l'événement B peut être réalisé avec 
l'un des nr événements incompatibles À4;,, A4:, ..., A,. Dans ces 
conditions on a la formule des probabilités totales: 


P{B}= Ÿ P(4; P{B1 4). (1.1.7) 


Hllustrons cette formule par un exemple simple. Supposons que 
certaines pièces (par exemple des condensateurs) sont fournies par 
trois usines et que la probabilité pour qu'un article donné ait ete 


e Lé « ."* e. æ# * 1 D] e 
fabriqué à la première usine est égale à +: à la seconde usine 


= 


à e et à la troisième T * La probabilité pour que dans des condi- 
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tions déterminées de fonctionnement le condensateur travaille norma- 
lement pendant un laps de temps 7 est respectivement égale à 0,9; 
0,92 et 0,808 pour les première, seconde et troisième usines. Quelle 
est la probabilité pour qu'un condensateur pris au hasard dans le 
stock fonctionne de façon satisfaisante durant un laps de temps T? 
Il peut s'avérer que ce condensateur provient de la première (événe- 
ment À,), de la seconde (événement 42) ou de la troisième (événe- 
ment À;:) usine. Conformément à la formule citée, la probabilité 
de l'événement qui nous intéresse (l'événement B) est 


P {B}—0,2.0,9+ 0,3.0,92 + 0,5-0,808 — 0.86. 


Nous nous arrêterons maintenant sur une autre formule appelée 
théorème de Bayes. Supposons comme auparavant que l'événement 
B peut être réalisé avec l’un des événements incompatibles À; 
(à = 1, 2, ..., n). A la suite des essais il s'est avéré que l'événe- 
ment B est réalisé. Quelle est la probabilité pour qu'il soit réalisé 
avec l'événement À ,? Nous devons trouver la probabilité P {4, | B}. 
Conformément à l'égalité (1.1.6) nous trouvons que 

P{4;}P{B|4; 
P{Ai|B}=ÉERLAL., (1.1.8) 

La probabilité P {B} peut être calculée d'après la formule (1.1.7). 

Supposons que dans l'exemple que nous venons de citer le conden- 
sateur n’a pas atteint la durée de vie établie et est tombé en panne. 
Quelle est la probabilité pour qu'il ait été fabriqué par la première, 
la seconde ou la troisième usine? Les calculs d'après la formule (1.1.8) 
nous conduisent aux résultats suivants: 


P{4,|B}—0,143; P£{4,|B}=—0,171; P{4,|B}=—0,686. 


Nous voyons qu'après avoir pris connaissance des résultats des 
essais, l'estimation a priori (avant l'expérience) des probabilités 
inconnues est notablement modifiée. 

Dans ce qui suit nous aurons besoin d'une généralisation de la 
notion d'indépendance au cas de plusieurs événements. Nous dirons 
que les événements À,, A», ..., À, sont mutuellement indépendants 
si pour tout groupe À:i,, Ai,, ..., A; (k<s) on a l'égalité 


P{[] 4) = Il P{A; }. 


Pour que les événements soient mutuellement indépendants il ne 
suffit pas qu'ils soient indépendants deux à deux. 

Considérons maintenant le problème de l'application des règles 
générales. 

Trouver la probabilité pour qu'un certain article fonctionne 
durant un laps de temps non inférieur à t, si la probabilité de la 
panne de l’article au cours de l’intervalle de temps (4, & + h}), quand 
il a déjà fonctionné durant un temps ft, est égale à a (1) k + o(h). 
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Désignons par p(t) la probabilité du fonctionnement de l’article 
durant un laps de temps non inférieur à {; nous avons alors en vertu 
de la condition adoptée 


p(t+h)=p(t)(1—a(t)h—o()). 
Nous en tirons que 


p'(t}= —a(t) p (#). 
ce qui signifie que 
! 


\a(z)d 
p(t)=Ce | : 


Comme pour {—0 l'article fonctionnait, on a p(0) = 1. et par 
conséquent, C —1. Ainsi, nous trouvons 


{ 
_ | a(z) dz 
p({t)=e" 
Si a(t)=a, c'est-à-dire si la probabilité pour que l’article 
fonctionne encore ne dépend pas du fait combien il a déjà fonc-. 
tionné, alors 


p(i)=e* 
On utilise souvent en démographie pour composer les tables 
de mortalité la formule de Machegham suivant laquelle 


a (t)= a+ yhev'. 
L'hypothèse de Machegham signifie que la mortalité est due 
à l'influence de deux facteurs : l’un qui ne dépend pas de l’âge et 
l'autre qui augmente (si y >>-0) ou diminue (si y < 0) en progres- 
sion géométrique avec l’âge. Cette hypothèse complémentaire permet 
de trouver que 


p(t)=erat-Btel-1), (1.1.9) 
Une grande importance est dévolue en théorie de la fiabilité 
au schéma de Bernoulli. Supposons que l'on effectue une série de 
n épreuves indépendantes durant chacune desquelles l'événement À 
peut être réalisé avec une même probabilité p. On demande quelle est 
la probabilité pour que l'événement À se produise au cours de m 
essais quelconques et n'ait pas lieu au cours de r7 — m autres essais. 
Si l’on désigne cette probabilité par P, (m) et que l'on introduit 
la notation g — 1 — p, on a la formule de Bernoulli 


Ph(m)=Crp"g"" ; 
ici Cr désigne le nombre de nee de r éléments m à m, 


sal l it 3 n! 
égal comme on le sait à; 
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Si, par exemple, on a soumis à l'essai 20 lampes et si la probabilité 
pour qu'une lampe tombe en panne durant la période d'essai est 
égale à 0,1, alors les probabilités P:0 (0), P20 (1), P20 (2) seront 
respectivement 


0,92; 2.0,9#; 1,9.0,98; 


la probabilité pour qu'au cours des essais quatre lampes au plus 
tombent en panne est égale à 


4 


Ÿ C260,170,920-", 
mn —=Ù 

Dans la théorie de la fiabilité on considère souvent la distribution 
binomiale négative, qui apparaît dans le modèle suivant. Imaginons 
que l'on effectue des observations indépendantes. Au cours de chaque 
observation l'événement À (par exemple le claquage du condensateur) 
peut se produire avec une probabilité p. Les essais sont poursuivis 
jusqu'à ce que l'événement À se produise k fois. On demande quelle 
est la probabilité qu'il faudra pour cela effectuer exactement n obser- 
vations? 

Il découle clairement de la position même du problème qu'au 
cours du dernier essai l'événement À doit être réalisé et qu'au cours 
des z — 1 essais précédents doivent avoir lieu les À — 1 réalisations 
de l'événement À. La probabilité pour qu'au cours du dernier essai 
ait lieu l'événement À est p, et la probabilité pour qu'au cours 
des nr — À essais précédents aient lieu # — 1 réalisations de l'événe- 
ment À est, conformément à la formule de Bernoulli, égale à 
C*=tp"-1g""*. La probabilité cherchée est ainsi égale à 


P{u=n}=Cn=ipq" 


Ici u peut prendre les valeurs k, k + 1, À + 2, ... 

Désignons par y la grandeur u — k, c'est-à-dire le nombre d'essais 
que l'on doit effectuer en plus des k précédents pour terminer la 
procédure exigée. Nous avons alors 


P{v=r)}=P{u=r+k}= Ci 1p"q". (4.1.10) 


La valeur v peut prendre les valeurs 0, 1. 2. ... 
On peut aisément se convaincre que le terme général du déve- 
loppement du produit 


p"(1— 9)" 


suivant les puissances de g est précisément égal à la probabilité 
P {v — r}. C'est la raison pour laquelle on dit que la grandeur v 
suit la distribution binomiale négative, alors que la distribution 
binomiale usuelle s'obtient de manière analogue, mais en rempla- 
çant — À par k&. 
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Outre le schéma de Bernoulli, un rôle important est joué en 
théorie de la fiabilité par un schéma d'urne que l’on appelle souvent 
schéma de la boule non remise (tirage exhaustif). Supposons que 
nous disposons de objets dont M possèdent une propriété donnée 4, 
et les N — M autres ne la possèdent pas. On choisit au hasard 
de l'ensemble des V objets un nombre nr d’entre eux. On demande 
quelle est la probabilité pour que parmi les r objets prélevés m 
d'entre eux possèdent la propriété À et les z — m autres ne la pos- 
sèdent pas? 

Il est évident que m ne peut prendre que les valeurs 


= max (0, n—N+EM). 1-1, +2, ...,min(M,n). 


Si n est plus petit que M et N —M. alors m peut prendre n'im- 
porte quelle valeur entre 0 et n. 


A l'appui de simples raisonnements on obtient l'égalité 
CHEN M 


Pm — 
C\ 


J1 est particulièrement intéressant d'étudier le cas, où M est 
tres inférieur à V et n est petit par rapport à V. Dans ce cas impor- 
tant pour la théorie de la fiabilité m peut évidemment prendre les 
valeurs 0, 1, 2, ..., min (W, n). 

L'un des problèmes où l’on utilise la formule ici rapportée con- 
siste en ce qui suit: on sait que dans un lot de Ÿ pièces il y a A7 
pièces défectueuses. On prélève au hasard un échantillon de r éléments 
dans ce lot. Quelle est la probabilité pour que dans cet échantillon 
il y ait m pièces défectueuses? 


$ 1.2. Variables aléatoires et leur fonction de répartition 


Il est bien connu que les principales caractéristiques de fiabilité 
des articles (durée de fonctionnement satisfaisant, temps de renou- 
vellement, grandeur de l'usure au cours d’un laps de temps déter- 
miné, etc.) fabriqués, semblerait-il, dans des conditions identiques 
à partir des mêmes matériaux, possèdent une dispersion notable. 
On a rapporté à titre d'exemple dans la table 1.2.1 les données des 
essais à la fatigue lors de la flexion des éprouvettes d'acier de nuance 
B 95. La durée de fonctionnement de l’éprouvette est mesurée par 
le nombre N de cycles avant la rupture. On avait soumis en tout 
à l'essai 463 éprouvettes. Les résultats des essais sont répartis en 
différents groupes suivant la valeur du logarithme du nombre . 

Ainsi, si l'on prend une pièce quelconque dans un grand lot, 
on ne saurait prévoir sa durée de vie. Toutefois on peut indiquer, 
à l'appui des essais rationnellement posés, le pourcentage des cas 
où cette pièce aura une durée de ‘vie donnée. En d'autres termes, 
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Table 1.2.1 

er | | men | ame | men | ae 
4,60-4,65 2 9,05-5,10 43 9,90-9,59 12 
4,65-4 ,70 3 9,10-5,15 41 5,99-9,60 8 
4,70-4,79 3 9,19-5,20 49 9,60-5,65 10 
4,79-4,80 12 9,20-5,25 42 5,65-5,70 5) 
4 ,80-4,85 12 9,29-9,30 38 9,10-5,75 1 
4,35-4 ,90 20 9,30-5,35 22 9,79-9,80 1 
4,90-4,95 18 9,939-9,40 24 9,80-5,85 1 
4,95-5,00 27 5,40-5,45 14 5,85-5,90 0 
5,00-5,05 41 5,45-5,50 18 


pour tout a et b donnés (a << b), on peut évaluer la probabilité 
pour que la pièce fonctionne durant un laps de temps non inférieur 
à a et non supérieur à b. Il est ainsi indispensable pour la théorie 
et la pratique de la fiabilité d'apprendre à opérer avec les variables 
aléatoires, c'est-à-dire avec des grandeurs, qui en fonction du hasard 
peuvent prendre telles ou telles valeurs. | 

Pour caractériser une variable aléatoire il faut indiquer, pre- 
mièrement, quelles valeurs peut-elle prendre, c'est-à-dire l'ensemble 
de ses valeurs possibles, et deuxièmement, les probabilités de ces 
valeurs. Si la variable aléatoire ne peut prendre qu'un ensemble 
fini ou dénombrable de valeurs, il est aisé de caractériser cette 
variable : il suffit d’énumérer toutes ses valeurs possibles et d’indi- 
quer les probabilités associées à ces valeurs. Considérons pour 
illustrer notre exposé les deux exemples dont nous avons pris con- 
naissance au précédent paragraphe. 


Exemple 1. Le nombre de réalisations de l'événement À au 
cours de rx essais indépendants, dans chacun desquels À peut se 
produire avec une même probabilité p, est une variable aléatoire, 
ue pouvant prendre que les valeurs 0, 1, 2, ..., n. Comme nous 
le savons, la probabilité pour que l'événement À ait lieu exactement 
au cours de m essais est égale à P, (m) — Crp"({ — p)"". La 
variable aléatoire considérée est dite distribuée suivant une Loi 
binomiale et l'ensemble des probabilités correspondantes est appelé 
distribution binomiale. 


Exemple 2. Distribution hypergéométrique. La variable aléatoire 
(considérée au $ 1.1, p. 25), prenant les valeurs entières m — 
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tÙ 
=?! 


= 0, 1, 2,..., min (M, n) avec les probabilités 
CHR 


Pm — 
C* 


est dite distribuée suivant la loi hypergéométrique. 

On ne peut toutefois utiliser la méthode considérée de représen- 
tation de la variable aléatoire pour toutes les variables aléatoires. 
En effet, si l’ensemble des valeurs possibles n'est pas dénombrable, 
on ne peut pas associer à chaque valeur possible une probabilité 
déterminée. Un problème se pose, celui de la recherche d'un procédé, 
qui serait applicable pour tous les cas. L'un des artifices de ce genre 
les plus répandus réside dans l'utilisation de la notion de fonction 
de répartition. On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire 
E la probabilité pour que Ë prenne une valeur inférieure à zx: 


Fr(x)=P{È< zx}. 


Ici l'argument x peut prendre toute valeur réelle. 

La fonction de répartition possède les propriétés suivantes: 
avec la croissance de x la fonction F:(1x) ne décroît pas, autrement 
dit Si Zz2 > zx1, alors 

Fa (2) > F; (x). 
Elle admet les limites suivantes 
F:(+oo)= lim F:(z)=1, F:(—oo)— lim F;:(x) = 0. 
X—-:-00 X— —® 
La probabilité pour que ë prenne une valeur inférieure à b et non 
inférieure à a, autrement dit, la probabilité de l'inégalité 


a LE< b, 

est calculée d'après la formule 

P{a<E<b}=F;:(b)—F; (a). 
Pour tout c on a l'égalité 

P{£=c}=F;(c+0)—F; (0). 
Ainsi, si la fonction F4; (x) est continue au point c, la probabilité 
pour que E prenne exactement la valeur c est égale à zéro. Si au point 
c la fonction F: (x) admet une discontinuité, la probabilité pour 


que E prenne la valeur c est donnée par la grandeur du saut de cette 
fonction en ce point. 


Toute fonction F (x) non décroissante, pour laquelle 
lim F(x)=1. lim F(r)=0 


X—+ +00 X + — © 


et pour tout x 
lim F(z)=F(x), 
zx-0 
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peut être considérée comme une fonction de répartition. Par exemple, 
la fonction indiquée sur la figure 1.2.1 est la fonction de répartition 
d'une variable aléatoire, qui admet la valeur 0 avec la probabilité 


_ et peut prendre n'importe quelle valeur dans l'intervalle (0, 1), 


FX) 


Fig. 1.2.1 


la probabilité de tomber dans cet intervalle étant égale à _ . Comme 


dans l'intervalle (1, 2) la fonction de répartition est constante, la 
variable aléatoire qu'elle définit ne possède pas de valeurs possibles 
dans cet intervalle. La variable aléatoire peut, enfin, avec la pro- 


babilité + tomber dans l'intervalle (2, 3) et avec la probabilité 


= prendre la valeur 3. De — à 0 la fonction F (x) est égale à zero 


et de 3 à + oc elle est égale à 1. Dans ces deux intervalles la variable 
aléatoire qu'elle définit ne prend pas de valeurs. 

Si l’on peut trouver une fonction ÿ: (x), telle que pour toutes 
les valeurs de zx DREAM l'égalité 


F(@= | AG, 


on dit que la grandeur E est continue; on appelle f;(x) la densité 
de probabilité de £. Pour la densité de probabilité on a l'égalité : 


| fa) dr=1; 
et pour tous a et b 


b 
P{a<i<b}= | f(x) dr: 


8 1.2] VARIABLES ALÉATOIRES, LEUR FONCTION DE RÉPARTITION 29 


pour les valeurs de x pour lesquelles la dérivée F; (x) existe, on a 


fe (z)= Fi (2). 
Nous passerons maintenant à la considération de diverses fonctions 
de répartition, présentant un intérêt particulier pour la théorie 
de la fiabilité. 


Exemple 3. Distribution uniforme. On dit que la variable aléa- 
toire E est distribuée uniformément sur le segment (a, b), si sa fonction 


F(x) 1 


a b 


Fig. 1.2.2 
de répartition (fig. 1.2.2) est déterminée par les égalités 
0, Si T<La, 


F3 (x) = — , S a<r<b. 


1, si x >b. 
La densité de probabilité de la distribution uniforme est 


0, si z<aet z>b, 
fa (x) — 


1 ‘ 
px Si a<z<b. 


Exemple 4. Distribution normale. La variable aléatoire est dite 
normalement distribuée, si la densité de probabilité a la forme 


Les constantes a et o =>0 peuvent être arbitraires, leur interpré- 
tation probabiliste sera donnée au paragraphe suivant. La fonction 


#() 


Fig. 1.2.3 


fs (x) est symétrique par rapport à l'axe des ordonnées au point 
z = a; son graphique est représenté sur la fig. 1.2.8. 
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Exemple 5. Distribution singulière. On dit que la variable 
aléatoire, dont la fonction de répartition est donnée par les égalités 


F 0, si x<a, 
a 1,siz>a. 
suit une distribution singulière; elle prend avec une probabilité 


1 l'unique valeur possible a. Nous voyons ainsi qu'une constante 
peut être considérée comme une variable aléatoire singulière. 


Exemple 6. Distribution de Poisson. La variable aléatoire qui 
ne prend que des valeurs entières non négatives avec les probabilités 


Pm= eh (m0, 1, 2, ...) 


est dite distribuée suivant la loi de Poisson. Sa fonction de répartition 
est une fonction en escalier comportant une infinité de gradins, 
à partir des abscisses entières non négatives. 


F(x) fQ) 


Fig. 1.2.4 


La distribution de Poisson joue un rôle particulier dans la 
théorie de la fiabilité, étant donné qu'elle décrit les loiside l’appari- 
tion des pannes subites dans les systèmes complexes. 

Nous éluciderons dans le paragraphe suivant la signification 
du paramètre À. 


Exemple 7. Distribution exponentielle (fig. 1.2.4) 
0, si z<0. 
F (x) = - 
1—e-%, si x>0. 
La densité de probabilité existe et est égale à 
0, si z<0, 
f(x) = eh 
he-Ax, si x > 0. 
La constante À a une interprétation probabiliste simple que nous 
éluciderons au paragraphe suivant. 
La distribution exponentielle joue un rôle essentiel en théorie 
de la fiabilité et dans la pratique des calculs. Notons ici que dans 
de nombreux cas l'intervalle de temps compris entre deux pannes 


successives d’un système complexeest précisément distribué suivant 
une loi exponentielle. 
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Exemple 8. La distribution gamma a la densité de probabilité 
(fig. 1.2.5) définie par les égalites: 
3 si z<0, 
f(x) = A fe &: 
Cre-te-Bx si x > 0. 
Nous déterminerons les constantes «a >0 et B>0 au paragraphe 


suivant. La constante C est déterminée en fonction de & et B à partir 
de l'égalité 


oo f(x) 
C | me e-Brdz= À, 
0 
d'où nous tirons 
Gb" 
T (œ) ? - 
où 
F (œ) — | 1t-le-*dr. Fig. 1.2.5 
Û 


Un cas particulier de la distribution gamma est la distribution 
exponentielle (&œ = 1), un autre cas particulier est la distribution 
d'Erlang (dans le cas des valeurs entières de &). On peut interpréter 
la distribution d'Erlang pour & — # comme la distribution de 
l'intervalle de temps séparant la première et la (4 + 1)-ième pannes 
d'un système complexe (ou séparant deux appels téléphoniques 
à la centrale, entre lesquels on a enregistré k autres appels). 


Exemple 9. Distribution de Weibull. C'est la distribution dont 
la fonction de répartition s'exprime par la formule 


0, si z<(. 
F(D= | 1A—e-ex® si z>0, 


où cet æ sont positifs (fig. 1.2.6). Dans son article [13] Weibull 
utilisa cette distribution pour la description expérimentale de la 
dispersion de la résistance à la fatigue de l'acier, de ses limites 
d’élasticité, des dimensions des particules de la suie. Tout dernière- 
ment la distribution de Weibull a été utilisée pour étudier la disper- 
sion des durées de vie de l’appareillage radio-électronique. 

En théorie des probabilités la distribution de Weibull était 
connue auparavant comme la distribution limite (quand nr —+ co) 
de la plus petite valeur de nr variables aléatoires indépendantes 
suivant une même loi de distribution. Cette question sera étudiée 
en détail au $ 1.4. 


Exemple 10. Distribution doublement . exponentielle. Dans les 
problèmes où l'on doit établir la distribution de l'article le plus 
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durable dans un grand lot d'articles identiques, on peut appliquer 

la distribution doublement exponentielle dont la fonction de réparti- 
(à) tion est de la forme 
A(r)=e rs 

les constantes c >0 et 

@æ >>0 déterminent la for- 


me de la fonction de répar- 
tition (fig. 1.2.7). 


Exemple 11. Distribu- 
lion lognormale. Ces der- 
nières années dans de multi- 
ples problèmes de la techni- 
que, de la biologie, de l'éco- 
nomie, de la géologie et de 
la théorie de la fiabilité la 
distribution lognormale a 
acquis une grande impor- 
tance. En particulier, com- 
me l'a montré A. Kolmo- 
gorov [14] (cf. également 
A. Philippov [15]), on est 
Fig. 1.2.6 conduit à cette distribution 
lors de l'étude des dimen- 
sions des particules de mor- 


Anw=e* cellement. Une variable 
aléatoire non négative suit 
1 une distribution lognorma- 


le si son logarithme est 
distribué normalement. La 
densité de probabilité de la 


x distribution lognormale 
| (fig. 1.2.8) est donnée par 
Fig. 1.2.7 la formule 
0, si z<O0, 
ZT) = L (1g x-a)? 
À , LT 20? , si z>0(. 
z 


Exemple 12. Distribution bêta. Dans les problèmes de la sta- 
tistique mathématique la distribution bêta joue un grand rôle, 
sa densité de probabilité (fig. 1.2.9) est donnée par la formule 


0, si xz<0Oet r>1, 


f (x) = EE. si 0Lr<1, 
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= 


ou 


r (a) F (b) 
B (a, b) = T@+6) : 

Exemple 13. Distribution du mélange. Dans les situations prati- 
ques, il arrive souvent qu'une variable aléatoire est le mélange 
de deux ou d’un plus grand nombre de variables aléatoires suivant 

f(x) des lois de distribution 
différentes. Par exemple, la 
distribution des pièces stoc- 
kées au dépôt d’après leur 
durée de vie vérifie précisé- 


FX) 


Fig. 1.2.8 Fig. 1.2.9 


ment cette condition, si les pièces proviennent de différentes usines 
ou si, comme cela arrive dans les ateliers de réparation, les pièces 
neuves se trouvent mélangées avec des pièces en état de service 
déposées des machines à réparer (réparation impersonnelle). Suppo- 
sons que l'on mélange les variables aléatoires E;, E2, . .., E, dont 
les fonctions de répartition sont respectivement F; (x), F2 (x), er 

, Fh (x), de sorte que la variable aléatoire E, est prise avec 


une probabilité pz, Da = — 1. La fonction de répartition et la 


densité de probabilité du mélange sont de la forme 
F(x)= 2 paFa (x). f(x) = 2 paf (x). (1.2.1) 


Si la distribution F (x, À) dépend du paramètre À, qui est lui- 
même une variable aléatoire distribuée suivant une loi À (À), 
la fonction de répartition de la variable aléatoire observée sera 
égale à 

F(x)= | F(x, h dA (À). (1.2.2) 

La formule (1.2.1) est un cas particulier de (1.2.2) si l’on choisit 
pour paramètre À l'indice k et pour la fonction À (À) la distribution 
en gradins comportant des sauts p, aux points À = k (4 — 1, ..., n). 
3—0217 
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Si F(z, À) = 1—e-"=* et À est une variable aléatoire suivant 
une distribution gamma de densité de probabilité 


+1 
A (= 1e pour à > 0, 


F (æœ+1) 
alors, conformément à la formule (1.2.2), on aura 
Cr nn D en ee pe 
F(a)= | Het ST Ae Pan = 1 dr 


(Ù 
Supposons, en particulier, qu'un dépôt est approvisionné de 
pièces provenant de trois usines ; la distribution de la durée de vie 
de ces pièces est normale, mais de paramètres différents a; et ©; 
(à = 1, 2, 3). La proportion des pièces provenant de chaque usine 
est respectivement p1, p2 et ps. Si l’on prélève au hasard une pièce 
dans un lot, quelle sera la probabilité de sa durée de vie? Conformé- 
ment à la formule (1.2.1) 


(x-a1)° (x-a2) (x-a3)° . 
T 
À = 7 


T7 292 2 292 P3 2 g2 
[EL e °° Er 202 He 202 

Nous donnerons au paragraphe suivant divers autres exemples 
intéressants de distributions. 

Dans les problèmes pratiques on a souvent à considérer non 
pas une seule variable aléatoire, mais un ensemble de variables 
aléatoires, qui, en règle générale, sont liées entre elles. Pour la 
description complète de l'ensemble de 7 variables aléatoires 
Eys Er + + «+ En OÙ, comme on dit autrement, du vecteur à x dimen- 
sions, ou de la variable aléatoire à r dimensions, on utilise les 
fonctions de répartition à n dimensions, c'est-à-dire les probabilités 
pour que soient vérifiées simultanément les inégalités &, < z; 
E2 << To; . . .) Eu vi 

F(z:, Los es Zn) = P{E << rs Es << To, ss En En): 


Les variables aléatoires E, E, ..., & sont dites indépendantes 
si pour tous les x, z>, ..., zh On a les inégalités 


P {<< ti Eo << Lo, .. En <an}= Î] PH < 2}. 


Dans le langage des fonctions de répartition cette égalité 
s'écrit 


ñn 
Frs 25: zn)= |] Fr (xx). 
En théorie de la fiabilité on doit constamment, à partir des 


variables aléatoires données, former des nouvelles variables aléa- 
toires. Par exemple, lors du calcul de l'influence de l'introduction 
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des éléments ou des dispositifs de réserve il est important de calculer 
d’après la fonction (ou les fonctions) de répartition des durées de 
vie des éléments la fonction de répartition de la durée de vie du 
groupe de réserve. Si la réservation est chargée (réserve chaude) . 
et que le dispositif fonctionne tant qu'au moins un seul élément 
(principal ou de réserve) soit en état de service, la durée de vie du 
groupe de réserve sera 


Nn — Max (E: Eo, ..) En); 

Où Es, Es, ..., En sont les durées de vie des éléments de réserve. 
Soit F(x;, z>, ..., zn) la fonction de répartition des E;, E, ..., En, 
on a alors 
An(z)=P{nn<r}=P{t<z, E<z,..., En <zr}=F(x, x, ...,x). 

Dans le cas où les variables aléatoires Ei, E, ..., En sont indé- 
pendantes, cette formule s'écrit 

Ah (zx) = P{n <z}= F, (x) F2 (x) ... Fh (x), 


où F} (x) est la fonction de répartition de la variable aléatoire E,. 
Si toutes les variables considérées suivent en outre une même distri- 
bution (par exemple, si les éléments de réserve sont pris du même 
lot dans lequel on a choisi l'élément principal), alors 


An (z)= F" (x). 


La densité de probabilité de la variable n, dans le cas où les 
variables aléatoires indépendantes E;, &, ...,E, suivent la même 
loi de distribution est 

an (2) = 43 (2) =n F1 (x) f (2). 

Introduisons maintenant la notation 


n — MIN (Er, Es, ..., En). 


Pour que ë, > x, il faut évidemment que soient vérifiées simul- 
tanément les inégalités Ë>z, b>zx,...,E1>zx. Nous avons 
ainsi 

Bh (z)=P{fn<rz}=1—-P{E>z, bb >; …. En >}. 

Dans le cas où les variables E, sont indépendantes et suivent 

la même loi de distribution, on a 
Bn(z)=1—[1—F(x)]". 


Attirons l'attention sur le fait que pour tout nr et pour la dis- 


tribution A(r)—e-°"" la distribution de la variable n, s'obtient 
de la distribution initiale par translation de l’origine des coordon- 
nées, comme cela apparaît de l'égalité 


An (x) — e-neT* — ee (x-1o8 n) : 
3° 
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De même, pour la distribution de Weibull F (x) = 1 — e* 
pour tout n» la distribution de &, s'obtient de la distribution initiale 
par un changement d'échelle, comme le montre l'égalité 


Ba(x)=1—e 0x — 1 — er) 


Dans le présent paragraphe notre exposé avait un caractère 
purement intuitif. Nous allons maintenant considérer la notion 
de variable aléatoire du point de vue de la théorie axiomatique des 
événements aléatoires que nous avons exposée au $ 1.1. Confor- 
mément aux considérations générales nous partirons de l'ensemble 
des événements élémentaires U. A chaque événement élémentaire 
e faisons correspondre un nombre (ou un groupe de nombres) 


ë= f (e). 


La fonction £ est appelée variable aléatoire si elle est mesurable 
par rapport à la probabilité introduite dans l’ensemble considéré 1. 
En d'autres termes, si pour chaque valeur réelle de x pour l’ensemble 
M. des e tels que f (e)-<< z la probabilité est déterminée. La fonction 
de répartition de la variable aléatoire est alors introduite de façon 
tout à fait naturelle: 


F(a)=P{< 7} = P {A}. 


$S 1.3. Caractéristiques numériques des variables aléatoires 


La caractéristique la plus complète d’une variable aléatoire 
est donnée par sa fonction de répartition, qui indique quelles valeurs 
et avec quelle probabilité, prend la variable aléatoire. Par ailleurs, 
on a souvent besoin de connaître certaines représentations globales 
de la variable aléatoire. Ainsi, pour évaluer approximativement 
le nombre de machines que nécessite l'exécution d’un travail déter- 
miné, on a seulement besoin de connaître quel travail peut fournir 
« en moyenne » chacune de ces machines. Pour la théorie des proba- 
bilités et ses applications, en particulier, pour la théorie de la fiabi- 
lité certaines constantes obtenues d'après des règles déterminées 
à partir des fonctions de répartition jouent un rôle déterminant. 
Parmi ces constantes servant à donner une estimation quantitative 
globale des variables aléatoires, pour les caractériser «en entier», 
un rôle particulier appartient à la valeur moyenne (ou, autrement 
dit. à l'espérance mathématique), à la variance, à la médiane, au 
mode et aux moments de différents ordres. 

Si la variable aléatoire £ prend les valeurs z;, x, . . . respecti- 


vement avec les probabilités pi, p2, . .., D Pi = 1 et 


21æil pi <+ oo, 
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alors la somme (la somme des produits des valeurs possibles de 
la variable aléatoire par leurs probabilités) 


ME= Y 2 Pi (1.3.1) 


est appelée espérance de la variable aléatoire ou 
valeur moyenne de E et est notée par le symbole ME (ou souvent EË). 

L'espérance mathématique d'une variable aléatoire distribuée 
RARE une loi de Poisson est ainsi égale à 


Ake À à r Me s Ake”À 
Me ee =D = D F1 — 
k—0 hk=—1 k-- 


= he Drm m- M = he he = À. 


On peut en se basant sur la formule nu parvenir à la défini- 
tion de l'espérance mathématique dans le cas où la fonction de 
répartition de la variable aléatoire est donnée. A cette fin on a uni- 
quement besoin de la notion d'intégrale de Stieltjes 


œo 


ME— | zd F(x). (1.3.2) 


Dans le cas où la densité de probabilité existe, on a 


Mi— | xp (x) dx. (1.3.3) 


Si la variable aléatoire E suit une distribution uniforme sur le 
segment (a, b), on a 


autrement dit, l'espérance mathématique est égale à la moyenne 
arithmétique des abscisses extrêmes du segment (a, b). 
Pour la distribution normale de paramètres a et o on a 


N te 


Mi = —— | ze 20? dr == j (a+ z0)e 


O0 n 


{ TV et | ze ©? dz=0, 


—©œ 
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il en découle que 
ME = a. 


Nous avons obtenu le résultat suivant : le paramètre a de la distri- 
bution normale est égal à l'espérance mathématique. 

Il existe des lois de distribution pour lesquelles l'espérance 
mathématique n'existe pas. Ainsi, par exemple, pour la distribution 


de Cauchy, dont la densité de probabilité est p (zx) aa 
l'espérance mathématique n'existe pas puisque l'intégrale | xp (x) dx 
diverge. 

Formulons maintenant les propriétés générales de l'espérance 
mathématique, qui ont une grande importance dans les questions 
pratiques et théoriques. 

1°. L'espérance mathématique d'une constante C est égale à cette 
constante: MC = C. 

2°. On peut sortir un facteur constant de sous le signe d'espé- 
rance mathématique : M CÈ—C ME. 

3°. L'espérance mathématique de la somme de variables aléatoires 
arbitraires (liées entre elles de façon arbitraire) est égale à la somme de 
leurs espérances mathématiques: M (£ + n) = ME + Mn. 

&. L'espérance mathématique du produit de variables aléatoires 
indépendantes est égale au produit de leurs espérances mathématiques : 
MEn = ME Mn. 

Pour estimer la dispersion des valeurs de la variable aléatoire 
autour de sa valeur moyenne on utilise plusieurs caractéristiques 
numériques, dont la plus importante est la variance. On définit 
la variance comme l'espérance mathématique du carré de l’ecart 
de la variable aléatoire de son espérance mathématique : 


DE — M (& — ME). (1.3.4) 
Quelques transformations algébriques simples jointes a l’utilisation 
des propriétés formulées de l'espérance mathématique conduisent 
à l'égalité 

DE — ME — (ME):. (1.3.5) 
Si la variable aléatoire E possède une densité de probabilité, pour 
calculer la variance on peut utiliser les formules suivantes : 


Dé= Ü (2— ME p(r)dr= | 2tp(2) dr — 
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Nous allons donner quelques exemples de calcul de la variance 
pour certaines distributions importantes. 
La variance de la distribution normale de paramètres a et ©: 


jen (x—a)? 


| (z—aÿe 25 dr= 


DE — 


1 
6 V2x 


z 
| z'e *- dz—=0*. 


— 2 


—— 2 
7e 


Nous voyons que pour la distribution normale le second paramètre 
o possède également un sens probabiliste simple, son carré est égal 
à la variance. 

La variance d’une variable aléatoire distribuée suivant une loi 
de Poisson de paramètre À est: 


- Ake À Ake À 
D = De ee Dr 
k=0 


AR à 9 a a F 
+5 1) Tr — MAN =. 


R=1 


Nous avons obtenu un résultat intéressant que l’on utilise lors de la 
vérification de l'hypothèse selon laquelle la distribution observée 
est une distribution de Poisson: l'espérance mathématique et la 
variance de la distribution de Poisson sont égales. 

La variance d'une variable Se E uniformément distribuée 


sur le segment (a, b) est égale à pe — © _ et, par conséquent, est 


une fonction croissante de la longueur res l'intervalle (a, b). On peut 
considérer la variance comme une mesure de dispersion (de fluctua- 
tion) des valeurs de la variable aléatoire autour de sa valeur moyenne. 
Pour la distribution normale (comme d'ailleurs pour de nombreuses 
autres) la variable aléatoire correspondante peut, pour une valeur 
positive quelconque de la variance, prendre n'importe quelles valeurs 
réelles. Toutefois, plus la variance est petite, plus grande sera la 
proportion des valeurs de la variable aléatoire situées au voisinage de 
l'espérance mathématique. Pour illustrer cette remarque nous 
rapportons sur la fig. 1.3.1 le graphique de la densité de probabilité 
de la distribution normale pour © = 0,5; 1; 2 

La variance possède les propriétés suivantes: 

1°. La variance d'une constante est nulle: DC = 0. 

2°. On peut sortir un facteur constant de sous le signe de la variance 
en l’élevant au carré: DCE = C'DE. 
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3°. La variance de la somme des variables aléatoires indépendantes 


LU 7t 


est égale à la somme des variances des termes: D D £, = à DE. 
k=-1 k=1 
On appelle moment d'ordre k par rapport à la valeur a de la variable 
aléatoire & l'espérance mathématique de la k-ième puissance de la 


f(x) différence (£ — a): | 
va (a) = M(E— a). 


6-0,5 Si a — 0, le moment est parfois 
appelé moment initial (non cen- 
tré), et si a = ME, moment centré. 
La variance est ainsi le moment 
centré du second ordre. Dans ce 
qui suit nous désignerons les 
moments centrés par la lettre Lu} 
et les moments simples initiaux 
par la lettre v,; l'indice k indi- 
que l'ordre du moment. On vé- 
rifie aisément que les moments centrés et les moments initiaux 
sont liés par la relation (4 > 1) 


Fig. 1.3.1 


ñ 
- = : k 
pre D (A) Givi + (A) 1) vi. 
T=—= 
Pour les quatre premiers moments qui jouent un rôle important 
en théorie des probabilités et en statistique mathématique cette 
égalité prend la forme 


Ho — À 

y =0, 

Ho = Vo — Vi 

Us = Va — SVaVi + 2Vi, 

La = Va — AV Vs + GVaVE — Zvi. 

On appelle mode d'une distribution continue, dont la densité 
de probabilité est p (x), l’abscisse zy pour laquelle p (x) admet 
un maximum. La distribution normale est unimodale et pour elle 
le mode et l'espérance mathématique coïncident. La distribution 
de Weibull possède un mode pour & >> 1, elle n’en a pas pour «a <1. 
A. Khintchine [16] a élucidé les conditions pour lesquelles une 
distribution est unimodale. 

Soit F (x) une certaine distribution. La racine de l'équation 

F(z)=a (0<a< 1) 


est appelée le quantile d'ordre «& de la distribution F (x). Si la fonc- 
tion F (x) est discontinue, le quantile n'existera pas pour n'importe 
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quel &, étant donné qu'en règle générale pour un & donné on ne 
trouvera qu'une valeur de z,, telle que 


F(zs—0)<a<F(rs + 0). 


Par ailleurs, si F (x) est continue et qu'elle conserve une valeur 
constante dans certains intervalles, alors pour certains @& il existera 
un continuum de quantiles d'ordre &, toutes les valeurs de z pour 
lesquelles F (x) = «. 

On vérifie aisément d'après les tables que pour la distribution 
normale les quantiles pour les valeurs &æ = 0,25; & = 0,5et a — 0,75 
sont respectivement égaux à Zzo,25 — 4 — 0,67450 ; zos = €; Zors = 
— a + 0,6745o. 

Le quantile correspondant à la valeur & = 0,5 est appelé médiane 
de la distribution. Pour la distribution normale la médiane coïncide 
avec l'espérance mathématique. 

Si les variables aléatoires E et n sont liées par la relation n = 
— 4 (E), la fonction œ (x) étant une fonction non décroissante de x, 
alors les quantiles de la grandeur n (que nous désignerons par yo) 
sont liés aux quantiles z, de la grandeur Ë par une relation simple 


Ya = P (Za)- 
Supposons que F(x) soit continue. Considérons la fonction Y (r) 
inverse de F(x), c’est-à-dire telle que pour tout x on ail 


Y(F(x))=z. 


Il est clair que l'on a la relation zx, — Y (æœ). Cette dernière 
égalité est utilisée pour l'élaboration de divers papiers fonctionnels 
probabilistes. 

Considérons encore quelques exemples de distributions largement 
utilisées en théorie de la fiabilité. 


Exemple 14. Distribution du %*. Supposons que les variables 
aléatoires Ex, E2, . . ., En soient indépendantes et normalement 
distribuées, ME; = a, DE, = 0°. La fonction de répartition de la 
grandeur 


| | 
= D Era} 
k—1 


est appelée distribution du %°. La densité de probabilité du x* est 
égale à O pour zx<0 et 


71 ne « 
CE PR 
Pn (x) = SENS 
. 


pour x >0. Le nombre n est appelé nombre de degrés de liberté. 
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Exemple 15. Distribution de Student. Si les variables aléatoires 
6 et n sont indépendantes, E est distribuée normalement, ME = 0, 


DE = 1 et n suit la distribution du #?, alors le rapport _ est distribué 
suivant une loi de Student (Gosset): 


n—+1 


n— 1 + 

LS ” a 
Peine r(e) el (4) 
Si E est distribuée normalement, ME — 6, DE = 1, et si n suit 
la distribution du #? à nr degrés de liberté, alors le rapport À suit 
la distribution non centrale de Student avec un paramètre de non- 
centralité 6. La densité de probabilité de la distribution non centrale 


de Student est de la forme 
n—! 1 nô2? 


p(x; ô,n)=— (2 (>) Va] nes 


ni — (=- xd } 
X (1 + =) | z'e Ne ee 
0 
Exemple 16. Distribution de Fischer-Snédécore. Supposons que les 
variables aléatoires #° et #2 sont indépendantes et suivent une distri- 


bution du #° à nr, et n°. degrés de liberté respectivement. Le rapport 
n2Xi 


F = RE suit la distribution F. La densité de probabilité de la 
2 
distribution F est?donnée par la formule 


r (5) . a m_; ju ee 
fans DE Te Vo) É + 2) 


$ 1.4. Quelques théorèmes limites 
de la théorie des probabilités 


Les théorèmes limites jouent un très grand rôle en théorie des 
probabilités et dans ses applications, car ils permettent dans une 
grande mesure de tenir compte des particularités réelles de la structure 
des objets étudiés (influence d’un grand nombre d'interactions dont 
chacune est insignifiante en grandeur, structure moléculaire, etc.). 
Nous rapporterons ici quelques théorèmes de ce type, où les lois 
générales sont déterminées non’pas par le caractère de chaque interac- 
tion particulière, mais par leur grand nombre. On a constamment 
affaire à ce genre de phénomènes en théorie de la fiabilité. D'une 
part, quand on passe à une étude approfondie des phénomènes 


8 1.4) QUELQUES THÉORÈMES LIMITES 43 


d'usure des surfaces en frottement ou des processus se déroulant 
dans les appareils modernes à semi-conducteurs, nous sommes tenus 
d'étudier les phénomènes au niveau moléculaire et même de prendre 
en considération la structure atomistique de la matière. Les con- 
naissances que nous avons de la nature des particules et de leurs 
interactions sont très pauvres ; on sait seulement avec certitude que 
leur nombre est très grand. Il est naturel que dans de telles conditions 
l'appareil de la théorie des probabilités et de ses théorèmes limites 
est particulièrement adapté à l’objet de l'étude : on suppose la présen- 
ce d'un grand nombre d'ingrédients équivalents et le but principal 
consiste à rechercher les lois générales, qui sont conditionnées préci- 
sément par le caractère de masse du phénomène et ne dépendent 
que dans une mesure insignifiante du caractère individuel des com- 
posantes. Encore, l'élaboration des modèles mathématiques des 
phénomènes devient souvent plus claire quand on rejette ce qui 
obscurcit le tableau du phénomène, mais n'’exerce pas une influence 
déterminante sur lui. 


Théorème de Poisson. Si l'événement À a une faible probabilité 
p de se produire au cours de chacune de n épreuves, alors pour les grandes 
valeurs de n on a 

Pa(m)æ er  (m=0,1,2...). 
où À = pn. 

En particulier, si la probabilité de fabriquer une pièce défectueuse 
est petite, alors on peut considérer avec une bonne approximation 
que la probabilité pour que dans un lot de » pièces il y ait un nombre 
déterminé de pièces défectueuses suit une loi de Poisson. 


Théorème intégral de Moivre-Laplace. Si au cours d'une série 
de n épreuves indépendantes la probabilité de l'événement A est égale 
à p, où 0  p < 1, alors la probabilité pour que le nombre u de réalisa- 
tions de l'événement À au cours de n épreuves indépendantes vérifie 
les inégalités (a et b sont des nombres arbitraires) 


u— np 
AL ——— < b, 
7 Vrprq 
est pour des grandes valeurs de n proche de 
b 
: (+ dz 
Var J | 
Le théorème intégral de Moivre-Laplace trouve une large applica- 
tion tant dans les recherches théoriques, que lors de la réalisation 
des calculs appliqués. Supposons, par exemple, que l’on sache 
qu'au cours d'une saison une certaine pièce de machine ne peut 


. a 2 
servir Sans être remplacée que dans les - des cas et dans + des} cas 


44 ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS [CH.1 


un tel remplacement est indispensable. Supposons que dans une 
certaine région il y ait 16 200 machines comportant une pièce de ce 
genre. Combien doit-on apporter de ces pièces pour garantir l'appro- 
visionnement continu des machines en fonctionnement ? 
Désignons par u le nombre de pièces mises hors de service au 
cours de la saison. Dans ce cas, conformément au théorème de 
Moivre-Laplace, la probabilité pour qu'il suffise de prévoir 5400 
pièces de rechange (c’est ainsi précisément que l’on juge habituelle- 
ment de l'exigence en pièces de rechange) est égale à la probabilité 
pour que le nombre de pièces cassées soit inférieure à ce nombre 


u — 5400 <0} _ 


P{u << 5400} — P {u — 5400 < 0} = P { 
n pq 


Ainsi, en cas d'une telle réservation des pièces de rechange la pro- 
e e Ld e e e Ld LD 1 
babilité d'un approvisionnement continu ne sera égale qu'à -, 


autrement dit ce n'est que dans la moitié des cas que nos réserves 
seront suffisantes. 

Il serait naturel de connaître kes réserves qui aurait satisfait 
les besoins avec une probabilité suffisamment grande, par exemple 
0,95. Ainsi, quel doit être le nombre b pour que 


P{u << b} — 0,95 ? 
Nous avons 


. L—np b—np 
P{p<b}=P {AE <E) - 


D'après le théorème de Laplace 


V rPq 22 


sa Cr | e “ d5. 


Nous trouvons de la table que l'intégrale de Laplace est égale 
à 0,95 pour une valeur de l'argument égale à 1.65; ainsi 


—œ 


fe vh 0 0 


Vapg 60 
Nous trouvons de cette équation que pour satisfaire les besoins 
il suffit dans la grande majorité des cas de disposer d’une réserve 
de 5499 pièces. 
Loi des grands nombres sous forme de Bernoulli. Supposons 
que pour une série d'épreuves indépendantes la probabilité de l'événe- 


6 1.1] QUELQUES THÉORÈMES LIMITES 45 


ment À soit constante et égale à p; supposons encore que u signifie 
Le nombre de réalisations de l'événement À au cours de n épreuves indé- 
pendantes. Alors, quel que soit le nombre positif > 0, pour nr — oo 
on à 


p{lh_p|>e)-0. 
Au début de notre siècle le mathématicien français E. Borel 
découvrit une proposition plus forte, conformément à laquelle 


. HE es 
D 7 ju ns 

Les théorèmes de Bernoulli et de Borel sont à la base de l'estima- 
tion de la probabilité inconnue de l'événement À à l’aide de la 


fréquence de sa réalisation, autrement dit à l'aide de la grandeur _ : 


Loi des grands nombres sous forme de Tchébichev. Si la suite 
des variables aléatoires deux à deux indépendantes E,, E2, . .. est 
telle que leurs espérances mathématiques ME, — a, sont finies et leurs 
variances sont bornées par une même constante C (DE, <C), alors, 
quand n—> oo et pour toute constante positive arbitraire €, on a 


P{ S 


1 
LDE-anl<el>1-. 
k 
Il en découle que pour n—+ 00 


ne* 
=1 
P{|S ui Sul) — 1. 


R—=1 


En particulier, si toutes les variables aléatoires ont une mème 
espérance mathématique (a, —a), alors quand n—+, on a 


p{ _ Sa—el<e}-+1. 
=1 


k 

Théorème central limite (théorème de Liapounov et sa générali- 
sation). Les théorèmes du type de la loi des grands nombres établis- 
sent la tendance des sommes des variables indépendantes vers une 
suite de constantes. En vue d'une utilisation pratique on a besoin 
en règle générale d'en savoir beaucoup plus, notamment avec quelle 
fréquence, c'est-à-dire avec quelle probabilité peut se manifester tel 
ou tel écart entre la somme considérée et ces constantes. La réponse à cette 
question est donnée sous des conditions très générales par le théorème 
central limite. Nous formulerons ce théorème pour les conditions 
de Lindeberg. 

Soit donnée une suite de variables aléatoires mutuellement indé- 
pendantes E,, E», ... E,, ... pour lesquelles nous supposons l’exis- 


46 ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS [CH. 1 


tence des espérances mathématiques et des variances finies 


LL 
An = ME,, b° = DE,, : = à bf — D > Ep. 
Si pour tout T>Û 


n 


lim > | (z— ax) dFr (x) = 0, (1.4.1) 
R=1 | Ix—-a,1>B,T 


où Fi(zx) est la fonction de répartition de E:, alors pour tout x on a 


mp SE Le. 
Jim P {= À (Ëx a) <z} NZ L dz. (1.4.2) 
La condition (1.4.1) est appelée condition de Lindeberg ; on peut 
démontrer que si la condition de Lindeberg est vérifiée, alors 
pour tout T=>0, on a 


lim P 4 max La 0x l Blot = (. 
ñn—+00 ELLES Br 

En d'autres termes, si la condition de Lindeberg est vérifiée, alors tous 

les termes sont uniformément petits dans ce sens que la probabilité 


Ek—@Rh  : : 


pour qu’au moins un terme soit supérieur à t tend vers 


n 
zéro quand le nombre de termes tend vers l'infini. 

Le théorème de Lindeberg fut précédé par le théorème de A. Lia- 
pounov d'une grande importance tant de principe que pratique. 
Nous formulerons ce théorème sous l'hypothèse particulière de 
l'existence des moments finis du troisième ordre. Dans ce qui 
suit c’est précisément sous cette forme que nous l’utiliserons lors 
de l'étude des questions de réservation. 

Supposons que la suite des variables aléatoires mutuellement 
indépendantes E,, E2, . .., E,, . .. possède les moments finis du 
troisième ordre. Introduisons les notations 


n 
Ch = M|E—ax Fe: C; = À cn 


pour compléter celles qui avaient été formulées lors de l'énoncé 
du théorème de Lindeberg. 
Si pour n—+oo le rapport de Liapounov 


LE _. . (1.4.3) 
alors 


imP {> >= a) <z} = DA : Se 


n—+00 


Le rapport (1.4.3) est Asnelé condition de Liapounov. 


dz. 
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Si tous les termes ont une même distribution et possèdent une 
variance finie, alors la condition de Lindeberg est obligatoirement 
remplie et, par conséquent, pour les sommes de ces termes on a 
l'égalité (1.4.2). 

L'exigence que tous les termes aient la même distribution est 
trop forte, mais elle peut être affaiblie. En effet, on peut exiger 
seulement que les variances des termes soient finies et aussi que 
parmi les fonctions de répartition des termes de la suite &:, E>, .. 
il n'y ait qu'un nombre fini de différentes. 

Exactement de la même façon, si toutes les variables E; sont 
bornées supérieurement et inférieurement par les mêmes grandeurs 
a et b (a<SEËE,<b) et B, — oo quand 7 — , alors la condition 
de Lindeberg est remplie et on a l'égalité limite (1.4.2). 

Nous avons rapporté deux cas particuliers du théorème limite 
central pour se représenter la grande diversité de possibilités pour 
lesquelles peut apparaître la distribution normale. 

Les théorèmes limites du type du théorème central limite jouent 
un rôle considérable dans les applications, puisque souvent il se 
présente des situations pour lesquelles le résultat qui nous intéresse 
se déroule sous l'influence d’un grand nombre de facteurs agissant 
indépendamment, dont chacun ne produit qu'une action insignifiante 
par rapport à l’action globale de tous les autres. C'est précisément 
ce tableau que l'on observe dans la théorie des erreurs d'observation, 
dans les phénomènes d'usure, de dispersion aléatoire des valeurs 
des paramètres, déterminant la qualité des articles de production 
en masse. On peut souvent estimer que les conditions du théorème 
central limite sont remplies, de sorte que dans les problèmes prati- 
ques on rencontre très souvent des distributions proches de la distri- 
bution normale. Dans ce qui suit nous rencontrerons de nombreux 
cas où nous utiliserons cette conséquence. 

Distributions limites pour les valeurs maximale et minimale. 
Considérons un groupe de x variables aléatoires indépendantes 
Es, Bo, . . ., En Suivant une même loi. Formons maintenant 
les nouvelles grandeurs n, — max (E1, E>, ..., E,) et Ch — 
— min (Ë:, E, ..., E,) définies comme suit: supposons que les 
variables aléatoires E4, &2, ..., E, ont pris les valeurs x, zo, . .. 

. Zn, Alors n, prendra la valeur max (z;, x, . .., x,), et &, 
la valeur min (x;, z:, ..., x,). Les fonctions de répartition des 
grandeurs n, et &, sont définies par les égalités 


Fn(z)=P {nn <zr}=P{Eh<z, E<zx, ..., En zx} =F" (x) 
Fr(z)=P {bn Lzr}=1—-P{È>z,b>z, ...,E>r}— 


—=1—({1—F(x))". 
Posons-nous la question, vers quelles distributions peuvent 


converger les distributions des grandeurs Le et En pour 


et 
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un choix approprié des constantes b, et a, >0, quand n—  ? 
Il s'avère que les distributions limites de la variable Be. 
se ramènent à l’un des types suivants: 


1. A(r)=e-”, 
2. D,(r)=0 si x<0 et e-* * si r>0, 
. Ve(r)=e- 2x si z<0 et 1 si r>0. 


Q9 


. e e. . . e Û —bD LS 
Les distributions limites de la variable 2 L se ramenent de 
nm 
méme à l’un des types suivants: 


1. At (ter 
2. Dh (z)=1—e (TT si x<O0 et 1 si z>0, 
3. Vé(z)=0 si rx<0 et 1—e-* si x>0. 


La constante & peut prendre n'importe quelle valeur positive. 

Il est bon de noter que parmi les distributions citées se trouve 
la distribution de Weibull. Il est possible que le large emploi que 
l'on fait en pratique de la distribution de Weibull s'explique par 
le fait que la variable aléatoire observée est le minimum d'un 
grand nombre de variables aléatoires agissant indépendamment. 

Les conditions de convergence vers chacun des types de distri- 
butions limites possibles sont bien étudiées [17], [181. 

Sur l’un des modèles de réalisation de la distribution lognormale. 
Nous pouvons maintenant obtenir du théorème limite central de 
nombreuses conséquences semblables à celle que nous allons rapporter 
maintenant. 

Si Es, E+, . . . est une suite de variables aléatoires indépendantes 
distribuées suivant une même loi pour lesquelles M log E;, = a 


et D log Ex, = 0°, alors le produit Il E, estasymptotiquement distri- 


bué suivant une loi lognormale ‘de paramètres na et n0*. 

En fait, ces idées ont été maintes fois utilisées pour élaborer 
des modèles de phénomènes pour lesquels on est conduit à considérer 
la distribution lognormale. En particulier, A. Kolmogorov utilisa 
en 1941 un principe similaire pour expliquer la distribution des 
dimensions des particules lors du morcellement [14]. 

En 1903, Kapteyn [19] proposa le modèle suivant. Supposons 
que l’état d'un certain processus est caractérisé par une grandeur 
X (4). La variation de X (f) au cours du laps de temps compris entre 
tiet {+1 est proportionnelle à l'état atteint 


X (ti) — X (tr) = eiX (ti) : (1.4.4) 
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le coefficient de proportionnalité &e,; est une variable aléatoire, 
indépendante des autres &; et des grandeurs X ({;). On a alors 


” . < X (ti41) — X (ti) 
à EE > X (ti) 
et 


in+1 
S X (lisa) —X (ti) | dx 
X (ti) X 
lo 
si simplement les valeurs #4; sont proches l’une de l’autre. Posant 
t—=tn;, nous trouvons que 


er 


log X (4) — à e; + log X (to). 


Pour des grandes valeurs de x et des suppositions adéquates envers 
les &e;, le logarithme de X(t) possède une distribution proche de 
la loi normale et par conséquent X (t) suit une loi lognormale. 

Si l’on remplace l'hypothèse (1.4.4) par 


À (li41) — ZX (ti) = ep (X (ti)), 
où œ (2) est une fonction donnée, alors le schéma de Kapteyn permet 
d'obtenir une grande diversité de distributions limites: quand 


p (z) = € on obtient la distribution normale ordinaire, quand 
p (z) = z la distribution lognormale, etc. 


Modèle d’Erlang. Supposons que l'intervalle de temps séparant 
la réalisation de deux événements successifs soit distribué suivant 
une loi exponentielle de densité de probabilité Be-P* quand x > 0. 
Si nous sommes intéressés par la distribution de la durée de l'inter- 
valle de temps séparant non pas deux événements successifs, mais 
comportant # événements entre eux, il est aisé de voir que sa densité 
de probabilité est Cz*e-B* pour x = 0. 

Pour illustrer cette distribution par un problème réel lié avec 
la théorie de la fiabilité, posons le problème de la distribution de 
l'intervalle de temps séparant deux remplacements consécutifs de 
blocs pour les conditions suivantes. Chaque bloc se compose d’un 
élément principal et de k — 1 éléments de réserve; les éléments 
de réserve se mettent en jeu un par un au fur et à mesure de la mise 
hors service de celui qui fonctionnait avant cet instant ; les éléments 
en réserve ne vieillissent pas; la durée de vie de chaque élément 
suit une loi de distribution exponentielle. 

Le modèle d'Erlang présente un caractère de distribution non 
limite ; notre but était d'illustrer à l’aide de ce modèle la possibilité 
d'apparition dans une situation réelle de distributions gamma. 

La forme des distributions et leurs principales caractéristiques 
sont données dans les tables 1.4.1 et 1.4.2. 


&—0217 
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Distributions 
distHbutoR | -des valut Densité de probabilité | 
Uniforme | (a, b) | 1 | 
b—a 
4 — (x—-a)* 
Normale (— ©, x) — €7 99 
o V2x 
1 (log x — a)? 
Lognormale (0, co) € 929 
zo 27 
De Weibull (0, co) aczt — lex 
B 
Gamma (0, co) 22 —1,— 8x 
l'(œ) 
he À 
Exponen-| (0, c) S 
tielle 
Cas parti- ei 
culiers 27 ue 
k e 2 
du %° (0, co) r (=) 22 
2 
Bêta | (0, 1) | als)! | 
n— 1 n 1 
De Student (— ©, ©) [ 2 2 r (5) Van | X 
C n + ! 
X (1+ +) 2 
F ( net } ALL ap ee” 
De Fisher (0, co) LL) 222 X 
[ (= n } 
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Table 1.4.1 
continues 
| ten llice | Variance | Mode 
1° (b— a)° 
12 
a 0° a 
++ 2a + 2 g2_4) ee — 0? 
2 2 
rtre) r(14+<=)-r (1+ (pour «æ > 1) 
2 Va 
er cœ 
: : (a <1) 
—— — 1 
P F — (>!) 
B 
1 
E 
2k k—2 
ab a—1 
TT RS nn Can D a+b—2 
{ 
0 0 
2 
__2ni (n1+ no — 2) (ny —2) no 
ni(ñn2—2}2 (ns — 4) 2n?+ no 
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$ 1.5. Notions générales sur la théorie 
des processus aléatoires 


Remarques préliminaires. Dans les applications de la théorie 
des probabilités nous avons constamment affaire à des variables 
aléatoires, qui sont des fonctions d'un ou de plusieurs paramètres. 
Ces paramètres peuvent soit varier de façon continue, soit ne prendre 
que des valeurs discrètes. 


tp=e 


Fig. 1.5.1 


La tension sur l’anode d'un tube électronique subit à chaque 
instant des fluctuations aléatoires, même quand on maintient con- 
stante de la façon la plus rigoureuse la valeur de la température 
ambiante et des autres paramètres contrôlables. La tension est une 
fonction aléatoire du temps. Si pour plusieurs tubes de caractéristi- 
ques initiales identiques on porte sur un graphique la tension réelle 
de l’anode au cours d'un intervalle déterminé de temps, on obtiendra 
un faisceau de réalisations, se comportant différemment dans le 
temps et reflétant les particularités aléatoires de chacun des tubes 
soumis à l'essai (fig. 1.5.1). 

Si l’on étudie, par exemple, l'usure de la surface du cylindre 
du piston en fonction de la distance parcourue par une automobile, 
on découvrira encore la même allure aléatoire caractéristique de 
l'usure. 

Considérons en qualité d’un troisième exemple une fonction égale 
à zéro, tant qu'un élément déterminé d'un dispositif complexe 
(condensateur, douille) fonctionne normalement, et à l'unité, quand 
cet élément tombe en panne. L'’instant du saut est une variable 
aléatoire. Nous avons encore affaire à une fonction aléatoire, dont 
l'argument peut être la durée globale de service de l'élément, la 
distance parcourue, etc. 
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Dans tous les exemples cités nous avions affaire à un paramètre 
variant de façon continue : le temps, la distance parcourue, la durée 
globale de service. Or, il est fréquemment indispensable d'étudier 
des situations quand la fonction aléatoire n'est donnée que pour 
des valeurs discrètes de l'argument. Par exemple, si au cours d’un 
essai les mesures ne sont effectuées qu’à des heures déterminées de la 
journée, nous ne connaissons notre fonction qu'aux moments discrets 
du temps. Dans ce qui suit nous rencontrerons l'une et l’autre de ces 
situations. 

Il va de soi que ce ne sont pas seulement les fonctions aléatoires 
scalaires qui présentent un intérêt d'ordre théorique et appliqué, 
mais aussi les fonctions aléatoires vectorielles, quand de l’un des 
arguments dépendent plusieurs variables aléatoires liées entre elles. 
En théorie de la fiabilité on a constamment affaire à plusieurs 
caractéristiques d'un même article et l’on doit étudier la variation 
de leur influence réciproque dans le temps. 

On appelle les fonctions aléatoires d'une variable indépendante 
processus aléatoires, ou probabilistes. Si la variable aléatoire dépend 
de deux ou d'un plus grand nombre d'arguments, de telles fonctions 
sont alors appelées champs aléatoires. 

Quand on observe un processus aléatoire £ ({) on n'observe 
chaque fois que l’une de ses réalisations déterminées. Lors de plu- 
sieurs observations différentes d'un même processus on obtient 
ses réalisations diverses. Pour les problèmes de physique et d'’ingé- 
nieur on a habituellement à élucider quelles sont les probabilités 
qu'ont certaines réalisations de caractère déterminé de se produire 
(réalisations ne dépassant pas un certain niveau, ne tombant pas 
dans un certain domaine au cours d'une période donnée de temps). 

La considération des premiers problèmes de la théorie des proces- 
sus aléatoires se rapporte au début de notre siècle. Il faut ici rappeler 
tout d’abord les travaux de A. Markov consacrés aux processus 
à temps discret et de L. Bachelier sur les processus de diffusion. 
Ces deux savants ont élaboré les modèles mathématiques de deux 
processus d'une grande importance à l'heure actuelle: les chaînes 
de Markov et les processus de diffusion. Plus tard Fokker et Planck 
obtinrent lors de l'élaboration de la théorie de la diffusion l'équation 
différentielle régissant de tels processus. A la base de ces résultats 
était posé un modèle mathématique simple du mouvement des 
particules. Les recherches de A. Kolmogorov, A. Khintchine, 
E. Slutski, P. Lévy et de certains autres savants ont posé le fonde- 
ment de la théorie mathématique des deux principaux types de 
processus aléatoires, des processus markoviens et stationnaires. 
A l'heure actuelle en théorie de la fiabilité les processus markoviens 
jouent un rôle particulier. Nous devons donner maintenant une 
définition claire de ces classes de processus et dégager les notions fon- 
damentales qui s'y rapportent. 


C4 
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En mécanique classique l’état d'un système peut être défini 
de différentes manières. Par exemple, si le système est un point 
matériel, nous pouvons comprendre par état du système à l'instant 
t, les coordonnées du point de l’espace, qu'il occupe à l'instant donné. 
Une telle conception de l'état n'est pas très heureuse, car pour la 
description du développement du système après le temps t#, il ne 
nous suffit pas de connaître l’état où il se trouvait à l'instant précis 
to. Il est bien connu que toute l'influence du passé sur le mouvement 
du point est, d’après les lois de la mécanique classique, concentrée 
sur sa vitesse à un instant donné. Ainsi, si nous comprenons par état 
du système à l'instant t, les coordonnées de sa position dans l’espace 
et les composantes de sa vitesse, un état du système ainsi défini 
permettra de définir univoquement le développement futur du 
système d'après son état à l'instant fo. Cet exemple simple nous 
permet de mieux comprendre la valeur des définitions suivantes. 

Dans la physique, la technique et l'économie moderne on a affaire 
à une situation plus complexe, quand la connaissance de l’état 
du système non seulement à l'instant donné, mais même durant 
toute l'histoire précédente de son développement ne détermine pas 
univoquement son développement futur, mais ne fait que modifier 
la probabilité pour qu'il passe par tel ou tel ensemble d'états. 

Définition d'un processus aléatoire. Désignons par x l'état du 
système à un instant donné { ; comme nous l'avons précisé, x n'est pas 
nécessairement une grandeur scalaire, mais peut être un vecteur, 
une fonction ou quelque chose d'autre encore. Toutefois, dans de 
nombreux cas, on a à considérer le cas où x est un nombre ou un 
vecteur. Supposons, pour fixer les idées, que zx soit une grandeur 
scalaire. Pour définir le processus aléatoire & (t) on suit habituelle- 
ment la voie suivante. Pour chaque valeur entière de nr et chaque 
ensemble de valeurs possibles #4, £», . .., {, du paramètre { on se 
donne la fonction de répartition à nr dimensions du vecteur Ë (4), 


E (£2), “he E (én) 


É (Tin 228 Lo: lis des ln)= 
= P {& (és) << ri, ë (£2) < T2: Aie "ets E({n) << Tn}- 
La fonction Fix, ..., æn: l1, . . ., t,) doit alors satisfaire aux 


conditions suivantes : 
a) condition de symétrie: pour toute permutation ë, és, . . 


+ Ün 
des nombres 1, 2, ..., n on a l'égalité 
F(x:.. Tios sos Lin APE lise ... Lin) = 
= F (x, Lo cc...) Tn; li la ... ln) ; 


b) condition de concordance: pour mn et pour tous fm:1, 
Éms2 +. (n On a l'égalité 
F (x. To, -... Tme + ©, ss + © ; li, lo, 3 ms Ém+1 . 
ss ln) = l (Es CCE Tm ; L4, és ln): 
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Nous ne développerons pas ici la théorie générale des processus 
aléatoires, et nous nous bornerons à définir simplement les processus 
aléatoires markoviens. Désignons par P{s, x; t, G} la probabilité 
pour que le système, qui se trouve à l'instant s à l’état x, se trouve 
à l'instant { >> s à l’un des états de l’ensemble € . Si une connaissance 
complémentaire des états du système à l'instant t < s ne modifie 
pas cette probabilité pour tous s, zx, t, @, il est naturel d'appeler 
cette classe de processus les processus sans post-action. Comme une 
classe particulière importante de processus sans post-action avait 
été introduite par À. Markov on appelle également les processus sans 
post-action les processus markoviens. 

Le fait que le processus soit markovien dépend dans une grande 
mesure du sens que l'on accorde à la notion d’éfat du système. La 
situation est ici absolument analogue à celle que nous avons vue 
sur l'exemple de la mécanique classique: si l’on entend par état 
du point en mouvement uniquement sa position dans l'espace, 
son état futur dépendra égalèment du passé; si l’on ajoute à sa 
position dans l’espace sa vitesse à l'instant donné, nous transformons 
notre processus en un processus sans post-action. On peut dire 
ainsi que tous les processus que l’on rencontre en mécanique classique 
sont markoviens. 

Tout processus aléatoire peut, pour une compréhension appro- 
priée de l’état du système, être transformé en un processus markovien : 
pour cela il suffit d'inclure dans la notion d'état toute l'histoire 
précédente du système. 

Chaînes de Markov. Si l'argument { ne prend que des valeurs 
discrètes 1,, s — ..., —1, 0, 1, 2, ..., et si le processus E (t) 
est markovien, on l'appelle habituellement chaîne de Markov. On 
a souvent en pratique à étudier des chaînes de Markov pour lesquelles 
l’ensemble des états est fini ou dénombrable. Dans ce cas il est 
admis de décrire les chaînes de Markov à l'aide des probabilités 
de transition ou de passage. Supposons qu'à l'instant f, le système 
se trouve à l'état ©;; la probabilité p;; (s) = P {©;, £,; ©, ter1} 
est appelée probabilité de passage. Si cette probabilité ne dépend 
pas de l'instant t,, la chaîne de Markov est dite homogène. La chaîne 
de Markov, pour laquelle existent les limites 


lim P {G;, ls ; Œ ;, {si} = Pi: 


7100 


est dite ergodique. On peut interpréter la propriété d'ergodicité 
de la manière suivante: au cours d’un grand intervalle de temps, 
ou plus exactement au cours d’un grand nombre d'instants f., quand 
le système peut modifier son état, la probabilité pour que le système 
se trouve à un état donné cesse presque de dépendre de l'état ini- 
tial. L'un des théorèmes ergodiques les plus simples et les plus 
anciens fut démontré par le créateur de la théorie des chaînes 


æ 
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À. Markov: si une chaîne de Markov est homogène et ne comporte 
qu'un nombre fini d'états, et que pour tous les i et j les probabilités 
Pay sont positives, alors la chaine est ergodique. 

On a souvent affaire dans les applications courantes, et en par- 
ticulier dans la théorie de la fiabilité, aux cas où il est nécessaire 
de considérer un processus aléatoire E (t), généralement parlant 
non markovien, pour lequel on parvient à trouver une suite d'instants 
tels que les grandeurs E (t;) forment une suite de variables aléatoires, 
liées suivant une chaîne de Markov. De telles chaînes sont appelées 
chaînes de Markov induites. 


Flux simple. Les processus pour lesquels les changements d'état 
se produisent à des moments aléatoires ont une grande importance. 
Par exemple, supposons qu'à des moments aléatoires du temps 
apparaît un certain événement (appel téléphonique, pannes d'un 
dispositif, désintégration d'un atome). Nous sommes intéressés par 
le nombre de réalisations de cet événement au cours de l'intervalle 
de temps compris entre 0 et &. Désignons ce nombre par E (t). Il est 
clair qu'aux instants où il modifie sa grandeur E (f) ne peut que 
croître, et uniquement d'une valeur entière. 

Un rôle particulier appartient aux processus pour lesquels sont 
vérifiées les trois conditions suivantes : stationnarité, absence de post- 
action, ordinariété. Les processus £ ({) pour lesquels sont vérifiées 
les trois conditions précitées ont été appelés d'après la proposition 
de A. Khintchine flux simples. On les appelle également processus 
homogènes de Poisson. 

Les trois conditions citées possèdent le sens suivant. 

La stationnarité signifie que pour tout groupe d'un nombre fini 
d’intervalles disjoints de temps la probabilité de réalisation d’un 
nombre déterminé d'événements au cours de chacun d'eux dépend 
de ces nombres et de la longueur de ces intervalles de temps, mais 
n'est pas modifiée par une translation simultanée de tous les inter- 
valles de temps d'une seule et même grandeur. En particulier, la 
probabilité de l'apparition de # événements au cours de l'intervalle 
de temps compris entre TZ et T + t ne dépend pas de £ et est fonction 
seulement de Æ et t. 

L'absence de post-action signifie que la probabilité de la réalisation 
de k événements au cours de l'intervalle de temps (T, T +) ne 
dépend pas du fait combien de fois ils se sont produits auparavant. 
Cette supposition signifie que la probabilité conditionnelle de la 
réalisation de # événements au cours de l'intervalle de temps 
(T, T + 1), quelle que soit la supposition sur la réalisation des 
événements avant l'instant 7, coïncide avec la probabilité incondi- 
tionnelle. L'absence de post-action signifie | ‘indépendance mutuelle 
de réalisations de tel ou tel nombre d’ Rene au cours des 
intervalles disjoints de temps. 
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L'ordinariété exprime l'exigence de l'impossibilité pratique de 
réalisation de deux ou d’un plus grand nombre d'événements au 
cours d’un petit intervalle de temps =. Plus exactement, cela signifie 
ce qui suit: désignons par P-;, (k) la probabilité de la réalisation 
de plus d’un événement au cours d’un intervalle de temps À. La 
condition d'ordinariété réside en ce qui suit: 


P..1 (4) = 0 (h). 


On démontre que si dans un flux simple les évenements peuvent 
être réalisés avec une probabilité positive au cours d’un intervalle 
de temps de longueur unité et que la probabilité de réalisation 
d’une quantité infinie d'événements au cours de cet intervalle 
de temps soit nulle, alors il existe une constante positive À, telle 
que l’on a la formule 


Pr (t) = , k=0,1.2,..., 


(AL)R e7 At 

k! 
où l'on a désigné par P;, (ft) la probabilité de réalisations exactement 
de Æ événements du flux au cours du temps t. 

On peut interpréter la probabilité Po (£) comme la probabilité 
du fait que la durée de l'intervalle de temps compris entre deux réalisa- 
tions consécutives de l'événement sera supérieure à t. Cette interpre- 
tation nous sera fort utile pour la suite. 

Les exigences auxquelles satisfait le flux simple sont vérifiées 
avec une grande exactitude dans de nombreux processus naturels 
et techniques. Indiquons, par exemple, le nombre d’atomes d'une 
substance radio-active se désintégrant spontanément, le nombre 
de particules cosmiques traversant une plaque au cours d’un inter- 
valle de temps t. S'il s’agit d’un système radiotechnique complexe, 
composé d’un grand nombre d'éléments dont chacun a une faible 
probabilité de tomber en panne indépendamment de l'état des 
autres éléments, alors le nombre d'éléments tombés en panne au 
cours d’un temps d'exploitation t représente un processus aléatoire. 
Dans de nombreux cas ce processus est proche d’un processus de 
Poisson. 

Le flux simple possède diverses propriétés remarquables. Nous 
citerons deux d'entre elles. 

Si l'on sait qu'au cours de l’intervalle de temps de durée donnée 
n événements du flux ont été réalisés, alors il s'’avérera que dans 
cette condition les instants d'apparition de tous ces événements 
sont indépendants entre eux et uniformément distribués dans cet 
intervalle. 

Supposons que l'on ait deux flux simples indépendants entre 
eux E, (t) et E> (4) d’intensités À, et À:. Le flux E (1) = E1 (t) + Eo (6) 
est aussi un flux simple d'intensité À + À» 
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Il s'avère souvent très difficile de vérifier les conditions de 
stationnarité, d'absence de post-action et d'ordinariété pour établir 
si le processus aléatoire considéré est ou non un processus de Poisson. 
Par ailleurs, le processus qui nous intéresse peut présenter certaines 
particularités, qui faciliteront notablement notre tâche. Parmi les 
diverses propositions qui sont connues à l'heure actuelle dans cette 
voie, nous aurons particulièrement besoin de celle dont le mérite 
de la formulation et de la démonstration revient en premier lieu à 
À. Khintchine. Nous formulerons un résultat quelque peu plus général, 
obtenu par la suite par B. Grighélionis. Pour le formuler nous 
devons introduire quelques notions et notations. 

- Nous dirons que le processus aléatoire E (f) est un processus 
discontinu (en escalier) si les accroissements & ({) — E (s) pour t >s 
ne peuvent prendre que des valeurs non négatives entières. Tout 
processus homogène de Poisson est un processus discontinu. Toute- 
fois, la classe des processus discontinus n'est pas épuisée par les 
processus de Poisson homogènes dans le temps. Nous ne noterons 
maintenant que deux types de processus de ce genre que nous rencon- 
trerons par la suite. 

Processus de renouvellement. Supposons que les intervalles de 
temps compris entre les réalisations successives des événements du 
flux sont des variables aléatoires indépendantes 2, 22, . .., 2n 
suivant une même loi de probabilité de fonction de répartition 
F (x). Le processus E (t), égal au nombre de réalisations des événe- 
ments au cours de l'intervalle de temps compris entre 0 et ft, est 
un processus de renouvellement. En particulier, si F (x) = 1 — e-?*, 
où À >>0 est une constante, le processus de renouvellement est 
un processus homogène de Poisson. 

N, 
Si l'on désigne par NW le plus grand nombre entier tel que DE it, 
i— 
on a l'identité de Wald 


No+1 
M © ::=M: (MN: +1). 
i=1 
Processus non homogène de Poisson. Nous dirons que le processus 
E (4) est un processus non homogène de Poisson, à fonction conductrice 
À (t), si pour n'importe quels { >s et k entiers non négatifs on 
a l'égalité 
A (t)— hk 
P{E (4) —E(s) = #} = RO IQ e-[A (A (9), 


où À (t) est une fonction non décroissante continue à gauche, À ({) — 
— 0 pour i< 0et les accroissements E ({) — E (s) sont indépendants 
pour les intervalles disjoints (s, t). 

Si A (f) = À t, nous obtenons en tant que cas particulier le 
processus homogène de Poisson (flux simple). 
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k, 
Théorème limite. Supposons que E, (4) = DE, (t), où Ex (6) 
=1 


sont des processus discontinus indépendants. On rencontre très 
souvent des processus de ce genre dans la pratique courante. Par 
exemple, le flux des bateaux faisant escale dans un port est la somme 
des flux des bateaux partis des ports À:, A2, . .., À, en direction 
du port d'arrivée. Désignons par E, (£) le flux de détériorations 
d'une certaine pièce. Si le mécanisme comporte k, pièces et si 
elles sont mises hors d'usage indépendamment les unes des autres, 


n 
alors E, (4) = > Ex (t) représente le flux des détériorations de .ce 
K= 1 


mécanisme. Pour simplifier les choses nous estimerons que le rempla- 

cement d’une pièce hors d’usage par une pièce neuve ne demande 

aucune dépense de temps et est effectué instantanément. 
Introduisons les notations 


Pnr(k; tt, S)—P {Enr (t)—Enr(s)=h}, s<t, k=0, 1,2, ..., 


kn 


An, 5)= D Par (:4,5), 


kn 
Bat, s)— à [1 — Par (0 ; 1, S) — Par (1 ; f, S)]. 


Les processus E,,(/) seront dits infiniment petits si pour tout # 
fixé on a 


lim max (1—p,,.(0;1f, 0O)) = 0. 


n—r00 1<r=<khn 


On dit alors que la suite des processus aléatoires E, (£) converge, 
quand r —+ oo, vers le processus Ë (1), si toute distribution finie 
arbitraire des processus E, ({) converge vers la distribution corres- 
pondante du processus Ë (6). 


Théorème de B. Grighélionis. La condition nécessaire et suffisante 

pour la convergence de la somme de processus discontinus indépendants 
k, 

infiniment petits E, (t) — D Enx (t) vers un processus de Poisson de 
R=-1 

fonction conductrice A (t) consiste en ce que pour tous s et t fixés on ait 


lim Au ({, s)=A(t)— A (s) 


et | 
lim B, (t, 0) = 0. 


no 
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Quand A ({(t) = Àt, nous obtenons la condition de convergence 
des sommes de processus discontinus infiniment petits indépendants 
vers un processus homogène de Poisson (flux simple). 

La signification qualitative du théorème que nous venons de 
formuler est très simple. L'exigence que les composantes du processus 
soient des infiniment petits signifie que pour chacune d'entre elles 
la probabilité de réalisation d’un événement au moins (d'un saut) 
au cours d'un laps de temps t est petite, la somme des probabilités 
d’un seul saut exactement est une grandeur finie À (t); la somme 
des probabilités de plus d'un saut est un infiniment petit. 

Ainsi, si le mécanisme se compose d'un grand nombre de pièces 
dont chacune ne peut être mise hors d'usage qu'avec une faible 
probabilité, et si pour différentes pièces ces détériorations sont 
indépendantes les unes des autres, alors le flux global de ces détériora- 
tions peut être assimilé à un processus de Poisson. 
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Problèmes de statistique. Jusqu'ici nous avons parlé des princi- 
pales caractéristiques des variables aléatoires comme de quelque 
chose que nous connaissons dès le début. En fait, un tel état de 
choses se présente fort rarement, et toutes les caractéristiques indis- 
pensables d’un événement aléatoire, d'une variable aléatoire ou 
d'un processus aléatoire doivent être estimées à partir d’une expé- 
rience spécialement élaborée ou encore à partir des observations 
faites au cours du déroulement du phénomène. Comment estimer 
la probabilité inconnue de l'événement aléatoire à l'appui des 
observations dont on dispose ? Comment estimer la fonction de 
répartition d’une variable aléatoire d'après ses valeurs tirées de 
l'expérience ? Comment estimer les paramètres a et 6? d’une distri- 
bution normale, si nous observons une variable aléatoire distribuée 
suivant une loi normale dont les paramètres nous sont inconnus ? 
Comment déterminer les caractéristiques du processus aléatoire que 
nous observons ? 

Les problèmes cités sont très importants pour la pratique, en 
particulier, pour la théorie de la fiabilité. Ils forment un très large 
objet d'études de la statistique mathématique. Toutefois, ils n'in- 
cluent pas toutes les questions. Outre celles que nous avons posées, 
dans la pratique courante d’autres questions se posent continuelle- 
ment ; à la base de telles ou telles considérations certaines hypothè- 
ses générales ont été avancées : l'événement aléatoire possède dans 
les conditions données une probabilité déterminée ; deux variables 
aléatoires ont une distribution identique ; le processus aléatoire est 
poissonien et d'intensité constante, etc. Comment vérifier le bien- 
fondé des hypothèses avancées ? Notons encore une autre position 
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du problème qui ne s'est manifestée pleinement que ces dernières 
années. On observe un processus aléatoire, sur lequel à un instant 
donné peut agir une certaine cause, variable dans le temps (par 
exemple, ses paramètres). On demande de déterminer avec le plus 
d'exactitude possible, d’après les observations du déroulement du 
processus, l'instant où cette cause entre en action. Cette position 
du problème se manifeste dans les problèmes de contrôle du réglage 
d'une machine-outil et dans de nombreuses situations importantes 
de la pratique courante. 

On peut grossièrement diviser les problèmes qui se posent en 
statistique en plusieurs types, dont les plus importants sont: 

a) l'estimation des paramètres inconnus ; 

b) la vérification des hypothèses statistiques ; 

c) la prise de décision. 

Le dernier des problèmes cités appartient au troisième type; 
la grande majorité des problèmes que nous avons rappelés dans 
le premier alinéa appartient au type a) et les problèmes du second 
alinéa au type b). 

Dans ce paragraphe nous n'aborderons que les problèmes des 
types a) et b). 

Le point de départ de toute recherche statistique sur une variable 
aléatoire quelconque & est l'ensemble de #7 observations, ayant 
fourni les valeurs x;, z», . . ., æ, de cette variable. Dans ce qui 
suit nous supposerons que les épreuves sont mutuellement indé- 
pendantes et conduites dans des conditions inchangées. Ces supposi- 
tions idéalisent, bien entendu, l'état réel des choses, car en fait les 
conditions changent au cours du temps. Par exemple, si nous étudions 
les dimensions avec un même instrument de mesure, il ne donnera 
pas toujours, du fait de l'usure, une même précision pour toutes les 
mesures. Toutefois, cette usure est à ce point insignifiante que nous 
pouvons ne pas la prendre en considération. 

Echantillon ordonné, fonction empirique de répartition, théorè- 
me de Glivenko. Si l’on ordonne l’ensemble des résultats des observa- 
tions indépendantes x, Z2, . . ., z, effectuées sur la variable aléa- 
toire £, dont la fonction de répartition est F (x), dans l’ordre crois- 
sant Lx L...<z on obtient un échantillon ordonné. 
En certains cas les observations nous donnent directement l’échan- 
tillon ordonné. Supposons, par exemple, que nous soumettons 
à l'essai des éprouvettes pour estimer leur durée de vie pour une 
contrainte déterminée. Nous noterons par les lettres fi, fo, . . .. {à 
les instants successifs de mort des éprouvettes. L'éprouvette mise 
hors d'usage à l'instant f; avait la durée de vie la plus courte, 
et l’éprouvette mise hors d'usage à l'instant f, la durée de vie la 
plus longue. Il est évident que la suite #4, fs, . . ., !, constitue 
un échantillon ordonné pour les observations effectuées sur la 
variable aléatoire représentant la durée de vie de l'éprouvette. 
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Appelons fonction empirique de répartition la fonction définie 
par les égalités 


O0 pour x<zx’. 
k 

Filz)= — pour TR LT LTh+1: 
1 pour x > zx. 


La fonction empirique de répartition est ainsi, pour chaque valeur 
de x, égale au nombre de valeurs de la variable aléatoire inférieure 
à z, divisé par le nombre total d'observations. 

En 1933, fut démontré l'important théorème de statistique 
mathématique sur la concordance entre les fonctions de répartition 
empirique et théorique d'une variable aléatoire. 

Théorème de V. Glivenko. Quand n —+ © on a la relation 


P {lim sup|F(rx)—F, (x)|—=0}=1. 


Estimations ponctuelles des paramètres. Le problème se pose 
souvent d'estimer sur la base des expériences réalisées la valeur d’un 
ou de plusieurs paramètres inconnus. Cette situation apparaît aussi 
bien lors de la détermination de la fonction de répartition, quand 
sa forme analytique est connue, que lors de l'estimation des caracté- 
ristiques numériques de la variable aléatoire. L'une des voies les 
plus courantes de l'estimation des paramètres est la suivante. 
Supposons que F (x, 8) est la fonction de répartition de la variable 
aléatoire E; 6 est un paramètre inconnu (6 peut être une grandeur 
vectorielle). Désignons par z1, z2, . . ., x, les résultats des épreuves 
indépendantes effectuées sur la variable aléatoire &E. Nous appellerons 
estimateur ponctuel du paramètre O0 une certaine fonction œ (x:1, 
To, + + +» Zn) dépendant uniquement des résultats des épreuves et des 
grandeurs connues, mais non du paramètre inconnu. Il est clair que 
l’estimateur est lui-même une certaine variable aléatoire et par 
conséquent peut varier d'une série d'épreuves à l'autre. 

Un grand nombre de fonctions q peuvent être choisies en qualite 
d'estimateur du paramètre 6, de sorte que pour que ce choix ne soit 
pas entièrement arbitraire il est indispensable d'introduire certaines 
limitations naturelles. On s'efforce habituellement de faire en sorte 
que les estimateurs possèdent les propriétés d'être sans biais (corrects), 
consistants et efficaces. | 


L’estimateur @ (x, z2, . . ., 2,) du paramètre 6 est dit sans biais 
(ou correct) si on a l'égalité 
Mo = 6, 


autrement dit, si l'espérance mathématique de l’estimateur coïncide 
avec la valeur du paramètre à estimer. 
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Pour estimer l'espérance mathématique de la variable aléatoire 

ë (a = MË) nous pouvons choisir en qualité d’estimateur la fonction 
p=i— As Pen . 

On peut aisément vérifier que c'est un estimateur sans biais. Si la 
fonction de répartition F (x) est symétrique, c'est-à-dire si pour tout x 
on a l'égalité F (x) = 1 — F (2a — x), alors la grandeur a peut être 
également estimée à l’aide de la fonction m représentant la médiane 
empirique, c'est-à-dire une valeur telle qu'à sa gauche et à sa droite 
se trouve un nombre égal d'observations. On démontre aisément que 
cet estimateur est aussi sans biais. 

Quand on estime le paramètre o° — DE à l’aide de la variance 
empirique 


n 
9 1 js 
=— D (rx — x)? 
| k=1 
on obtient un biais égal à Ms°— 0° — + O?. 


Pour obtenir un estimateur sans biais de 0° on doit prendre la 
fonction 


n 
a 1 _ 
= — ÿ (zx — x}°. 
k:=1 

L'estimateur œ@ = @ (zx, z2, ..., z,) du paramètre 6 est dit 
consistant si, quand le nombre d'observations tend vers l'infini, 
l'estimateur converge en probabilité vers le paramètre à estimer, 
autrement dit, si pour tout eg =>0 on a la relation 


P{Ig—0]>e}—+0 (n — oo). 


On vérifie aisément que dans tous les exemples que nous venons 
de rapporter les estimateurs des paramètres a et 0° sont consistants. 
Par exemple, pour le paramètre 0° les estimateurs s° et s° sont tous les 
deux consistants. 

Supposons que l’on ait proposé deux estimateurs 1 et @> pour 
le paramètre 60. Nous dirons que l’estimateur ®, est plus efficace 
que l'estimateur @>2 si 


M (q1—8}° < M (q— 8}. 


En présence de certaines limitations imposées sur les propriétés 
analytiques des estimateurs @ on peut indiquer la borne inférieure 
de tous les estimateurs de la classe considérée : 


inf M (p—06}°, 
P 
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Si l’estimateur E=P(z Lo, + Tn) St tel que 
M(p—08)°= inf M(p—08}°, 
F 


il est appelé efficace. 


L’estimateur 
Œ _ Hate ten 
du paramètre & de la distribution 
æ 


F(x, &—1—e « (r>0) 


est efficace. 

Méthode du maximum de vraisemblance. Il est évident que l’un 
des principaux problèmes de la théorie de l'estimation des paramè- 
tres réside dans l'élaboration des méthodes générales permettant 
de trouver de bonnes estimations. L'une de ces méthodes la plus 
célèbre et la plus forte fut proposée en 1912 par le statisticien anglais 
R. Fisher. Cette méthode avait déjà été utilisée dans certains cas 
particuliers par Gauss. Nous considérerons cette méthode dans l'hy- 
pothèse que la variable aléatoire Ë possède une densité de probabilité 


f (x. a). 


La fonction 
L'(Z4, Log ces En à) = IL f(x», a) 


est alors appelée fonction de vraisemblance. Si une variable aléatoire 
est discrète et prend les valeurs z,, z:, . . ., Z, avec les probabilités 


respectives pi (œ), p2 (æ&), . .., D px (&) = 1, la fonction de vraisem- 
R 


blance est alors définie par l'égalité 
Liz; ses Ta: a)= [] Pr, (&)s 


où l'indice #; des probabilités indique que l’on avait observé les 
valeurs Zhis hs + + es 2h 

La méthode du maximum de vraisemblance consiste à adopter 
en qualité d'estimation du paramètre & la valeur de & pour laquelle 
la fonction L admet un maximum. Comme Z et 1n L admettent 
un extrémum pour une même valeur de &, on détermine ces valeurs 


« 


critiques à partir de l'équation de vraisemblance 
dlnZ 
NH 
Chaque solution de l'équation de vraisemblance est appelée 
estimation par le maximum de vraisemblance. 
5—0217 
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On vérifie aisément que pour les distributions binomiale 


Pa (@) — C'a* (1 — a)""* (0OSk<n), 


(x—-a)3 
202 : 


| ; ake”% _ 
oissonienne @) = normale ZT: a, 0°) = — € 
p Pr ( ) kI ? A > ds ) pa V2 


exponentielle f(x, «)—ae-%**(z>>0), les estimations par le maxi- 
mum de vraisemblance sont uniques et s'expriment par les formules 


Ka m # L La # # 
a=—— (m est le nombre de réalisations de l'événement) 


L'importance de la méthode du maximum de vraisemblance est 
mise en lumière par les deux propositions suivantes : 

Si pour le paramètre « il existe un estimateur efficace a, l'équation 
de vraisemblance possède alors une solution unique à. 

En présence de certaines limitations générales de caractère analytique 
(cf. [9]) imposées à la fonction f (x; «), la solution de l'équation de 
vraisemblance converge, quand n —+ oo, vers la valeur véritable du para- 
mètre a. Cette solution est asymptotiquement distribuée suivant une 
loi normale et est asymptotiquement efficace. 

Introduisons encore la notion d'estimateur exhaustif, qui joue 
un grand rôle en statistique. La fonction de vraisemblance n'est 
autre que la densité de probabilité conjointe du vecteur z;, z2, . .. 
«.., In. Supposons que nous disposons d'un estimateur 6 du para- 
mètre 6 tel que la distribution conditionnelle du vecteur x1, z2, . .. 
«+. Zn pour une valeur connue 6 ne dépend pas du paramètre 86. 
Une telle propriété de l’estimateur signifie en un mot qu'il recèle 
toute l'information relative au paramètre 6, qui est contenue dans 
les résultats des observations. Les estimateurs possédant cette pro- 
priété sont appelés estimateurs exhaustifs. 

L'estimateur 6 est exhaustif si, et seulement si, la fonction de 
vraisemblance peut être mise sous forme du produit de deux facteurs, 
dont l’un ne dépend que de 8 et 8 et l’autre uniquement des résultats 
des observations x, z2, . . ., Zn. On appelle parfois cette propriété 
des estimateurs exhaustifs critère de factorisation. 

Si la statistique 8 est exhaustive, alors pour toute fonction f (x) 
définissant une application biunivoque la statistique f (6) est également 
exhaustive. 

Notons que chaque estimateur efficace est simultanément exhaustif. 
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Si pour le paramètre 8 il existe un estimateur exhaustif 6, alors 


chaque solution de l'équation de vraisemblance est une fonction de 8. 
Pour les paramètres a et o de la distribution normale les statisti- 
ques exhaustives seront: 


x dans le cas, où le paramètre © est connu et où le paramètre 
a est inconnu; 
ñn 


DE — a)? dans le cas, où le paramètre a est connu et le 
k=1 
paramètre o est inconnu et 
ñn 


le couple z, > (xx — x), quand les deux paramètres sont 
k= 
inconnus. 


Méthode des moments. La première méthode générale d'estima- 
tion ponctuelle des paramètres inconnus fut la méthode dite des 
moments, proposée par K. Pearson. Cette méthode est aujourd'hui 
encore largement utilisée en statistique pratique, car elle conduit sou- 
vent à une procédure de calcul relativement simple, alors que la 
méthode du maximum de vraisemblance se heurte malheureusement 
a des difficultés de calcul. 

L'idée de cette méthode consiste en ce que l'on égale les moments 
de la distribution, dépendant des paramètres inconnus, aux moments 
empiriques. Prenant un nombre de moments empiriques égal au 
nombre de paramètres inconnus et composant les équations corres- 
pondantes, nous obtenons le nombre indispensable d'équations. 

On appelle moment empirique d'ordre k la grandeur 


= = | 2" dFa (x); 


et moment centré empirique (ou d’échantillonnage) du même ordre 
la grandeur 


n 
a Â = 
b=— } (z5— x)". 
j=1 
Effectuons à titre d'exemple l'estimation des paramètres « et B 
de la distribution gamma de Pearson 
f(x; a, B)—Cza-ie-Bx (7:20). 


Nous calculons aisément que 
a(æ+1) 


[eo 4 
AG: Vo = p2 e 
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Nous en déduisons les équations pour déterminer « et B 


(e 7 ea a (a +1) * 1 ° 
Fer Os D 
« 1 
d'où 
T z° a . T9 
B — TZ a= 7 (S= Vr— 1°). 


Les estimations obtenues à l’aide de la méthode des moments 
ne sont pas les meilleures au point de vue de leur efficacité. Elles 
sont néanmoins fréquemment utilisées en qualité de premières 
approximations, à partir desquelles on peut trouver les approxi- 
mations successives avec une plus grande efficacité. 

On peut démontrer (cf. par exemple [9]) que la distribution 
conjointe de deux moments centrés empiriques p, et Ly est asympto- 
tiquement normale (à condition que pour la distribution initiale 
existent des moments finis d'ordres suffisamment élevés) d'espérance 
mathématique u; et u; et de matrice des covariances déterminée 
par l'égalité 
M Qi —qpu) (5 —b;) = 

Lis —iiih st —Jlixil 1 — Hibj + Üjhi by 1 
— D + O (=) . 


Il arrive souvent que l’on doit obtenir les valeurs même approchées 
de l'espérance mathématique, de la variance et des autres moments 
pour une certaine fonction des moments empiriques. Nous nous 


bornerons à l'exemple simple d’une fonction d'un seul argument u;: 


f = f (au). Si cette fonction est continue et possède des dérivées 
premières continues, alors 


À Qi) = f (ue) + (ue — pue) f' (hu) + 


et 


Mj()=f(u)+o(+), Dj()= 
= Du [f° (+0 (7) 
En particulier, si f=Vh, alors on a 


VER = Vite (+), DVR= Hot +o(2) 


Si la variable aléatoire E, est normalement distribuée et si pour 
elle ME, = a, DE, =.07: —> 0 quand r —+ co, alors pour une fonction 
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suffisamment régulière f(z) on peut écrire l'égalité 
f (En) = f (a) + jf’ (a) (En — a) + 0 (En — a). 


La variable aléatoire f (E,) a une distribution asymptotique- 
ment normale d'espérance mathématique f(a) et de variance 
[" (a)l° où. 

Méthode des quantiles. Un autre artifice purement empirique, 
de même que la méthode des moments, est la méthode des quantiles. 
Elle consiste en ce que le quantile de la distribution théorique est 
égalé au quantile empirique. Si l'on doit estimer plusieurs paramè- 
tres, les égalités correspondantes sont écrites pour plusieurs quantiles. 

Soulignons une propriété des quantiles empiriques. Considérons 
une distribution unidimensionnelle F (x) de densité de probabilité 
f (x) = F'(x). Soit & = le quantile d'ordre p, c'est-à-dire l'unique 
racine de l'équation F (£) = p, où 0 << p << 1. Supposons que dans 
un certain voisinage du point z = &, la fonction f (x) est continue, 
a une dérivée continue et est différente de 0. Le quantile empirique 
d'ordre p, autrement dit la grandeur z,, pour laquelle F, (z,) = p, 
est alors asymptotiquement normal d'espérance mathématique Ë&, 


RLs P 
et de variance TEL 


En particulier, la médiane de l'échantillon est asymptotiquement 
normale, son espérance mathématique est égale à la médiane theori- 


; < | 
ue et sa variance à ——— . 
q Anj® (bp) 


Pour la distribution normale de paramètres a et o la médiane 
est le paramètre a. La médiane empirique d'une distribution normale 
est distribuée asymptotiquement suivant une loi normale, d’espé- 


L | | A10° 
rance mathématique a et de variance =—. 
Nous en déduisons une conséquence utile. Si le paramètre a de 


la distribution normale est estimé à l'aide de deux fonctions a; = x 
: se . : 2 . O- 
et as — m, la variance de la première estimation est égale à ra ci 


; : 102 © 
la variance de la seconde sera asymptotiquement pacs Ainsi, asympto- 


9 
tiquement on a M (a, — a)°/M (as — a)* — —, la seconde estima- 


tion est environ 1,6 fois plus mauvaise que la première, si on les 
compare d'après la valeur de leur variance. 

Supposons que la distribution F (x) possède une densité de pro- 
babilité dérivable f (x), 0 < pi, << p2 <...< pr <'1 et que les 
nombres zx; sont déterminés par les égalités f (x;) = p; et fi: = 
= f (x;) 0 pour i — 1, 2, ..., k. La distribution conjointe des 
quantiles empiriques 2, , Zp,, - . ., Zn, eStasymptotiquement norma- 
le de moyennes &,, Cp. -.. Gp, €t de matrice des covarian- 
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ces 
Pi(1—p1)  p1(1—p2) pa (1 — pr) 
EH ? fife fafk 
P1(1—p2)  p2(1—p2) P2(1— px) 
| Pi _— | = fif2 F2 °°" foin 


pali—px) pali—pr)  pR(i—pr) 
fifr fair "7 fr 


Méthode des intervalles de confiance. Les estimations ponctuelles 
que nous avons étudiées jusqu'ici sont des variables aléatoires. 
Nous n'avons pas donné d'’estimations des probabilités qu'ont les 
estimations obtenues du paramètre de s’écarter de sa vraie valeur, 
car cela nécessite une étude complémentaire. R. Fisher proposa une 
autre approche de ce problème des estimations. En fait, au lieu 
de rechercher des fonctions 6 (x;, z2, . .., x,) des résultats des 
épreuves, que l’on adopte en qualité de valeur approchée du para- 
mètre inconnu, il proposa d'indiquer deux fonctions 6, et 62 des 
résultats d'observations (et non du paramètre à estimer) telles que 
la probabilité pour que l'intervalle (6,, 82) recouvre la vraie valeur 
du paramètre inconnu ne soit pas inférieure à une valeur donnée. 
Les fonctions 6, et 6, sont appelées limites de confiance et l'intervalle 
(6:, 0) intervalle de confiance pour le paramètre 6. 

Si l'on estime le paramètre a de la distribution normale pour 
une valeur connue de ©, la probabilité de l'estimation 


+ <a<s + 


est égale à 


Pour la distribution 


FD (z > 0) 


on peut choisir en qualité de limites de confiance pour « les 
fonctions 


Pour ces limites on a l'égalité 


n 


_ = z2 
P E<a<=} — | zx" "le * dr = 0. 
z1 
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La grandeur f = 1 — «w est appelée niveau (ou seuil) de confiance 
de l'estimation proposée, elle indique la probabilité qu'a le para- 
mètre de sortir de ces limites, et w, coefficient de confiance. 

Intervalles de confiance pour la probabilité inconnue. Le proble- 
me le plus simple, qui se pose dans la pratique courante, réside dans 
l'estimation de la probabilité inconnue p de l'événement d'après 


la fréquence k = de sa réalisation. Notre problème consiste 


à trouver des fonctions p = p (k) et p = p (k) telles que la proba- 
bilité, pour que la probabilité inconnue tombe dans l'intervalle 


(p, p), ne soit pas inférieure à 1—2$. En d'autres termes, nous voulons 
indiquer une règle telle qu'en l’appliquant de nombreuses fois nous 
ne parviendrons à une conclusion erronée que dans une proportion 28 
de tous les cas. 

Les statisticiens anglais Clopper et E. Pearson ont indiqué une 
règle [22], garantissant que la probabilité de tomber hors de l'inter- 
valle de confiance en dehors de chaque limite ne dépasse pas $. 
La règle qu'ils ont proposée consiste en ce qui suit : supposons qu'au 
cours de » épreuves indépendantes on ait observé m réalisations d'un 
événement À, dont la probabilité est constante et égale à p. On peut 
alors prendre en qualité de limite supérieure de confiance de l'inter- 
valle de confiance la solution unique de l'équation 


2 Cap (1—p}"=8, 


et en qualité de limite inférieure de confiance la solution unique 
de l'équation 

Li 

2 Cnp(1—p}"=8. 


On a donné dans la table 8 de l'annexe les valeurs de In — 


et de In = pour un diapason suffisamment large des valeurs 


de nr et B — 0,025. 

Considérons un exemple numérique. Soit n = 20 et m = 4. Nous 
trouvons d'après la table 8 de l'annexe les limites de confiance pour p 
au niveau B = 0,025: p — 0,057, p — 0,437. 

Sur la vérification des hypothèses statistiques. Pour que l'on 
accepte ou que l’on rejette telle ou telle hypothèse statistique, 
on a recours aux observations. Supposons que le nombre d’observa- 
tions soit z et que leurs résultats soient donnés par la suite de nom- 
bres x, Z2, . . ., z,. Nous avons besoin d'une règle qui nous per- 
mette, d'après les résultats des observations, d'accepter ou de rejeter 
l'hypothèse formulée. L'idée de l'élaboration de telles règles repose 
sur le fait que l’espace des échantillons, c'est-à-dire l'ensemble de 
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tous les résultats possibles des observations (2, z2, . . ., x,), est 
divisé en deux sous-ensembles disjoints R,1 et R,2>. On accepte 
l'hypothèse à vérifier, si le résultat des observations (x, 2, . . ., z,) 
tombe dans le domaine R,1, et l’on rejette cette hypothèse s'il 
tombe dans le domaine R,2. Le domaine R,: est dit domaine critique. 
Il est évident que le choix du domaine R,: détermine univoquement 
le domaine À, :. 

A la réception d'un certain lot de pièces comportant des pièces 
bonnes et défectueuses, nous sommes intéressés à ce que dans le lot 
accepté le nombre de pièces défectueuses soit très petit. Désignons 
par Po une grandeur comprise entre 0 et 1 et telle que l'on estime 
possible d'accepter un lot dans lequel la proportion des pièces 
défectueuses ne dépasse pas p, et que l’on rejette le lot si la propor- 
tion de pièces défectueuses est supérieure à ps. Soumettant à l'essai 
chaque pièce, nous l’affecterons de l'indice O0 ou 1 suivant qu'elle 
s'est avérée conforme ou défectueuse. L'espace d'échantillonnage 
se compose alors de tous les groupes (x, z2, . . ., x.) de n nombres x;, 
dont chacun ne peut prendre que l’une des deux valeurs, 0 ou 1. 
Le domaine critique qui est habituellement choisi pour ce genre de 


problèmes est déterminé par l'inégalité L (+ ze + ...+x) > 


> Po- 

Supposons que nous réceptionnons certains articles au sujet 
desquels nous savons que le paramètre déterminant leur qualité 
est distribué suivant une loi normale dont la variance est connue 
et égale à 06°. On exige en outre que l’autre paramètre soit égal à a. 
L'hypothèse suivant laquelle l'espérance mathématique du para- 
mètre déterminant est égale à a doit être vérifiée sur la base de 
l'échantillon z;, z2, . .., æ, constitué par n articles. Le domaine 
critique, que l'on utilise habituellement lors de la résolution de 
ce problème, est construit d'après la règle suivante: on rejette 
l'hypothèse si et seulement si 


[r—al> co, 


où c est une constante choisie de manière adéquate. 

En acceptant ou en rejetant l'hypothèse À qui nous intéresse 
nous pouvons commettre deux sortes d'erreurs : rejeter l'hypothèse H 
alors qu'elle est vraie ; adopter l’hypothèse Æ alors qu'elle est fausse. 
Le premier type d'erreur est appelé erreur de première espèce; le 
second type d'erreur, erreur de seconde espèce. Les probabilités des 
erreurs de première et de seconde espèces sont déterminées par le 
choix du domaine critique. Pour tout domaine critique ÀR,2 nous 
désignerons par @& la probabilité de l'erreur de première espèce, 
c'est-à-dire la probabilité de rejeter l'hypothèse H alors qu'elle 
est vraie ; nous désignerons par B la probabilité de l'erreur de seconde 
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espèce, c'est-à-dire la probabilité d'accepter l'hypothèse A alors 
qu'elle est fausse. Nous pouvons écrire les notations symboliques, 
que nous avons adoptées, sous forme d'égalités 


a=P{(x, L'9 ..., Zn) CR H} 
et 


B=P{(r, Lis vo Tn) CR: | 71. 


Il va de soi que notre problème consiste à trouver le domaine 
critique le plus avantageux, c'est-à-dire le domaine critique R,2 
pour lequel les grandeurs & et B prennent les plus petites valeurs. 
Il s'avère que pour une taille donnée de l'échantillon, il n'est pas 
possible de rendre & et 6 simultanément aussi petits que l’on veut; 
c'est pourquoi on doit modifier la position du problème: après 
avoir choisi & à l'appui de telles ou telles considérations trouver le 
domaine R,:, qui minimise la valeur de $. 

Chaque fois que l'on doit vérifier une hypothèse H on est, en 
fait, mis en présence au moins de deux hypothèses: H et non H. 
Suivant le nombre de possibilités que comportent l'hypothèse A 
et l'hypothèse contraire, on distingue les hypothèses simples et 
composés (ou composites). Ainsi, si l'hypothèse À consiste en ce que 
le paramètre a de la distribution normale prenne la valeur a, et 
l'hypothèse contraire veut qu'il soit égal à a, (pour une valeur connue 
de 6), nous vérifions une hypothèse simple. De même, si nous vérifions 
l'hypothèse H suivant laquelle la distribution F (x) est uniforme 
dans le segment (0, 1) et l'hypothèse contraire suivant laquelle 
c'est une distribution normale de paramètres (0,5 ; 2), il s'agit encore 
d'une hypothèse simple. Si, par contre, l'hypothèse H consiste en 
ce que la distribution F (x) est uniforme sur le segment (0, 1) et 
l'hypothèse contraire en ce que F (x) se compose de toutes les autres 
distributions excepté la distribution uniforme, nous avons affaire 
à une hypothèse composée. Exactement de la même façon, si l’hypothè- 
se À consiste en ce que la variable aléatoire étudiée est distribuée 
suivant une loi de Poisson avec un paramètre À quelconque, c'est 
une hypothèse composée. 

Un théorème important qui porte le nom de ses auteurs Neumann 
et Pearson, a été démontré sur les hypothèses simples. 


Théorème de Neumann-Pearson. Supposons que l'on vérifie une 
hypothèse simple H, consistant à tester que l'on est en présence d'une 
distribution Po de densité de probabilité po (x), contre l'hypothèse con- 
currente suivant laquelle on est en présence d'une distribution P, de 
densité de probabilité p; (x). Le domaine critique R,2 a pour une valeur 
donnée de l'erreur de première espèce &« une valeur minimale de l'erreur 
de seconde espèce, s'il est défini d’après la règle: x = (x, z2, . . ., æ) 
appartient à R,2 si et seulement si 


P1 (x) > cpa (x). 


74 ÉLÉMENTS DE LA THÉORIE DES PROBABILITÉS [CH. I 


La constante c est déterminée de la condition que l'erreur de pre- 
mière espèce est égale à ©. 

La proposition inverse est également vraie : si l'on a un domaine 
critique dont l'erreur de première espèce est &« et l'erreur de seconde 
espèce est minimale, alors ce domaine critique est défini d'après la 
règle citée. Le seul cas où la proposition inverse n'est pas vraie est 
celui où l'on a un domaine SL avec une erreur de première 
espèce inférieure à & et ff — 

Notons que l'erreur de es espèce æ& est également appelée 
niveau de signification du critère de vérification de l'hypothèse. 
La grandeur 1 — B, c'est-à-dire la probabilité de rejeter l'hypothèe- 
se H, alors qu'elle est fausse, est appelée puissance du test. 

Nous n’aborderons pas ici les questions subtiles liées au choix 
du niveau de signification donné, les indications correspondantes 
peuvent être trouvées dans [7] (p. 95) ou dans [5] (p. 365). 

Critère d'adéquation du 4°. Onutilise souvent pour vérifierles hypo- 
thèses statistiques le critère (test) du x*, qui est d'une application com- 
mode. Supposons que l'on doive vérifier l'hypothèse H selon laquelle 
nos observations forment un échantillon de nr valeurs x; d'une variable 
aléatoire dont la distribution est P (S) (la probabilité qu'a la varia- 
ble aléatoire de prendre une valeur appartenant au domaine $S est 
P (S)). Cette notation est commode, car elle permet de raisonner 
sur une distribution d'un nombre de dimensions arbitraire. Parta- 
geons tout l'espace des valeurs de la variable observée en domaines 
disjoints S1, S2, ..., S. Désignons par p, les probabilités de 
tomber dans le domaine Sp; = P (S;)) et par v; le nombre d'obser- 
vations appartenant à ce domaine. Considérons l'expression 


s (vi—npi}) 4 vi 
> & L 
É=2 en : ou 2 Ty Il LL 
On calcule aisément que 
My=r—1 
et que 


Dxt=2(r—1)1 À (3 ——r+2—2r). 


La valeur r—1 est appelée le nombre de degrés de liberté. 
On démontre que, quand n7—> 0, la densité de probabilité de la 
grandeur x? converge vers l'expression 


1 AE 
kr) = —— 2 ? e ? 


(x > 0). 
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Supposons que » est suffisamment grand. Dans la pratique cou- 
rante l'application du test du #° est réalisée de la manière suivante : 
on partage l’espace des échantillons en domaines disjoints de telle 
sorte que le nombre d'observations tombant dans chaque domaine 
ne soit pas inférieur à 10. On calcule ensuite la grandeur #*. Suppo- 
sons que sa valeur soit X5. On dispose pour la distribution k;,-1 (x) 
des tables des probabilités p = P {4° < %}. Si p est proche de 1, 
la probabilité de l'inégalité 4° >> %; est petite, de sorte que l'on 
estime que, si elle est vérifiée, l'hypothèse 7 doit être rejetée. 

Si la distribution P (S) dépend de s paramètres inconnus «1, 
Go, : - -» &s, que l’on détermine à partir des résultats d'observa- 
tions, alors pour une certaine classe d'estimateurs on a la règle 
simple de Fisher : dans ce cas la distribution du %° tend, quand n — oo, 
vers la distribution k,_,_-, (x). Le nombre de degrés de liberté est 
diminué du nombre de paramètres à estimer. Les paramètres «&; 
sont les racines des équations 


dy° : 
je. = 0 (Gi —1,2,...,5) 


et, par conséquent, minimisent la valeur du #*. 
On trouvera un exposé détaillé de la théorie du test du z° et des 
exemples d’application dans les ouvrages [8] et [9]. 


$ 1.7. Transformation de Laplace 


En théorie de la fiabilité on étudie presque exclusivement des 
variables aléatoires positives. Pour de telles grandeurs il est plus 
commode d'utiliser, au lieu de la transformation de Fourier que 
l’on considère habituellement dans les cours de la théorie des proba- 
bilités, la transformation de Laplace. 

Supposons que la fonction f (ft) est définie pour t > 0, continue 
par tranches et ne croît pas plus vite qu'une fonction exponentielle, 
autrement dit il existe € =>0 et «a >0 pour lesquels 


| f (t)] << Ces! 
pour tous les {> 0. 
On appelle transformée de Laplace de cette fonction l'intégrale 
7 (2) = | e“tf(t)dt*. (1.7.1) 


0 


* Dans ce paragraphe nous désignerons pour des raisons de commodité 
la transformée de Laplace par la même lettre que la fonction elle-même, mais 
prise avec le signe tilde placé sur cette lettre. Cette notation n’est pas univer- 
sellemet adoptée. 
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Cette intégrale converge quand Re z > a. C'est pourquoi la fonc- 
tion f(z) est déterminée dans le demi-plan complexe Re z > a 
et représente dans ce. demi-plan une fonction analytique. 
Connaissant la transformée de Laplace on peut rétablir la fonc- 
tion elle-même. On a alors la formule suivante d'inversion: 
i c+ioo 
(= | F(2) dt, (1.7.2) 
C—1% 
où l'intégrale est étendue à la droite verticale Re z = c, c > a. 
Considérons quelques propriétés de la transformation de Laplace. 
1°. La transformation de Laplace est une transformation linéaire, 
autrement dit la transformée de la somme est égale à la somme des 
transformées, et si la fonction est multipliée par un nombre, la 
transformée de Laplace est aussi multipliée par ce nombre 


f{é)e"dt+c | g(t)e-"dt. 


( 


À Luf()+cg (Det dt= cs 


() 


ie. 


2°. Considérons la transformée de Laplace de la dérivée et de 
l'intégrale de la fonction f(t): 


froeta=fetao=;oe"(+: (rue 
0 0 0 


—zf(z2)—f$(0), (1.7.3) 


ï( (fre). jeta {of +— L [rotaiTeo 
| (1.7.4) 


Ainsi, quand on dérive la fonction f ({), sa transformée de Laplace 
s'obtient en multipliant f ({) par l'argument z et en retranchant 
de ce produit la valeur initiale f (0) de la fonction. Quand on intègre 
la fonction f (t) de zéro à ft, la transformée de Laplace est divisée 
par z. Appliquant plusieurs fois la formule (1.7.3) on peut obtenir 
la transformée de Laplace pour la dérivée d'ordre ñn 


( fe (est dt = 2"f (2) — 2-1 f (0) — ... — fit) (0). 


(n) 


I1 est fréquent d'utiliser cette propriété de la transformation de 
Laplace pour la résolution des équations différentielles linéaires, 
car en passant des fonctions inconnues à leurs transformées de Laplace 
nous obtenons pour ces dernières des équations algébriques li- 
néaires. 
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=] 
a | 


3°. Théorème du retard. Soit 
0, LT, 
= { {({—T), L>T; 


alors 


| fit e-2t dt = | fU—r)e-ttdt=e-" | f(x)e-2 dr = 6-7 (2). 
0 T 0 


(1.7.5) 
Nous avons obtenu que lors d'une translation du graphique de la 


fonction f (t) vers la droite d'une grandeur *+ sa transformée de Laplace 
est multipliée par e”*. 


4°. Théorème du déplacement. Supposons que la fonction f ({) 
est multipliée par e”Àt. Alors 


| fte-Me-td= | f(ne-Gtota=7(i+, (1.7.6) 


0 


autrement dit, quand on multiplie la fonction par l'erponentielle 
et l'argument de sa transformée de Laplace augmente de À. 


5°. Transformée de Laplace pour les convolutions. L'intégrale. 
l 
fiu—T)e(mdr=f.s 
0 


est appelée convolution des fonctions f (t) et g(t). Trouvons la trans- 
formée de Laplace de la convolution: 


œ ’ à 
ÿ esta f(t—T)g(r) dr — g(e-t x 


X dT | f(—r)e-:t-9 gi — | fG)gtre-Tdr= fr. (1.7.7) 
T Û 


Ainsi, la transformée de Laplace de la convolution de deux fonc- 
tions est égale au produit de leurs transformées. Cette propriété 
peut servir lors de la résolution des équations intégrales contenant 


une intégrale du type de convolution. Considérons à titre d'exemple 
l'équation 


{ 
p'(= y (2 | FE) y (0 dr, 


où f(t) est une fonction donnée. 
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Multiplions les deux membres de l'égalité par e-2! et intégrons 
en { de zéro à l'infini. Nous obtenons 


2 y (z)— y (0) = Ay (2) — y (2) F (2), 


y — _ 4ÿ (0) 

AE npenr ere t 7% 
Comme f(z)—>0, quand Rez—>o, le dénominateur ne s'annule 
pas dans un certain demi-plan Rez>>a, et en appliquant la for- 
mule d’inversion nous trouvons 


d'où 


y (0) ext 
ho 27h + Àf (:) 
Cette formule permet d'étudier le comportement asymptotique de 
la solution y(f) quand { — co. 


6°. On a parfois besoin d'utiliser les relations limites suivantes 
pour la fonction et sa transformée de Laplace : 


a) lim zf (2) — f (0). (1.7.8) 


y (=> dz, Cc>a. 


b) Si An) 7100) existe, alors 
f Ce) 2f (2). (1.7.9) 


On peut dire ainsi que le comportement de la fonction f (t) dans 
le voisinage de zéro est déterminé par le comportement de la trans- 
formée de Laplace à l'infini et, inversement, le comportement de 
la fonction f (t) à l'infini est déterminé par le comportement de la 


fonction f () dans le voisinage de zéro. 

7°. Il arrive souvent lors de la résolution des équations diffé- 
rentielles linéaires que la transformée de Laplace de la fonction 
donnée est une fonction rationnelle. Dans ce cas la fonction elle-même 
peut être exprimée sous une forme finie. 

Trouvons préalablement la transformée de Laplace pour la 
fonction {ext 


e-*dx= "ll, (1.740) 


| l'e—hle-zidt — = GE 
(O 


{ O0 
Eh Ed 
U 
On peut démontrer que cette égalité est valable également pour les 
valeurs complexes de À. Supposons maintenant que la transformée 
de Laplace de la fonction f (t) soit de la forme 


TG=R (=: 
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P (z) et Q (z) sont des polynômes tels que le degré du numérateur 
est inférieur à celui du dénominateur, car f (z) doit nécessairement 
tendre vers zéro avec la croissance de z. Il est bien connu que toute 
fraction régulière peut être décomposée en une somme de fractions 
élémentaires : 

R(j= D (+ EE +R), (1.7.4) 


k= 1 (2— 2) * 


où z4, sont les racines du dénominateur et s: les ordres de mul- 
tiplicité de ces racines. Dans le cas particulier, où toutes les 
racines sont simples, on a 


n 
A 
R (:) — ÿ —. : (1.7.12) 
k=—1 
où 
_ P(:x) 
Ax= Q" (zx) 


Portant la somme (1.7.11) dans la formule d'inversion (1.7.2) et 
utilisant (1.7.10), nous trouvons 


Cioo mL 


iO=Z | R(c)di= D (Ane# + 
C—100 Rk=1 
s,— 1 | id : 
A pee LE Ana TT En D pa(t)efn!, (1.7.13) 
R=1 


où pa(t) sont des polynômes de degré inférieur d'une unité 
à l'ordre de multiplicité des racines 24. 
En particulier, quand toutes les racines sont simples, on a 


0-3 een. (1.714) 
—. 


Notons encore que si certaines racines sont complexes 
Zh = Gn + ifn, 


alors, en vertu de la formule d'Euler, les termes correspondants 
dans la somme (1.7.13) s’exprimeront à l’aide des fonctions tri- 
gonométriques 


ent = e%h! (cos Bat + i sin Bt). 
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Supposons maintenant que E est une variable aléatoire positive 
dont la fonction de répartition est 


F()=P&<1} 


et la densité de probabilité est f(£) = F"(t). 
On appelle transformée de Laplace de cette variable aléatoire 
la transformée de Laplace de la densité f(t) 


pe (2) = 7 (z) = Î e-2tf(t) di. 
0 


Notons que cette intégrale représente l'espérance mathématique 
de e-#, autrement dit ;(:)—Me-*. La fonction y: (z) possède les 
propriétés suivantes : 


1. g:(0)= | f()&=1, 
0 


qE(O= — [etat —Ms 0 [270 4=MEr; 
be 0 


en général 
PE" (0) —(—1)*ME" ; (1.7.15) 


par conséquent, d’après la transformée de Laplace connue nous 
pouvons trouver tous les moments de la variable aléatoire, en parti- 
culier, la valeur moyenne et la variance. 

2. Si les variables E et n sont indépendantes, la transformée 
de Laplace de leur somme est: 


@: (2) =Me- =Me-%e-m=Me-iMe-m= op: (2) pr(z). (1.7.16) 


Par conséquent, si des variables aléatoires indépendantes s'ajou- 
tent, leurs transformées de Laplace se multiplient. Notons que 
cette propriété est équivalente à la propriété (1.7.7). 

8. La transformée de Laplace de la fonction linéaire n = aë +-b 
est égale à 


Pn (2) = Me-(oi+b)z — e—-biMe-azè — e—bzp. (az). 


Le schéma habituel d'application de la transformation de Laplace 
en théorie des probabilités est le suivant: les probabilités cherchées 
vérifient souvent certaines équations linéaires (différentielles, inté- 
grales ou mixtes). Appliquant aux deux membres de ces équations 
la transformation de Laplace, nous obtenons de nouvelles équations, 
d'où nous trouvons les transformées de Laplace des probabilités 
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cherchées. Connaïissant ces transformées nous pouvons en certains 
cas trouver l'expression explicite pour les probabilités. Mais même 
si ces probabilités ne peuvent être exprimées à l'aide de fonctions 
connues, nous pouvons, connaissant les transformées de Laplace, 
obtenir une information substantielle au sujet des probabilités 
cherchées. Nous pouvons trouver les moments, étudier le comporte- 
ment asymptotique des probabilités, trouver pour elles des formules 
approchées. 

En conclusion, calculons la transformée de Laplace de certaines 
lois de probabilités que l’on utilise en théorie de la fiabilité. 

1°. Loi.exponentielle. Densité f (f) — Àe”t!, 

oo 


À 
ES (2) — | he-tle-it dt — 1 : 
0 
2°. Loi normale 
(1—To)® 


20® 


| = 
= ——— e 
Ï V/24 0 
Supposons que 6 & To, alors la probabilité pour que la variable 
aléatoire prenne une valeur négative est faible. et nous pouvons 
estimer que notre variable est positive 


de (t—To): 
1 [ — 5 — —21 
(2) =-——— | € 20° dt. 
Ps ( ) V/2x © | 
Comme en vertu de nos hypothèses la densité f(£) est très petite 
pour les valeurs négatives de £{, nous pouvons étendre l'intégra- 
tion à toute la droite infinie. Effectuons en outre la transforma- 


tion =70— 7. Nous obtenons 
Î CT — ” XOZ 
de (5) — — e-Tez | e 2 " dz = 
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La transformée de Laplace est 


ms pci ES pa 
qe (2)= | (a) d Hoi 
(4) 


Chapitre 2 
CARACTÉRISTIQUES DE FIABILITÉ 


$ 2.1. Notions principales de la théorie de la fiabilité 


Nous aborderons l'exposé systématique de divers problèmes 
de la théorie de la fiabilité par la définition des notions principales 
telles que fiabilité, panne, durée de vie, etc. Les questions de termi- 
nologie ne sont pas déterminantes en fiabilité. Il faut néanmoins, 
pour éviter toute confusion, leur donner une définition claire. Tout 
dernièrément encore ces questions de terminologie inquiétaient de 
nombreux chercheurs, tant dans notre pays ([1], [2]) qu'à l'étranger 
([3]). Une commission spécialement désignée à cet effet publia 
la brochure [4] consacrée à la terminologie de la fiabilité dans le 
domaine de la radioélectronique. Les définitions des principales 
notions sont données également dans l’article « Fiabilité » [5]. 

De même que dans les autres domaines de la science, les notions 
principales de la théorie de la fiabilité sont interprétées par la des- 
cription des relations existant entre elles. Par article (pièce) nous 
entendrons un élément, un système ou l’une de ses parties. L'erploi- 
tation d’un article signifie l’ensemble de toutes les phases de son 
existence : transport, stockage, préparation à son utilisation, service 
et réparation. La notion de fiabilité de l'article est intimement liée 
à la notion de qualité. On appelle qualité de l'article l’ensemble de 
ses propriétés déterminant le degré d'aptitude de l'article à être 
utilisé suivant sa destination. La notion de qualité de l’article 
dépend ainsi profondément de son mode d'utilisation. Par exemple, 
si une pièce de radioélectronique est utilisée dans des conditions 
stationnaires, quand on maintient une température et un taux 
d'humidité donnés, la propriété de résistance à l'humidité ne joue 
pas un rôle déterminant pour la notion de qualité de l’article. 
La situation est tout à fait différente dans les cas où l’appareillage 
est utilisé dans les conditions de campagne sans hermétisation. Ici 
la propriété de résistance à l'humidité est une partie intégrante des 
autres propriétés déterminant la qualité. En règle générale, la 
qualité des articles composites, particulièrement des systèmes de 
gestion, est déterminée par un grand nombre de propriétés. Au cours 
du temps les propriétés, constituant la qualité de la pièce, varient 
et le plus souvent dans un sens non désirable. La qualité change 
alors en fonction de ces variations. Par fiabilité de l'article nous 
entendrons la faculté de l’article de conserver la qualité dans des 
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conditions déterminées d'exploitation. En d'autres termes, la fiabi- 
lité c'est la qualité développée dans le temps. La fiabilité est détermi- 
née par la qualité et les conditions d'exploitation. Nous soulignons 
le fait que la notion de fiabilité est liée aux propriétés que l'article 
possédait ou bien aurait dû posséder au moment de sa fabrication 
ou du contrôle avant l'exploitation. Il est absolument dénué de 
sens, par exemple, de parler de la non-fiabilité d'un dispositif 
radioélectrique par rapport à un type déterminé de bruit, si l’immu- 
nité de bruit n’a pas été prise en considération lors de l'élaboration 
de ce dispositif. Il en est autrement si l'on a prévu des parties du 
schéma servant à assurer l’antibruitage. Dans de tels systèmes il 
faut alors inclure l'antibruitage dans l'ensemble des propriétés 
déterminant la qualité et la fiabilité. | 

Le problème de l'élévation de la qualité et de la fiabilité devient 
de plus en plus important et actuel du fait de la mécanisation et 
de l’automatisation complexe des processus de production dans 
de nombreux domaines de l’industrie, du transport, de la technique 
des communications. L'importance de ce problème est déterminée 
par le fait que la fiabilité insuffisante des articles entraîne de grandes 
dépenses pour leur entretien, de fréquents arrêts de travail de l'équi- 
pement ; il peut se produire des pannes liées à de graves pertes maté- 
rielles et en vies humaines. En certains cas les dispositifs automati- 
ques s'avèrent moins rentables que les dispositifs non automatiques 
du fait de leur fiabilité insuffisante. La sous-estimation des facteurs 
liés à la fiabilité conduit à ce qu'au cours des premières années 
d'exploitation les dépenses dépassent notablement le coût initial 
des articles. À l'heure actuelle, les machines pénètrent dans toutes 
les sphères de l’activité de l'homme et, en particulier, dans la sphère 
de la gestion de la production et dans les autres processus de gestion. 
Les problèmes que résolvent les machines et, en particulier, les 
machines de gestion deviennent de plus en plus compliqués. La 
complexité croissante des problèmes à résoudre conduit à ce que les 
machines utilisées pour la résolution de ces tâches sont de plus en 
plus compliquées. On découvre alors l'une des principales contradic- 
tions dans le développement de la technique moderne : d’une part, 
la complexité croissante des systèmes entraîne une diminution de 
leur fiabilité, d'autre part, les exigences envers le fonctionnement 
sûr de ces systèmes deviennent de plus en plus strictes. La théorie 
de la fiabilité sert précisément à rechercher les voies de résolution 
de cette contradiction. Deux voies différentes de principe sont alors 
possibles. La première consiste à élever la qualité et la fiabilité 
des éléments séparés, constituant le système complexe. La seconde 
voie consiste à élaborer des méthodes spéciales de construction des 
systèmes complexes fiables à partir d'éléments non fiables, ainsi 
qu'à élaborer les méthodes d'entretien de ces systèmes en cours 
d'exploitation. On donne dans l’article « Fiabilité » [5] la définition 
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suivante de la théorie de la fiabilité: « La théorie de la fiabilité 
est une nouvelle discipline scientifique étudiant les lois générales 
que l'on doit observer lors de l'établissement de projets, des essais, 
de la fabrication. de la réception et de l'exploitation des articles 
pour assurer l'efficacité maximale de leur utilisation. » 

L'une des principales notions de la théorie de la fiabilité est 
celle de panne (avarie, défaillance) et de non-défaillance. On entend 
par non-défaillance la faculté de l'article de conserver sa capacité 
de travail (c'est-à-dire ne pas tomber en panne) au cours d’un inter- 
valle de temps donné dans des conditions d'exploitation déterminées. 
La panne c'est une perte partielle ou totale, ou une modification des 
propriétés de l’article, qui abaisse notablement ou qui entraîne 
une perte complète de la faculté de travail. En certains cas la notion 
de panne est clairement définissable. Un exemple typique d'articles 
de ce genre est fourni par les ampoules électriques. En règle générale 
deux états sont caractéristiques de leur fonctionnement: ou bien 
un éclairage normal, ou bien un éclairage nul. Toutefois la notion 
de panne appliquée aux articles de radioélectronique est très relative, 
car elle dépend notablement des conditions concrètes d'utilisation 
des articles. Considérons l'exemple des résistances pour lesquelles 
le paramètre principal déterminant la qualité est la valeur de Ia 
résistance exprimée en ohms. On entend souvent par panne d'une 
résistance le fait que sa valeur s'écarte de la valeur nominale R;, 
en dehors des limites admissibles Ro + ARo. On estimera ainsi 
qu'à l'instant { sont en panne les résistances dont les valeurs sont 
en dehors de l'intervalle (Ro — ARo. Ro + AR). La valeur AR; 
n'est pas liée et d'ailleurs ne saurait être liée aux conditions concrètes 
d'utilisation de ces résistances, car dans divers schémas les valeurs 
de la tolérance AA, diffèrent notablement. Si le schéma a été élaboré 
de manière optimale. un écart des limites de AR, peut ne pas pro- 
voquer de panne. Par ailleurs, il peut v avoir de tels cas de fonction- 
nement instable des schémas. quand des variations mêmes insigni- 
fiantes de la valeur de la résistance, inférieures à AR. provoquent 
la panne du fonctionnement du schéma. Indépendamment de son 
caractère relatif, la notion de panne est une caractéristique utile 
et riche de la fiabilité. car elle permet d'introduire diverses caracté- 
risliques numériques de la fiabilité. On peut comparer à l’aide de ces 
indices numériques la fiabilité de différents types d'articles ou 
d'articles du même type fabriqués à différentes époques, etc. 

De par leur caractère on peut diviser en première approximation 
les pannes en pannes subites et graduelles. Les pannes graduelles 
sont dues à la variation successive des paramètres déterminant la 
qualité de l’article (principalement. par suite du vieillissement 
ou de l'usure), quand ces paramètres sortent des limites de tolérance 
établies. L'un des principaux problèmes de la théorie de la fiabilité 
réside dans l'étude des possibilités de prévision des pannes graduelles. 
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Les pannes subiles sont déterminées par une variation brusque des 
paramètres déterminant la qualité de l'article. Il est rationnel de 
considérer également d'autres types de pannes. Les calculatrices 
électroniques, par exemple, sont caractérisées par des déréglages, 
c'est-à-dire par des pannes qui s'éliminent automatiquement. On peut 
trouver une classification plus complète des pannes dans la brochure 
consacrée aux questions de terminologie dont nous avons déjà parlé. 

Une autre notion essentielle de la théorie de la fiabilité est celle 
de durée de vie. On entend par durée de vie d’un article sa faculté 
d’être utilisé au cours d'une longue période de temps en présence 
d'un service d'entretien technique indispensable dans lequel peuvent 
entrer divers genres de réparations. À l'expiration de la durée de vie, 
dans l’article se manifestent des phénomènes liés à l'usure ou au 
vieillissement qu'il est impossible ou bien économiquement non 
rationnel d'éliminer. La durée de vie est caractérisée soit par le 
temps, soit par le nombre de cycles, soit par le volume de travail 
fourni. Pour certains articles les notions de durée de vie et de non- 
défaillance peuvent coïncider, mais dans le cas général ce sont 
deux caractéristiques distinctes de la fiabilité. 

Pour les articles, dont la capacité de travail est maintenue 
à l'aide des procédures de renouvellement appelées réparations, un 
indice important de la fiabilité est la capacité de réparation. 
On appelle capacité de réparation de l’article la capacité de pré- 
vention, de détection et d'élimination des pannes. Elle est caracte- 
risée par la dépense de travail, de temps et de moyens qu'entraînent 
les travaux de réparation. 

La notion de fiabilité est mise en lumière plus en détail par l'ensem- 
ble de trois notions: la non-défaillance, la durée de vie et la capacité 
de réparation. | 

Les caractéristiques de qualité et de fiabilité des articles sont 
intimement liées aux indices économiques (prix de revient) des 
articles. L'élévation de la fiabilité des articles s'accompagne, en 
règle générale, de l'élévation du prix de revient au moment où se 
termine la fabrication. ou au moment de la réception par l'usager. 
Dans ce sens des articles chers plus fiables ne se distinguent pas 
en mieux des articles moins fiables, mais bien meilleur marche. 
Toutefois, pour formuler une conclusion définitive pour juger quels 
sont les meilleurs articles, on ne doit pas tenir compte uniquement 
de la valeur du prix de revient de fabrication. L'efficacité économique 
d'utilisation, la rentabilité des articles plus fiables peuvent compen- 
ser l'élévation de leur prix de revient. L'élaboration des méthodes 
prenant en considération les facteurs de fiabilité et de prix de revient 
devrait, nous semble-t-il, constituer l’un des problèmes les plus 
actuels et les plus importants de la science économique. 

On peut formuler plus concrètement l’objet de la théorie de la 
fiabilité. La théorie de la fiabilité établit et étudie les caractéristi- 
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ques numériques (les tests) de fiabilité, la liaison entre les indices 
du degré d'économie, d'efficacité et les indices de fiabilité ; 

— elle élabore les méthodes de réalisation des expériences de 
fiabilité et les méthodes de dépouillement des données de ces expé- 
riences ; 

— elle élabore les méthodes de contrôle de la fiabilité, les métho- 
des d'établissement des régimes optimaux des travaux de révision 
(réglementaires) lors de l'exploitation des articles, les méthodes 
d’argumentation des normes de pièces de rechange (éléments, pièces). 

En théorie de la fiabilité on élabore les méthodes d'établissement 
des régimes et de choix des caractéristiques assurant une fiabilité 
optimale, les méthodes de choix des constructions et des schémas 
optimaux assurant une fiabilité donnée, les méthodes optimales 
de recherche des pannes dans un appareillage complexe, etc. 

Lors de la résolution des problèmes de la théorie de la fiabilité 
on utilise les résultats des études des processus physiques et chimi- 
ques se trouvant à la base des phénomènes liés à la perte de la qualité. 

Dans certaines branches de la théorie de la fiabilité les méthodes 
mathématiques telles que la théorie des probabilités et la statistique 
mathématique, la théorie de l'information, la théorie des files 
d'attente, la programmation linéaire et non linéaire, la logique 
mathématique. les méthodes de simulation statistique sur ordina- 
teurs, etc., trouvent une large application. 


De nos jours la théorie de la fiabilité devient, grâce au caractère actuel 
des problèmes qu’elle résout, une science à la mode. Le nombre d'articles con- 
cernant d'une façon ou d'une autre les problèmes de fiabilité de la production 
ne cesse de croître. Il nous semble qu'un décalage injustifiable se manifeste 
entre les études théoriques et expérimentales dans ce domaine. Il existe, d’une 
part, des travaux d'ordre purement expérimental, sans aucune tentative de 
géncralisation et d'élaboration d'une théorie décrivant le phénomène étudié. 
et d'autre part, de nombreux travaux que l'on peut considérer comme une 
jonglerie mathématique avec les indices, primitive du point de vue du spé- 
cialiste connaissant bien les mathématiques. A cet égard attirons l'attention 
du lecteur sur l'article « Bandwagon » publié en langue russe dans le recueil 
des travaux de C. Shannon [6], consacre à une question analogue sur la vogue 
que connaît la théorie de l'information. 


Considérons la relation entre les notions de fiabilité et d'’effica- 
cité. Certains ingénieurs chargés de l'établissement de projet des 
systèmes complexes pensent que les notions de la théorie de la fiabi- 
lité sont inapplicables à des systèmes complexes. On affirme même 
que la notion de fiabilité d'un système complexe est dénuée de sens 
et que l'on ne doit s'occuper que de l'efficacité de ces systèmes. 
Par cela même on critique indirectement la notion de panne d’un 
système complexe. Il est vrai que la notion de qualité d'un système 
complexe créé pour fonctionner dans un milieu extérieur variable 
inclut en soi-même un ensemble de plusieurs dizaines et parfois 
de plusieurs centaines de propriétés déterminant sa qualité. Beaucoup 
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de ces propriétés ne jouent un rôle déterminant qu'en présence de 
conditions extérieures déterminées. C'est pourquoi la notion de 
panne liée à la perte totale ou notable de capacité de travail du 
système peut sembler passablement artificielle. Il est plus accep- 
table d'introduire un indice général de la qualité, l'efficacité, qui 
est la mesure de la productivité du système, œmpte tenu des condi- 
tions extérieures et du mode d'utilisation. La notion d'efficacité 
est, généralement parlant, indépendante de celle de fiabilité. On peut 
parler de l'efficacité des systèmes d’un fonctionnement absolument 
sûr et comparer des systèmes d'après leurs indices quantitatifs 
d'efficacité. Toutefois, si les parties composantes du système ne sont 
pas d’un fonctionnement absolument sûr, leur qualité influe notable- 
ment sur l'efficacité. Dans de tels cas on doit entendre par fiabilité 
du système la stabilité de son efficacité, compte tenu de la fiabilité 
des parties composantes du système. 

Nous avons jusqu'ici parlé des notions de fiabilité dans le plan 
le plus général. Si toutefois nous essayons d'introduire des indices 
quantitatifs pour les notions formulées plus haut, nous parviendrons 
immanquablement à la nécessité de recourir à une interprétation 
probabiliste de ces indices. Dans la plupart des articles parus à ce 
jour on entend par fiabilité la probabilité de fonctionnement sans 
défaillance au cours d’un intervalle déterminé de temps. On rencontre 
également d'autres interprétations de ce terme. Il n'y a ici rien 
d'extraordinaire, puisque la diversité des problèmes pratiques entraî- 
ne la nécessité d'utiliser telle ou telle caractéristique de fiabilité 
de fonctionnement du dispositif donné. Ainsi, en certains cas il 
est important que la durée moyenne de fonctionnement sans défail- 
lance au cours d’un intervalle de temps donné T soit maximale; 
la nécessité d'introduction d’autres indices quantitatifs peut égale- 
ment se faire sentir. Plus encore, dans divers cas il peut s'avérer 
indispensable que l'on atteigne le niveau maximal de fiabilité 
simultanément suivant plusieurs indices. Ces exigences peuvent 
même parfois s'avérer contradictoires. En pareils cas, on peut cher- 
cher à déterminer la solution optimale par rapport aux exigences 
formulées. Il convient ici de souligner que l’optimalité ne peut être 
déterminée en dehors du système concret et de sa destination. 

Par exemple, il est très important de faire en sorte que les machi- 
nes agricoles se prêtent bien aux réparations et que leur durée de 
vie soit la plus longue possible. Toutefois, du point de vue des 
intérêts des diverses exploitations et de celui de l'état en général, 
la fiabilité de ces machines acquiert une importance particulière 
du point de vue d'une probabilité élevée du fonctionnement sans 
défaillance au cours de la période des travaux des champs. 

Les pertes subies par une exploitation seront élevées si le tracteur 
ou la moissonneuse-batteuse, possédant une grande durée de vie, 
se trouvent fréquemment en panne durant la période des semailles 
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ou de la moisson et s'ils doivent subir des réparations au cours de 
la période la plus importante. Exactement de la même façon il est 
indispensable pour un avion d'assurer la probabilité maximale de 
fonctionnement sans défaillance au cours de toute la durée du vol. 
La durée de vie, c'est-à-dire la durée d'exploitation de l’avion (sans 
compter les heures dégensées pour les réparations) jusqu'à son usure 
complète, tout en étant une caractéristique importante de sa qualité, 
reste ici au second plan. 

Ainsi, les caractéristiques quantitatives de fiabilité sont nom- 
breuses, et dans chaque cas concret le rôle déterminant peut apparte- 
nir à caractéristiques différentes de fiabilité. 

Dans cette partie du livre nous nous limiterons à l'étude des 
modèles mathématiques liés à l’utilisation des méthodes de la théorie 
des probabilités et de la statistique mathématique. On peut exposer 
l'approche générale de l'élaboration des modèles de ce genre de la 
manière suivante. 

Parmi tous les états dans lesquels peut se trouver le système 
nous dégageons l'ensemble 6 = {x} de tous les états x qui se distin- 
guent entre eux du point de vue de la fiabilité. Nous appellerons 
l'ensemble @ l'espace de phase du système. Par exemple, si le systè- 
me se compose de x blocs de différents types. dont chacun peut se 
trouver soit en état de service, soit en panne. l’espace de phase du 
système est constitué des points de la forme x — (€,. . .., €,), où 
£; = 0, si le i-ième bloc est en bon état, et £; — 1, si le i-ième bloc 
est en panne. Si les blocs en panne peuvent être réparés, et si le 
temps de la réparation est une variable aléatoire dont la fonction 
de répartition F4, (x) est, généralement parlant, différente de la loi 
exponentielle, alors il est naturel d'estimer que les états du système 
diffèrent si les temps déjà dépensés pour la réparation des blocs 
sont différents. Nous sommes alors conduits à considérer un espace 
de phase plus complexe 6, forme des groupes de points x = (e1. f:, 
E2, Lo, : . ., Enr ln); OÙ €; — 0 ou 1 suivant que le i-ième bloc est 
en bon état ou non, et {; — 0 quand &; — 0. Quand €; = 1, ft; est 
égal au temps déjà dépensé pour la réparation du i-ième bloc. Il peut 
y avoir des cas, où la valeur de x a un sens physique. Supposons que 
les indices les plus importants de la qualité d’un transistor soient 
son gain en courant f et le niveau du bruit F. Dans ce cas l'espace 
de phase 6 se compose de l’ensemble des points du plan zx = (x;, 22), 
où Zi — BP, zo = F. Dans l'ensemble @ sont inclus les points x 
du premier quadrant du plan x; > 0, zx: > 0. On pourrait rapporter 
des exemples de systèmes dont l’espace de phase est plus complexe. 
Le premier pas de l'élaboration d’un modèle mathématique com- 
mence ainsi par le choix de l'espace de phase correspondant 
C = {x}. 

As le temps, dans les parties composantes du système se pro- 
duisent diverses modifications liées, par exemple, au vieillissement 
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des éléments constituant le système. C'est pourquoi, si à l'instant f 
l'état du système est décrit par le point zx, à l'instant & > ti 
à l’état du système correspondra le point zx2. Il peut alors se faire 
que zx Si l'on désigne par x({)E @ l'état du système 
à l'instant {, on peut considérer la suite des états x (1), t > 0 comme 
un processus se déroulant dans le temps. Comme la modification 
de l'état présente un caractère aléatoire, on peut considérer les 
valeurs de x ({) comme la trajectoire d'un processus aléatoire se 
déroulant dans l’espace de phase des états du système CG. 

Le second pas de l'élaboration du modèle mathématique réside 
dans la définition de ce processus aléatoire en fonction des conditions 
concrètes de la position du problème. Considérons un exemple. 
Supposons que le système se compose de x blocs identiques, dont 
l’un est le bloc principal et les autres sont en réserve. Chacun des 
blocs peut être soit en état de service, soit en panne. Les pannes se 
produisent indépendamment les unes des autres. Les blocs tombés 
en panne ne sont pas réparés, et la fiabilité de chacun des blocs 
est caractérisée par la probabilité de fonctionnement sans défaillance 
au cours du temps t, égale à p (1) — e”*'. Quand le bloc principal 
tombe en panne, il est remplacé par un bloc de réserve. Nous pouvons 
choisir ici en qualité d'espace de phase l’ensemble 6 = {0, 1,... 

..,n}. Nous estimons que x (t) = k, si à l'instant £ justement k 
blocs sont en état de service. Aux cas de réserve « froide », quand 
les blocs de réserve ne tombent pas en panne, et de réserve « chaude », 
quand la probabilité pour qu'un bloc de réserve tombe en panne 
est aussi égale à p (1) — e-*!, correspondent divers processus aléatoires 
zrr (t) et zen (4). Sous les hypothèses adoptées, ce sont des processus 
de Markov homogènes dans le temps comportant un nombre fini 
d'états. Dans le premier cas la matrice des intensités des passages 
est égale à À, et dans le second cas à 4: 


1—X À 0 0... 0 0 
0 {1—X 2 O0... 0 0 
Allée ts obus : 
0 0 0 0 1—X À 
0 0 O0 0 0 0 
1— nÀ nÀ 0 .…. 0 0 
O  1—(7—1)A (7—1)4... O0 0 
0 0 0 . 1—X À 
0 0 0 0 0 


La position des problèmes relatifs aux systèmes avec réservation 
considérés dans le présent ouvrage (cf. chapitres 5 et 6) nous conduit 
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aux processus de Markov homogènes dans le temps avec un nombre 
fini d'états. Il existe toutefois un grand nombre de problèmes, dont 
la solution présente un intérêt pratique immédiat et qui nécessitent 
l'étude des processus markoviens d'une nature plus complexe. Un cas 
particulier important est constitué par les processus markoviens 
comportant une ingérence discrète du hasard. Un exposé systémati- 
que des méthodes de résolution des problèmes de la théorie de la 
fiabilité à l’aide des processus markoviens comportant une ingé- 
rence discrète du hasard sera donné dans l’un de nos ouvrages futurs. 
Notons à ce sujet parmi les travaux déjà publiés [8], [9], [10]. 

Il convient de noter que de nombreux problèmes de la théorie 
des files d'attente conduisent à des modèles identiques aux modèles 
de la théorie de la fiabilité. Etant donné que la théorie des files 
d'attente s'est développée bien avant la théorie de la fiabilité, 
l'utilisation de ses artifices et de ses méthodes, et parfois même 
de ses modèles, présente un grand intérêt pratique pour la solution 
des problèmes de la fiabilité. Il suffit parfois, pour utiliser les 
résultats de la théorie des files d'attente en théorie de la fiabilité. 
de remplacer les mots « appel » ou « client » par le mot « panne », 
et la durée de la « conversation » ou du « service » par le temps de 
« réparation ». 

Quand l’espace de phase © = {zx} est défini, et que l’on a donné 
le processus aléatoire x (t) décrivant l’évolution du système dans le 
temps, l'étape suivante consiste à choisir diverses caractéristiques 
numériques de fiabilité du système. Comme nous l’avons déjà noté, 
un tel choix dépend des conditions concrètes et de la destination du 
système. Plus encore, il est parfois rationnel de calculer simultané- 
ment plusieurs indices numériques de fiabilité. Dans le plan le plus 
général on peut considérer les caractéristiques de fiabilité comme 
l'espérance mathématique d’une certaine fonctionnelle ® déterminée 
sur les trajectoires du processus zx (£). On dit que la fonctionnelle D 
est déterminée sur le processus zx (f), si à chaque trajectoire x (t) 
on fait correspondre un certain nombre ® {x (f)]. L'indice de fiabi- 
lité @ est déterminé comme l'espérance mathématique de cette 
fonctionnelle, autrement dit 


p=MO {x (1). (2.1.1) 


Une telle approche consiste, en fait, à attribuer à chaque trajectoire 
du processus x ({) un certain poids et à adopter en tant qu'indice 
de fiabilité la valeur moyenne de ce poids. Par exemple, on peut 
obtenir la probabilité P (f) de’fonctionnement sans défaillance de la 
manière suivante. On détermine d'abord dans l’espace de phase GC 
un sous-ensemble Canne C © (fig. 2.1.1,a) tel qu’on estime que 
le système est en panne, quand son état x (?) € ©panne. Pour un 
transistor dans le cas où l’on ne tient compte que du gain et du 
niveau du bruit lors des essais à la fiabilité, la forme du domaine 
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panne est montrée sur la figure 2.1.1,b. Déterminons la fonction- 
nelle D, de la manière suivante. Nous posons ®, [zx (t)] = 0, si 
pour une au moins des valeurs s < # la trajectoire x (s) passe par 
les points du sous-ensemble Canne; dans le cas contraire nous 
posons ®, {x (t)] = 1. Il est évident que M®, [x (£)] — p (t}), autre- 
ment dit, est égale à la probabilité de fonctionnement sans défaillan- 
ce dans l'intervalle [0,4]. La fonctionnelle ®, {x, (f)] est égale 


) SUZ. 
DE 


P Per 
b 


Fig. 2.1.1 


à la durée de l'intervalle de temps compris entre le début du fonc- 
tionnement du système jusqu'à ce que la trajectoire tombe dans 
l'ensemble Gsnne. La constante T = M®, [x (t)] est une caracté- 
ristique numérique importante de la fiabilité du système que l'on 
appelle durée moyenne de fonctionnement sans défaillance du système. 

D'autres approches sont possibles pour la définition de la fiabi- 
lité optimale du système du point de vue de son efficacité. Nous 
sommes alors conduits à la nécessité de comparer les indices de 
fiabilité de divers systèmes comportant des espaces de phase des 
états différents et de choisir le meilleur d’entre eux. Une position 
type des problèmes de ce genre apparaît dans les problèmes de réser- 
vation optimale en présence d’une ou de plusieurs limitations [7]. 

L'une des interprétations économiques possibles des problèmes 
de la théorie de la fiabilité est la suivante : supposons que la fiabilité 
du système soit caractérisée par la fonctionnelle ® {x (t), ZT], où 
T est le temps désigné pour son utilisation, et w {® [x (t), T]} la 
perte au cours du temps 7. Si le coût de la réparation de chaque panne 
est égal à c et si le nombre de pannes au cours du temps T est égal 
à N(T). les dépenses globales liées à l'exploitation du système 
au cours du temps 7 sont en moyenne égales à 


Miw {O [x (t), T]} + cMN (T). (2.1.2) 


Lors de l'établissement de projet et de l’exploitation on peut en 


certains cas partir de l'exigence que la somme des dépenses (2.1.2) 
prenne une valeur minimale. 
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D'autres positions du problème de détermination de l'efficacité 
économique optimale sont également possibles. Il est indéniable que 
la combinaison rationnelle d'une fiabilité élevée et d’une grande 
efficacité économique présente un intérêt économique certain et que 
les questions qui s'y rapportent méritent un développement multi- 
forme. 


$ 2.2. Fiabilité d'un élément 
fonctionnant jusqu'à la première panne 


Principales caractéristiques de fiabilité. Nous allons considérer 
dans ce paragraphe un élément fonctionnant jusqu'à la première 
panne et étudier les diverses caractéristiques de fiabilité des éle- 
ments de ce genre. 

Par « élément » nous allons comprendre non seulement la partie 
non décomposable du système, mais aussi fout dispositif, dont on 
étudie la fiabilité indépendamment de la fiabilité de ses parties compo- 
santes. 

Supposons que le fonctionnement de l'élément débute à l'instant 
t — Oet qu'à l'instant t — tait lieu une panne. Nous dirons alors 
que t est la durée de vie de l'élément *. Supposons que + est une 
variable aléatoire dont la loi de distribution est 


Q()=P{T<1t). (2.2.1) 


La fonction Q ({t) est la probabilité pour qu'un élément tombe en 
panne avant l'instant {. Nous supposerons que la fonction Q (t) est 
continue et que la densité de probabilité de la panne 


g(t)=Q"(t) 
existe et est continue. Ces conditions sont commodes pour la suite 
de notre exposé, et en outre, elles sont naturelles pour la théorie 
de la fiabilité. 

Ainsi, par exemple, la discontinuité de la fonction Q (ét) signifie 
qu'à un certain moment du temps, fixé à l’avance, l'élément peut 
tomber en panne avec une probabilité finie. ce qui est peu vraisem- 
blable en pratique. La seule exception est précisément l'instant 
initial { = 0, car certains éléments tombent en panne à l'instant 
de mise en service. Des pannes de ce genre sont dues à des défauts 
cachés mais sérieux de l'élément ou des mauvaises conditions de 
stockage et de transport de cet élément. Toutefois la panne se pro- 
duisant à l'instant de branchement est décelée immédiatement et 


* Si l'élément fonctionne par intermittence et si au cours de ces arrêts de 
travail ses paramètres ne varient pas de sorte qu’il ne peut pas tomber en panne 
dans cette période, toute la suite de notre exposé sera valable également pour 
de tels éléments, à condition d'entendre par + non pas le temps au sens du calen- 
drier, mais le temps propre de fonctionnement. 
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l'élément défectueux est remplacé par un élément neuf. C'est pour- 
quoi nous pouvons ne pas prendre en considération des pannes de 
ce genre, et alors la fonction Q (t) sera continue pour { — 0 également. 

Notons encore que l'hypothèse initiale suivant laquelle + est 
une variable aléatoire est une supposition sérieuse, qui en pratique 
n'est pas toujours valable. L'élément considéré est un représentant 
d'un grand groupe d'éléments 
du même type. Ce groupe doit, p(t) 
dans un certain sens, être homo- 
gène. D'autre part, lesconditions 
d'exploitation doivent aussi être 
homogènes tant par rapport aux 
éléments que par rapport au 
temps. Par exemple, des élé- 
ments identiques réalisant des t 
fonctions différentes peuvent 
avoir une fiabilité différente. Fig. 2.2.1 

Nous avons ainsisupposé que 
la durée de vie de l'élément test 
une variable aléatoire dont la loi de probabilité est © (4). Cette 
fonction détermine entièrement la fiabilité de notre élément. 

On utilise également et même aussi fréquemment une autre 
fonction 

P(}h=1—-Q()=P{tT>t). (2.2.2) 


c'est-à-dire la probabilité du fonctionnement sans défaillance de 
l'élément au cours du temps £. Nous donnerons à cette fonction 
l'appellation la plus courante de fonction de fiabilité. 

L'allure approximative de la fonction de fiabilité est montrée 
sur la figure 2.2.1. Cette fonction est monotone décroissante: 
P (0) = 1 et P ()—0 quand t —+ co. 

On peut trouver la forme approchée de la fonction P (1) de l'expé- 
rience. Supposons tout d'abord que nous devons trouver la valeur 
de cette fonction pour £ = to, c'est-à-dire la probabilité du fonction- 
nement sans défaillance pendant le temps {5. Nous soumettons 
à l'essai N éléments identiques dans les mêmes conditions au cours 
du temps {. Supposons qu’à l'instant où les essais se terminent 
n éléments fonctionnent encore. Notre expérience peut être considé- 
rée comme une série de V épreuves indépendantes, au cours de 
chacune desquelles a lieu l’un des deux événements: ou bien l'élé- 
ment tombe en panne, ou bien il ne tombe pas en panne. Dans ce 


ni » ? . CR Û « 
cas - désigne la fréquence du premier de ces événements, et d après 
le théorème de Borel [11] nous pouvons affirmer avec une probabilité 
égale à l'unité (convergence presque süre) que 


— —> P(t,) quand W — co. 
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Cela signifie pratiquement que, quand # est grand, on a avec 
une probabilité proche de l'unité l'égalité approchée 
n 


+ = P (to). (2.2.3) 


Si nous voulons trouver la fonction P (t) pour toutes les valeurs 
de t to, nous devons effectuer les essais durant le temps fo et 
noter les instants d'apparition 
des pannes. Connaissant ces 
instants on détermine aisé- 
ment la fonction n(f), égale 
au nombre d'éléments qui ne 
sont pas encore tombés en pan- 
ne vers l'instant {. A l'ins- 
tant initial cette fonction est 
égale à nr (0) = W et à l'ins- 
tant où se produit une panne 
Fig. 2.2.2 elle diminue d'une unité. Le 


rapport Py(t) = ro est appe- 


lé fonction empirique de fiabilité (fig. 2.2.2). Avec la crois- 
sance de À cette fonction s'approche uniformément de la fonction 
P (t), et pour les grandes valeurs de N on a l'égalité approchée 


Px (= à P (6). (2.2.4) 


I1 convient de noter que, si les essais ont été conduits au cours d’un 
certain intervalle de temps, nous ne pouvons rien dire au sujet 
de cette fonction en dehors de cet intervalle de temps. En d'autres 
termes, on ne peut dans le cas général extrapoler la fonction P (+4). 
Il est vrai que très souvent nous connaissons, à partir de considé- 
rations physiques ou de l'expérience antérieure, la forme analytique 
de la fonction P (t), elle est exprimée par une certaine formule conte- 
nant un ou plusieurs paramètres inconnus. On peut alors, en réali- 
sant des essais, déterminer ces paramètres, et à partir d'eux, la 
fonction elle-même sur un intervalle infini du temps. 

Nous dirons plus loin comment cela peut être réalisé. Notons 
encore que, pour un même degré d’exactitude, pour estimer la 
fonction P (t) il faut un nombre beaucoup plus grand d'épreuves 
que pour estimer la probabilité P (to). C'est pourquoi dans de 
nombreux cas la fiabilité est caractérisée non pas par la fonction P (+4), 
mais par quelques caractéristiques numériques. La plus importante 
d'entre elles est la valeur moyenne du temps de fonctionnement 
sans défaillance que l'on définit comme l'espérance mathématique 
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de la variable aléatoire + 
To = Mr = | ta (t)dt. 
U 


Il est utile de transformer cette intégrale en intégrant par 
parties 


oc où 


To= | ta (é)dt= —tP (1) D + | P (0) dt 
Ü 0 


ou 
D | P (t) dt. (2.2.5) 
Û 
(Nous supposons que les intégrales écrites convergent, et dans ce 
qui suit nous ne le rappellerons plus.) On voit de la dernière formule 
que le temps moyen 7, s'exprime géométriquement par l’aire limitée 
par les axes des coordonnées et la courbe P (ft). 

Le temps moyen peut être trouvé d'après les résultats des essais. 
Pour cela il faut que les essais des éléments durent jusqu'à ce que 
le dernier d'entre eux tombe en panne. Soient Ti, T2, . .., TN les 
durées de vie de ces éléments. Considérons la durée moyenne empi- 
rique de vie 
T3... 1 TY 

. : 
En vertu de la loi forte des grands nombres [11], on a avec une 


« 


probabilité égale à l'unité (convergence presque sûre) 


TT = 


t— T, quand NM —+ 00. 
C'est pourquoi pour une grande valeur de W on a l'égalité approchée 


tÆ To. (2.2.6) 
Malheureusement, les derniers essais ne sont pas réalisables prati- 
quement, car la durée des essais est limitée et nous ne pouvons 
attendre que tous les éléments tombent en panne. Supposons, par 
exemple, qu’au cours du temps £? lors des essais de V éléments n 
sont tombés en panne aux instants Ti, T2, . . ., T1. La seule chose 
que l'on puisse alors réaliser dans ce cas, c'est minorer le temps 
moyen. En effet 


2 UhtesHtn tnt... HTN Ti... +Tn+(N—n)t 


' N — N 
et par conséquent pour un grand 
mL (2.2.7) 


N 
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Bien entendu, utiliser cette estimation n’a de sens que si nr est 
proche de . 


Une autre caractéristique de la fiabilité est la variance de la 
durée de vie 


Dr=M(r—To)= Mr (Mr) = | #g (+) dt — Ti = 
U 


— 2 | IP(t)dt—T:. (2.2.8) 
U 
La variance peut être trouvée expérimentalement. Si l'on soumet 


g®) qe) 


Fig. 2.2.3 Fig. 2.2.4 


à l'essai N éléments dont les durées de vie sont Ti, ... 
alors pour une grande valcur de W 


N—1 : 


La grandeur 6; — V Dr nous donne l'écart quadratique moyen 
du temps aléatoire t du temps moyen To. Il semble qu'il est rationnel 
d'utiliser la variance en tant que caractéristique de fiabilité quand 
O << To, c'est-à-dire quand le temps + possède une dispersion relati- 
vement faible. Dans ce cas, le graphique de la densité gq (t), qui 
en règle générale est unimodal, donne une représentation très claire 
de la fiabilité (fig. 2.2.3). La fonction q (t) peut également être 
trouvée expérimentalement. Pour cela nous divisons tout l'inter- 
valle du temps (fig. 2.2.4) en intervalles de longueur h et nous enregis- 
trons le nombre de pannes tombant dans chaque intervalle. Soit N 
le nombre d'éléments soumis à l'essai et 7, le nombre de pa nnas 
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s'étant produites dans l'intervalle [(4 — 1) k, kh], k — 1, 2, ... 
La fonction empirique de densité, ou l’histogramme (voir pour 
plus de détails le chapitre 3), s'exprime alors par la formule 


qu) =, (2.2.10) 


si (4—1)h<t<kh. Si le nombre d’essais1.V lest [irès élevé et 
si k est suffisamment petit, on a alors 


qx G) & (2). 


Passons maintenant à l'étude de la caractéristique de fiabilité 

la plus populaire que l’on appelle le plus souvent le risque de panne. 
Considérons tout d’abord le problème suivant. Supposons que 
l'élément ait fonctionné sans défaillance jusqu'à l'instant t. Quelle 
est la probabilité pour qu'il ne tombe pas en panne dans l'intervalle 
(£, 1,) ? Désignons cette probabilité par P (ft, t;:). Soit À l'événement 
signifiant le fonctionnement sans défaillance de l'élément dans l'inter- 
valle de temps (0, £) et B l'événement désignant le fonctionnement 
sans défaillance dans l'intervalle (4, #;). La probabilité cherchée 
est alors la probabilité conditionnelle 
__P(4B) 

P (t, t)=P{AIB}= PA 


L'événement AB signifie le fonctionnement sans défaillance 
de l'élément dans l'intervalle (0,#;). C’est pourquoi 


P(t,t)= TT : 


La probabilité de panne dans l'intervalle ({£,f;) s'exprimera évi- 
demment ainsi : 


Q(t,t)=1—P(t, 4) = 


(2.2.11) 


P(t)—P(t:) 
— PO (2.2.12) 


Posons maintenant {, —t<+ At et faisons tendre At vers zéro. Alors 


An P()—P (+68) _ _ P'(6) 
QUE) g — FD At + o (At). 
Introduisons la notation 
P" (+) 


(2.2.13) 
Quand At est petit on a 

. Q(t,t+4Ai) & (tr) Ar. (2.2.14) 
On voit de cette formule que la grandeur À (ét) est une caractéristique 


locale de fiabilité déterminant la fiabilité de l'élément à chaque 
instant de temps. En utilisant le « langage d'ingénieur », on peut 


7—0217 
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dire que À (t) est la probabilité pour que l'élément ayant fonctionné 
sans défaillance jusqu” à l’instant £{ tombe en panne au cours de l'unité 
suivante de temps (si, bien entendu, cette unité est petite). Dans 
le langage de la théorie des probabilités À (4) est la densité de probabi- 
lité conditionnelle de panne à l'instant {, sachant que jusqu’à cet 
instant l'élément a fonctionné sans défaillance. 

La fonction À (t) définie par la formule (2.2.13) est appelée 
risque de panne. 

On peut aisément résoudre l'équation (2.2.13) par rapport à la 
fonction de fiabilité P (f). Nous obtenons alors 


t 
- Üactat 
P ()=e ! . (2.2.15) 


Il découle de cette importante formule que la probabilité de 
fonctionnement sans défaillance durant l'intervalle de temps 
(£1, t>) s'exprime ainsi 

{2 
- [acat 
P(ty, t)=e : (2.2.16) 


La fonction À (f) peut être déterminée d'après les résultats des 
essais. Nous soumettons encore à l'essai W éléments et nous observons 
leurs pannes. Soit n (t) le nombre d'éléments fonctionnant encore 
sans défaillance vers l'instant é. 
On a alors pour un At suffisamment petit et un V suffisamment 
grand 
n(t)—n(t+ At) 


) : P'(t) _ P(t)—P{t+At) , N° An 
(= — P(t) — AtP(t) di " n (£) 7 Atnt(t)' 
N 


où An est le nombre de pannes durant l'intervalle (4, £+ At). 
Ainsi. si At est suffisamment petit et An grand, on a 

An = 

AORENTÉ (2.2.17) 

Cela signifie que statistiquement le risque de panne est égal au 
nombre de pannes se produisant au cours d’une unité de temps 
rapporté au nombre d'éléments fonctionnant encore sans défaillance. 
A l’aide de cette interprétation statistique nous montrerons sur un 
exemple que À (f) est véritablement une caractéristique locale de 
fiabilité. Supposons que l’on soumette à l'essai 1000 éléments identi- 
ques et qu’au cours de la première heure 50 éléments tombent en 
panne, qu'après 30 heures 60 éléments fonctionnent encore, et qu'au 
cours de l'heure suivante 20 autres éléments tombent en panne. 
On peut se demander quand l'élément est plus sûr, au début ou 
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après 30 heures de fonctionnement ? Il est clair que les chiffres abso- 
lus 50 et 20 ne peuvent pas servir pour comparer la fiabilité. En 
effet, au cours de la première heure 50 éléments sur mille tombent 
en panne, autrement dit un élément sur vingt, et après 30 heures 
de fonctionnement au cours d'une heure 20 éléments sur 60 tombent 
en panne, autrement dit 
un sur trois. Nous voyons 
ainsi que la fiabilité de 
l'élément est caractérisée à 
chaque instant par le rap- 
port du nombre de pannes 
au cours d'une unité de 
temps au nombre global 
d'éléments fonctionnant 
sans défaillance à l'instant 
donné. Mais c'est précisé- 
ment le risque de panne. 
En pratique, lors de la 
détermination du risque de panne il est commode de procéder de 
la même façon que pour la construction de l'histogramme de g (t). 
Nous partageons ici tout l'intervalle de temps en intervalles de 
durée À et nous trouvons le nombre de pannes tombant dans l'inter- 

valle [(4 — 1), kh], À — 


À n(t) 


Fig. 2.2.5 


At) — 1,2,... Le risque empi- 
rique de panne est alors 

= 

Av (#) (N—n—.…. — np) h 


quand (k—1)h<t<kh. 


Nous obtenons une courbe 
en escalier représentant 
approximativement le gra- 
phique de risque de panne 
(fig. 2.2.5). 

Fig. 2.2.6 Loi exponentielle. De 
nombreuses données expé- 
rimentales montrent que 

pour de nombreux éléments la fonction XÀ(t) présente l’al- 
lure caractéristique de la courbe de la figure 2.2.6. On voit 
de ce graphique que tout l'intervalle de temps peut être divisé 
en trois segments. Sur le premier d'entre eux la fonction À (t) possède 
des valeurs élevées. Cela est dû au fait que dans un grand lot d'élé- 
ments il y a toujours des éléments possédant des défauts cachés, 
qui tombent rapidement en panne après la mise en marche. C'est 
pourquoi la première période est souvent appelée période de rodage 
ou période « de brülage » des éléments défectueux. 


I id I er =, = 
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La seconde période est appelée période de fonctionnement normal. 
Elle est caractérisée par une valeur constante (ou approximativement 
constante) du risque de panne. 

La dernière période est la période de vieillissement. Les phénomè- 
nes physico-chimiques irréversibles provoquent la dégradation de 
la qualité de l’élément, l'élément « vieillit ». Dans cette période le 
risque de panne augmente. 

Ce tableau de la variation du risque de panne n'est, naturelle- 
ment, pas universel. Il existe des éléments pour lesquels la période 
de rodage est nulle (par exemple, si un contrôle d'acceptation 
rigoureux élimine tous les éléments défectueux), et d'autres, qui 
ne vieillissent pratiquement pas. Toutefois, pour la grande majorité 
des éléments il existe, en règle générale, une longue période pour 
laquelle le risque de panne À (f) est pratiquement constant. On peut 
négliger la période de rodage (si elle existe), en estimant que le 
fonctionnement de l'élément débute quand cette période se termine. 
En effet, l'élément et le système auquel il appartient sont soumis 
habituellement à un entraînement préliminaire, subissent des 
essais de vérification et ce n'est qu'après cela que commence leur 
exploitation. Par ailleurs, la durée de service de nombreux éléments 
se termine avant que ne commence le vieillissement notable de ces 
éléments. 

Les considérations que nous avons rapportées montrent que 
pour une large classe d'éléments nous pouvons adopter que 


À (t) = À = const. 
Arrêtons-nous sur un cas important. Il découle de la formule 
(2.2.15) que pour un risque constant de panne la fonction de 
fiabilité est de la forme 
P(t)}=e-Àt. (2.2.18) 
Cette loi de fiabilité est appelée exponentielle. La probabilité de 
panne au cours du temps £ est alors 


Q()=1—e"X, 
et la densité de probabilité de panne 
g(t)= et. 
La durée moyenne de vie de l’élément pour ce cas est 


T,= | et dt = +. (2.2.19) 
0 
Ainsi, pour la loi exponentielle le risque de panne est inversement 
proportionnel à la durée de vie moyenne. C’est pourquoi la fonc- 
tion de fiabilité peut s’écrire ainsi , 
P(tj=e M, 
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Il faut noter que To peut en fait ne pas être la durée de vie moyenne. 
En effet, le risque de panne, qui est constant sur l'intervalle consi- 
déré de temps, peut ne pas être constant en dehors de cet intervalle, 
car, en définitive, tout élément commence à « vieillir ». C'est pour- 
quoi il est plus juste de dire que T, est la durée de vie moyenne 
d’un élément dont le risque de panne est constant dans tout l'inter- 
valle infini de temps, et qui, sur l'intervalle de temps considéré, 
coïncide avec le risque de panne de notre élément. 

Souvent le temps t qui nous intéresse est sensiblement inférieur au 
temps moyen 


t & To ou r<1 


On peut alors utiliser des formules gt simples 


P(# A Q(= __ (2.2.20) 


Le Q CES ? « {1 t 2 
erreur commise dans ces dernières n'excède pas = |} . 
= 0 


Notons encore que ces formules approchées donnent pour nos pro- 
babilités une majoration dans le sens, qui nous intéresse, car pour 
tout £{ on a les inégalités P (ft) > 1 — F- et O() < F . Elles 
découlent de la convexité de la fonction e* dont la tangente y, — 
— À — xest située sous le graphique lui-même y: = e”*, autrement 
dit y LyLs ou 1—r<Ler. 

La loi exponentielle est très répandue en théorie de fiabilité. 
Cela s'explique par le fait que la loi exponentielle, fort naturelle 
du point de vue physique, est simple et d'une application commode. 
Presque tous les problèmes qui se posent en théorie de la fiabilité 
sont beaucoup plus simples pour la loi exponentielle que pour des 
lois arbitraires. Presque toutes les formules de la théorie de la fia- 
bilité se simplifient notablement dans le cas d'une loi exponen- 
tielle. 

La raison principale en est que la loi exponentielle de fiabilité 
possède l’importante propriété suivante: pour la loi exponentielle 
la probabilité de fonctionnement sans défaillance dans l'intervalle 
(t, t + +) ne dépend pas du temps antérieur de fonctionnement t, mais 
dépend uniquement de la longueur de l'intervalle +. En d'autres termes, 
si l’on sait qu’à l'instant donné t l'élément est en bon état. son 
comportement futur ne dépend pas du passe. 

En effet, la probabilité de fonctionnement sans défaillance dans 
l'intervalle (£, { + +) est, en vertu de la formule (2.2.11), égale à 


P (t- AC) 
P(t,t+7)= ne 


=me-Àt, 
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Montrons que cette propriété est caractéristique, c'est-à-dire 
que si elle est vérifiée pour une certaine loi P (t), cette loi sera 
nécessairement une loi exponentielle. 


Supposons que le rapport PULT) ne dépend pas de t‘. Alors 


P (1) 
TE — p(t), mais P (0) —1 quand t = 0, c'est pourquoi 


P(t+r)=P(t)P(r) (2.2.21) 
pour tous {> 0 et t>0. 
Nous obtenons alors par récurrence 


P(hi+tt os. +in)=P (4) P() ... P(fn). 


Soit 
P(1)=39, 0<q<1. 


Posant {4 —12= ..0 == nous obtenons 
P(t)=g=|P =)" ou P (+) qi, 


: 1 à 
Posant maintenant fit... —{x— ——+ NOUS parvenons à la 
formule 


P(E)=e 

Supposons que { > 0 soit un nombre quelconque. Alors pour tout 
entier m >0 il existe un seul ir >>0 tel que _— <i< _ 
Comme la fonction P (t) est monotone non croissante, on a 


P(—)<P(E<P ( ht | 


m 


ou 
n— 1 


gumEP(t)<qg " . 


n—1 


Quand m—> 00, les fractions — el —>t et, passant à la 


nm 
limite. nous obtenons 


P({)=q". 
Si g = 0, alors P (t) = 0 pour tout t =>>0, autrement dit l'élément 
tombe en panne à l'instant de mise en marche; si qg = 1, alors 
P (t) = 1, autrement dit l'élément est absolument sûr. Rejetant 
ces cas extrêmes peu importants, nous pouvons écrire la constante q 
sous la forme 
qg=e"À, où À >0, 
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et alors en définitive 
P(t)=e-t. 


En certains cas, connaissant la nature des pannes et le caractère 
du fonctionnement de l'élément, nous pouvons montrer directement 
que la propriété considérée plus haut est vérifiée, d'où il découle 
que la loi de fiabilité est exponentielle. 

Considérons deux exemples. 

1. Supposons que dans un vaisseau cosmique une panne ne 
puisse se produire qu'en cas de heurt avec une grosse météorite. 
Si l’on suppose que la distribution des météorites dans l'espace et 
dans le temps est uniforme, il sera clair que la probabilité pour 
qu’une météorite heurte le vaisseau au cours d'un intervalle donné 
de temps ne dépend pas du nombre de heurts dans le passé. Par 
conséquent, dans ce cas la loi de fiabilité est exponentielle. 

2. Supposons qu'un élément appartenant à un certain système 
ne puisse tomber en panne que par suite de la rupture d’une soudure. 
Supposons encore qu'au cours de son fonctionnement le système vibre 
et que les forces d’induction qui s’y manifestent alors constituent 
l'unique cause de la rupture éventuelle de la soudure. Soit Fo la 
force minimale pour laquelle a lieu la rupture. 

La variation dans le temps des forces d'inertie agissant sur la 
soudure est un processus aléatoire stationnaire variant rapidement 
avec le temps. La dépendance entre deux amplitudes voisines de 
ce processus disparaît rapidement avec l'augmentation de la distance. 
C'est pourquoi la probabilité pour que dans l'intervalle donné 
(t, t + +) l'amplitude du processus F soit inférieure à la valeur 
critique Fo ne dépend pratiquement pas du déroulement de ce pro- 
cessus avant l'instant t. Par conséquent, dans ce cas également la 
loi de fiabilité est exponentielle. 

Autres lois de fiabilité. Ces derniers temps on critique de plus 
en plus la loi exponentielle. Il est vrai que cette loi est fréquemment 
utilisée sans une analyse critique préalable, et que le seul argument 
plaidant en faveur de l'adoption de cette loi consiste en ce que le 
problème posé se résout plus facilement pour cette loi, et que sans 
cette hypothèse le problème « n'est pas résoluble ». Il semble que 
l'’applicabilité de la loi exponentielle dépend principalement du 
caractère des pannes de l'élément. Les pannes subites, présentant 
un caractère aléatoire, sont habituellement assez bien décrites 
par la loi exponentielle ; au contraire, les pannes résultant de l’usure, 
provenant des modifications physico-chimiques irréversibles des 
paramètres physiques de l'élément n’obéissent pas à la loi exponen- 
tielle. Ces pannes, dites graduelles, sont souvent assez bien décrites 
par la loi normale. 

Considérons un modèle général qui conduit à une loi normale 
de fiabilité. 
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Supposons que la fiabilité de l'élément soit déterminée par 
un paramètre physique &. Supposons encore que la valeur initiale 
&o de ce paramètre soit une variable aléatoire normale de faible 
variance, c'est la dispersion d'exécution qui a été conférée à l'élé- 
ment au cours de sa fabrication. Supposons aussi qu'au cours du 
fonctionnement de l'élément le paramètre varie suivant une loi 
déterminée & = f (£, &o) et, pour plus de simplicité, que la fonction 
f (£, &o) soit monotone, etc. Par hypothèse, une panne se produit 
quand la valeur du paramètre dépasse un certain seuil critique œ1. 
Cela signifie que l'instant de la panne £ — *x est déterminé de 
l'équation 

f(T, &o) = @41: 
ou 
T— P (Go, &i), 


étant la fonction inverse de f d’après le premier argument. Comme 
&o possède une faible variance, nous pouvons, en développant la 
fonction œ d’après la formule de Taylor au point a = Mas et en 
négligeant les termes du second ordre, obtenir 


T&p(a, «)+ pe (a, &) (Go —a). 


Mais si & est une variable aléatoire normale, l'instant + en tant 
que fonction linéaire de &, est aussi distribué suivant une loi normale 
(fig. 2.2.7). 

Pour la loi normale de fiabilité la fonction de fiabilité est de 


la forme 
x 


1 { en 
Le ee 
V/2x 1ÎTo 


P(t)— 


et comme habituellement o< T,, on peut écrire cette formule 
plus simplement : 
1 T7 
= le a (2.2.22) 
[es 


t— 


© 


To désigne ici la durée moyenne de vie et 6? — Dr. 
On peut montrer que le risque de panne À (f) a la forme suivante 
pour la loi normale (fig. 2.2.8) : elle est monotone croissante et après 
IT, 
_ 


To s'approche, de l'asymptote y — 
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Par ailleurs, pour des grandes valeurs de y le risque de panne 
n'est plus une caractéristique essentielle. 

Dans un élément réel il peut souvent se manifester les deux 
types de pannes. Il peut être sujet, d’une part, à une panne subite, 
mais aussi parallèlement il « vieillit », ce qui conduit graduellement 
à une panne, si jusque-là une panne subite n’a pas eu lieu. On peut 


À (€) 


donc considérer l'élément comme formé de deux parties, dont l'une 
n'est sujette qu'aux pannes subites et l’autre qu'aux pannes gra- 
duelles. L'élément fonctionne jusqu’à la première panne. Si P, (t) 
est la probabilité pour qu'une panne subite n'ait pas lieu au cours 
du temps t et P: (ft) la probabilité pour qu'au cours de ce même 
temps une panne graduelle ne se produise, nous obtenons, en suppo- 
sant que ces deux genres de pannes se manifestent indépendamment 
l’un de l’autre, que la fonction de fiabilité P (t) de l'élément est 
égale à 


P(t)=P,(t)P,(t)}= ex = | e 


Calculons pour ce cas la durée moyenne de vie de l'élément. en 


supposant que o & T, et que 7, et _ sont d’un même ordre de 


grandeur. Nous avons 


00 00 dt O0 _ — 
Tmoy = | P(t)d= | et —— \ e dx. 
0 2x 1° To 


Ts 


Effectuons le changement de variables =Zz et intégrons par 
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parties. Nous obtenons 


To 
nr] 
4 e”ÀTo 4 — 202 + 4 “ATH 
Br — x ce | e d=+(1—e ) ; 
et en définitive 
A°02 
3 To+= 
Toy = (1—e 2). (2.2.24) 


On peut, bien entendu, trouver également la valeur exacte de Troy 
en utilisant la table de la loi normale. 


Considérons brièvement quelques autres lois de distribution, 
utilisées en théorie de la fiabilité. 
Loi de Weibull. La fonction de probabilité est de la forme 


P(t)—e-Mc. (2.2.25) 


La durée de moyenne vie de l'élément est 


(2.2.26) 


Le risque de panne est 
A(t)=aus-t1, 


Quand & > 1, le risque de panne croît de façon monotone à partir 
de zéro ; quand & << 1, le risque de panne décroît de façon monotone 
et n’est pas borné pour { = 0. La loi exponentielle est un cas particu- 
lier de la loi de Weibull pour & = 1 (fig. 2.2.9). 

Si À < 1 on peut utiliser la formule approchée 


P({#Y=1—2%. (2.2.27) 


La raison principale pour laquelle la loi de Weibull est si largement 
utilisée en théorie de la fiabilité est qu'en généralisant la loi expo- 
nentielle elle contient un paramètre complémentaire &. En choisissant 
de façon adéquate À et æ&, nous pouvons obtenir une meilleure con- 
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cordance avec les données expérimentales par rapport à la loi expo- 
nentielle, qui ne dépend que d’un paramètre unique À. Ainsi, pour 
l'élément chez lequel on décèle souvent des défauts cachés, mais qui 
ne « vieillit » pas, le risque de panne est très élevé au début, puis 
décroît rapidement. La fonction de fiabilité d'un tel élément doit 
être bien approchée à l’aide de la loi de 

Weibull pour & << 1. Au contraire, si AE œ>2 

on ne rencontre presque pas de défauts 
cachés chez cet élément, mais si par 
contre il « vieillit » vite, le risque de 
panne croît de façon monotone et la 
fonction de fiabilité doit être bien ap- 
prochée par une loi de Weibull pour 
laquelle &« => 1 (cf. fig. 1.2.6). 

La loi de Weibull apparaît du 
reste en certains cas de façon natu- 
relle. Considérons un exemple ca- 
ractéristique. Supposons que le dis- 
positif dont nous étudions la fiabilité se compose de z éléments 
couplés, branchés en série. Dans chaque couple les deux éléments 
fonctionnent, et la panne du couple se produit quand les deux élé- 
ments tombent en panne. La panne du dispositif se produit quand 
un couple au moins tombe en panne. La fiabilité de chaque élément 
suit une loi exponentielle, le risque de panne de chaque élément 
du k-ième couple est égal à À,. On peut alors montrer que si la gran- 


Fig. 2.2.9 


n 


deur D ÀË = À est fixée (ce que l’on peut toujours réaliser 
k=—1 


par un choix adéquat de l'unité de temps) et 


n 
: à 
lim > Aÿ =0, 
n—+00 ÀR—1 


alors la fonction de fiabilité du système tend vers la limite 


lim P(/)=e1°t. 


n—00 


Nous avons obtenu la distribution de Weibull avec & = 2. 
Distribution gamma. La fonction de fiabilité est de la forme 


2e rai 
P (t)— | y dr. (2.2. 28) 
Àt 
La densité de probabilité des pannes est 


De —P' (= ANT eat 
USSR PME 
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La durée moyenne de vie est 


la variance est 


Quand a — 5 et À — _ nous obtenons la distribution du 7°, 


pour & = 1 la loi exponentielle. 

La distribution gamma peut avantageusement être utilisée pour 
approcher les lois de fiabilité dont la densité g (t) a une forme non 
symétrique unimodale. 


Distribution lognormale. Pour elle la fonction de fiabilité est 
00 x? 


PO=—— | € ‘dr, (2.2.29) 


et la durée moyenne de vie 
Lo 
T moy — Toe 2 2 
Distribution de puissance. La fonction de fiabilité est 
4 œ 
(1+7.) 
La durée moyenne de vie pour «>> 1 est finie et égale à 


| T 
Toy = 3 T- 


P(t)= (2.2.30) 


Ces deux distributions donnent dans certains cas une approxima- 
tion assez bonne de la loi de fiabilité. 

Nous allons considérer en conclusion deux approches générales 
de l'étude de la fiabilité de l'élément, qui permettent d'obtenir 
des estimations de la fiabilité et de formuler quelques conclusions 
qualitatives sur la fiabilité. 


Eléments vieillissants. Nous dirons qu’un élément est vieillissant 
si son risque de panne n'est pas une fonction monotone décroissante, 
cest-à-dire si pour tous 0<t, <t2 on a 


À (4) LÀ (42). 
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Cela signifie qu'avec le temps la fiabilité de l’élément ne peut qu- 
diminuer. Introduisons la notation 
{ 
A()= (2.( de. 
0 
Il découle de nos suppositions que A ({) a sa convexité dirigée vers 
le bas. La fonction de fiabilité s'exprime ainsi: 
Considérons la durée moyenne de vie 7, et cherchons sa majora 
tion 
= | e=A() dt = | e-*dq (x), 
0 0 
où œ(x) est la fonction inverse de À (!). Intégrant par parties la 
dernière intégrale nous obtenons 
To = | p (x) e"* dx. 
Ü 
La fonction (rx) a sa convexité orientée vers le haut, de sorte 


que son graphique se trouve plus bas que la tangente. En particu- 
lier, pour tout x on a 


p (x) << (1) + P”-(1) (x — 1). 
Nous en tirons la majoration suivante pour la durée moyenne de 
vie 


© 


T<p(t) |e*az+" (1) | (&—1)edz=9 (1) 


[U 


ou 

To < (1), 
ce qui est équivalent à l'inégalité 

À (To) < 1. 


La fonction À(t) a sa convexité orientée vers le bas, de sorte que 
son graphique est dans l'intervalle (0, T;) situé plus bas que la 
corde, autrement dit, 


À (4) < ee t< 7 pour {<< T!. 


Il découle de cette inégalité que la fonction de fiabilité est 


t 
P(t)>e To pour {<< To. (2.2.31) 
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Nous pouvons en tirer la conclusion suivante: si nous utilisons pour 
estimer la fiabilité d'un élément vieillissant la loi exponentielle, en 
y portant le temps moyen réel, alors par cela même nous sous-estimons 
la fonction de fiabilité pour tous les instants t non supérieurs au temps 
moyen. Notons qu'une minoration de la probabilité de fonctionne- 
ment sans défaillance est préférable à une majoration. car les pré- 
visions de fiabilité réalisées d'après les probabilités sous-estimées 
auront une forte probabilité d'être réalisées. Nous verrons plus 
bas que pour les éléments vieillissants on peut écrire une série d’iné- 
galités, semblables à l'inégalité (2.2.31). Notons encore que pour 
les éléments vieillissants on a 


Dr< (Mr) = 7? 


alors que pour la loi exponentielle la variance est égale au carré 
du temps moyen. 

Fiabilité d'un lot non homogène. Représentons-nous tout d'abord 
que deux usines fabriquent des éléments d’un même type et que la 
première fournit à un client éventuel 100 p, % de son approvision- 
nement et la seconde 100 p2 %, (p1 + p2 = 1). Supposons que la 
fiabilité de chaque élément suive une loi exponentielle et que le 
risque de panne soit À, pour les éléments fabriqués par la première 
usine et À> pour ceux fabriqués par la seconde usine. Supposons 
enfin que la production des deux usines soit mélangée au hasard. 
On voit aisément que la fiabilité d’un élément pris au hasard est 
égale à 


P(t)= pie-Mt+ pre ht. 


Si au lieu de deux usines on en prend un nombre arbitraire n, 
toutes autres conditions restant égales, on aura la fonction de 
fiabilité 


n 
P (4) —_ à pre” "ni, 


Nous pouvons enfin supposer que le risque de panne À est une varia- 
ble aléatoire, donnée sur un ensemble d'éléments. Soit F (4) la loi 
de distribution de la grandeur À. Alors comme plus haut la fonction 
de fiabilité sera 
P(t)= | eu dF (À). (2.2.32) 
0 


Pour comprendre quand un tel modèle peut être réalisé, revenons 
à l'exemple de la page 103, où nous avons parlé de la rupture d'une 
soudure. Le risque de panne À dépend dans cet exemple de la force 
critique Fo, À = À (F;). Or, cette force est déterminée par la qualité 
de la soudure et varie d'un élément à l’autre, étant une variable 
aléatoire. 
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Démontrons maintenant que les éléments dont la fonction de 
fiabilité est déterminée par la formule (2.2.32) possèdent la pro- 
priété suivante: le risque de panne de ces éléments décroît de facon 
monotone. En vertu de (2.2.32) le risque de panne est 


f he QF (à) 
À (4) = 
et dF(à) 


Ce 8 


Pour que la fonction À(£) soit monotone décroissante il suffit que 


Lt AeTÀ qF (à)]*—- î eÀtaF (à) î A2e À QF (À) 
[Te—M ar]? 
0 


Comme le dénominateur est positif, il suffit de démontrer que le 
numérateur est négatif. Considérons pour cela l'intégrale 


0< ( (2— À) eh dF(})=A2%—2Bz+c, 
Û 


A=— | e-MdF(X), B= | he-àt dF (à), 
0 0 


C= À ae-ntar (. 
0 


Le trinôme carré est non négatif pour tout z, c’est pourquoi son 
discriminant 


B°— AC<O, 


mais c'est précisément le numérateur de notre fraction. Notre 
affirmation est démontrée. On peut démontrer également que 

lim À (4) = Ào, 

{—+ 00 
où Ào est le plus petit point de croissance de la fonction F (4). (On 
appelle point de croissance de la fonction F (À) un point À tel que 
F(i+e)—F(À—e) > 0 pour tout e = 0.) Le modèle que nous 
avons considéré explique remarquablement le fait bien connu dans 
la pratique que de nombreux éléments deviennent au cours du temps 
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de plus en plus fiables. En effet, si l'élément a fonctionné sans 
défaillance jusqu'à l'instant £{o, sa fonction de fiabilité est 
to+t 


P t — Î A(x) dx 
P (to, Lo +) = RE = € to 


Mais alors il découle de la décroissance monotone de la fonction 
À (x) que pour tout # cette fonction croît avec la croissance de to, 
autrement dit la fiabilité de l'élément croît avec le temps. 


S 2.3. Fiabilité de l'élément renouvelé 


Définition du processus de renouvellement. Dans le précédent 
paragraphe nous avons étudié le fonctionnement de l'élément 
jusqu’à la première panne. Nous supposerons maintenant qu'après 
la panne l'élément est renouvelé. Ce renouvellement peut présenter 
un caractère différent : l'élément peut soit être remplacé par un élé- 
ment neuf identique au précédent, soit subir une réparation qui 
régénère entièrement ses propriétés initiales. Pour nous le procédé 
concret de renouvellement n'est pas important, et par la suite pour 
plus de simplicité nous estimerons qu’à l'instant de la panne l'élé- 
ment est remplacé par un élément neuf. Supposons encore que le 
temps de renouvellement est négligeable devant la durée de vie 
de l’élément, de sorte que l'on peut estimer que le renouvellement 
a lieu instantanément. Supposons que l'élément commence à fonc- 
tionner à l'instant {t — 0 et tombe en panne après avoir fonctionné 
un temps aléatoire t:. Il est alors immédiatement remplacé par un 
nouvel élément, qui, après avoir fonctionné pendant un temps ‘2, 
tombe en panne et est remplacé par un troisième élément. Ce proces- 
sus se poursuit indéfiniment. Il est naturel de supposer que les 
durées de vie des éléments T1, T:, . . . sont indépendantes. Les temps 
aléatoires T1, T2, . . . possèdent une même fonction de répartition 
que nous désignerons F (ét): 

F(t)=P {ti <t}. 
Les instants des pannes (fig. 2.3.1) ou des renouvellements {; = Ti, 
b = +, ...,, Eh = +...+ 7%, forment un flux aléatoire 
que nous appellerons processus de renouvellement [12]. 

Supposons encore que la durée moyenne de vie de l'élément 
et sa variance soient finies: 

To= Min = | 1 — F(e)] dt, 


1) 


o= Dr, — 2 | t[1—F(t)] dt T2. (2.3.1) - 
0 
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Supposons, enfin, que la densité de probabilité f (x) = F” (x) existe 
et soit continue. 

Principales caractéristiques du processus de renouvellement. 
Lors de l'étude d’un processus de renouvellement le rôle principal 
appartient à la variable aléatoire v (rt), égale au nombre de pannes 
s'étant produites au cours du temps té. 


T; T2 73 T, 


= A n+1 
NE 
Fig. 2.3.1 


La grandeur v(t) est déterminée par la condition 
duc LÉ lvc+1: (2.3.2) 


La [grandeur v(f) ne peut prendre que des valeurs entières non 
négatives. Trouvons la distribution de v(f). Remarquons pour cela 
que 


P{v(t)>n}=P {tn <t}=PKtu ++... +tn Lt} = Fa(t), (2.3.3) 


où les fonctions F, (ft), les lois de distribution de 4:, sont déter- 
minées par l'égalité 


Fa (t)= | Fautt—tdF(u, Fi(t=F(b. 
0 


Il découle de l'égalité (2.3.3) évidente, mais très importante, que 
Pa(t)=P{v(t)=n}= Fa (t) — Fru (6). (2.3.4) 


En particulier, 


Ces formules donnent la distribution cherchée de v ({). Pour l'étude 
du processus de renouvellement, un rôle fondamental appartient 
à la fonction dite de renouvellement Æ (f), qui est égale au nombre 
moyen de pannes s'étant produites avant l'instant f. Utilisant 
la formule (2.3.4) nous pouvons trouver aisément cette fonction: 


H (t) = Mv (t) = à nPh (t) = Sn LFn (6) — Fais (6)] = 


= DonFa(— D (n—1) F9 = 2 Fn(e). 
1 n—=2 n=1 


ou | 
H (t)= È Fa (b). (2.3.5) 


$—0 
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On peut montrer que la fonction H (t) est toujours finie. La fonc- 
tion AH (t) vérifie l'équation intégrale suivante [12]: 


{ 
H(t)=F(t)+ | H(t—+) dF (x), (2.3.6) 
0 


qu'il est commode d'utiliser lors de l'étude de certaines propriétés 
de Æ (ft). Le rôle important de Æ (ft) s'explique par le fait qu'elle 
permet d'exprimer toutes les caractéristiques essentielles du proces- 
sus de renouvellement. Ainsi, la variance du nombre de pannes v (f) 
est égale à 


D (4) = 2 | H(t—+) dH (x)H + (t)— H° (+). (2.3.7) 
0 


Le nombre moyen de pannes dans l'intervalle (4,, t) est évidemment 
égal à H (£2) — H (1). 

On considère souvent au lieu de la fonction A (t) la caractéris- 
tique différentielle 


hk(t) = H" (+). 


La fonction À (t) est appelée densité de renouvellement*. Elle est 
égale au nombre moyen de pannes, se produisant à l'instant t au 
cours d’une unité de temps à partir de l'instant # (si cette unité 
de temps est petite). Il découle de (2.3.5) que la densité de renouvelle- 
ment s'exprime par la série 


hi @= 2 fn (t), où fn(t) = Fi (+). (2.3.8) 


On peut utiliser les grandeurs P, (t), H (t) et h (t) que nous avons 
considérées pour la résolution de certains problèmes de fiabilité. 
Supposons, par exemple, que l’on doive trouver le plus petit nombre 
d'éléments de réserve nr, qui avec une probabilité non inférieure 
à 1 — « (œ est un nombre petit) suffirait pour un temps {. Pour que nr 
éléments de réserve suffisent pour un temps f, il faut que le nombre 
de pannes au cours de ce temps £ ne dépasse pas nr. Nous obtenons 
ainsi la condition permettant de déterminer 


P{v(t)<Lnr}>1—a ou P{v(t)>n}<a. 
Nous avons alors de la formule (2.3.3) 
F1: (£) << &. (2.3.9) 


Le plus petit z pour lequel cette inégalité est vérifiée nous donne 
précisément le nombre cherché d'éléments. Notons à ce propos que 


* En théorie de la fiabilité la fonction À (t) est appelée égolement intensité 
des pannes. 
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la convolution du n#-ième ordre des fonctions F (t) F, (t) ne peut 
être calculée sous forme finie que dans des cas très rares. Enumérons 
ces cas pour les distributions que l'on rencontre en théorie de fiabi- 
lité. 


1. Loi exponentielle 
F (£) = 1 —e-ût, 


Dans ce cas le processus de renouvellement constituera un flux 
poissonien, et nos caractéristiques auront une forme simple 


Pa(=P{v()=n}= CP eu, 
H(t)=hM, Étin : (2.3.10) 


Notons que parmi tous les processus de renouvellement seul le pro- 
cessus de Poisson est un processus stationnaire sans post-action. 
2. Loi normale. Nous supposerons comme plus haut que o & To. 


Alors 
ns t—nTo r + 
Fa (=D rs ); où D()= = je dr. 
La fonction de renouvellement 
ee ss t—nTo 9 
ER Ts } (2.3.11) 


peut être aisément calculée à l'aide des tables. La densité de 
renouvellement 


__(t-nTo)? 


h(t)= e 7 Ton (2.3.12) 


| 
2 V'2nn © 


a une forme oscillatoire caractéristique (fig. 2.3.2). 
3. Distribution gamma. La densité de probabilité est 


f (é, = et 
On montre aisément que 
anano— 1 ee 
fn (t, a)—=f(E, RE) = Te) — e 


et que, par conséquent, la densité de renouvellement s'exprime 
par la série 


nayna— 1 


=D EE em AU (2.3.13) 


+8 
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Quand a—m est un nombre entier, cette série est sommable 


A+ gent(e-1) 4 ge 1) 4 + em-leht çem-l 4) 
m ? 


h(t)=X 


2x . < 27 
£ — COS — + i Sin —. 
m m 


Nous en tirons 


Àt + — ED EE QAHETT 1) 


m 


Pour les autres lois de distribution que l'on utilise en théorie de 
la fiabilité, la fonction F, ({) ne s'exprime pas sous une forme finie, 
ce qui, bien entendu, complique fortement les calculs. 


h(t) 


Fig. 2.3.2 


Il est utile de disposer, outre les formules exactes, de certaines 
estimations simples pour la fonction de renouvellement H (t). Citons 
quelques-unes d’entre elles. Il découle de l'inégalité 


MAX TR TH... +Tn=in 
1<RA<n 


que 
Fn (£) = P(fa <t) LP{ max Th Lt} = 
1<Rk<0 


=P {tr <t, TE, ...,Tn Lt}, 
OÙ. 
Fa () LF"(b). (2.3.14) 
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Nous en tirons 
: F(t 
HO= D Fat <3? = 


Prenant en considération l'inégalité évidente H({)>F(t), nous 
obtenons l'estimation cherchée 


F(t 
FLE Org 
Il en découle que sur l'intervalle initial de temps, où F(t) < 1, 


on à l'égalité approchée suivante 
H(t)= F(t). (2.3.16) 


Prenant ensuite l'espérance mathématique des deux parties de 
l'inégalité 


(2.3.15) 


EÉUH TH... +Tun+: 
et appliquant l'identité de Wald [12], nous trouvons 
d'où 
t 


j 


D'autre part, pour les éléments vieillissants, pour lesquels le 
risque de panne A()=— ee est une fonction monotone crois- 


sante, on peut obtenir l'estimation 


H O<- 


La fonction de renouvellement des éléments vieillissants vérifie 
ainsi pour tout instant f l'inégalité 


7-—1<H CES (2.3.17) 


Comportement asymptotique du processus de renouvellement. 
En pratique, c'est l'étude du processus de renouvellement pour des 
grandes valeurs du temps £ qui présente le principal intérêt; nous 
sommes intéressés par le comportement du processus sur les interval- 
les, précédés par un grand nombre de pannes. C’est pourquoi, mathé- 
matiquement parlant, nous devons étudier le comportement asympto- 
tique de notre processus et de ses caractéristiques quand--t —+ oo. 

Rapportons maintenant les principaux faits de la théorie du 
renouvellement, dont l'objet est principalement l’étude des pro- 
priétés asymptotiques du processus de renouvellement [12]. 
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4. Pour toute loi de distribution F (t) on a 
Line 0, 7. (2.3.18) 


Cette affirmation possède une interprétation très simple: pour un 
grand intervalle de temps le taux moyen de pannes est inversement pro- 
portionnel à la durée moyenne de vie de l'élément. 

2. Théorème de Blackwell. Si le temps aléatoire *; suit une distri- 
bution continue, alors pour tout «a 


lim {AH (t+a)—}H (t)] = 
{— 00 
3. Dans de nombreux cas il est utile d'utiliser le théorème de 
Smith nommé par son auteur théorème central de renouvellement. 
Si la durée de vie de l'élément 7, suit une distribution continue et si 
Q (t) est une fonction monotone non décroissante, intégrable sur (0, co), 
alors 


a 
To ‘ 


lim f Q(t—T) 4H D = [ ot) dz. (2.3.19) 


Cette égalité est commode en ce sens qu'en choisissant différentes 
fonctions Q({), nous pouvons obtenir diverses propositions limi- 
tes pour le processus de renouvellement. 
4. Si ls t; ont une variance finie 0°, alors 

: o® 1 

lim [Æ (+ |] = 3 (2.3.20) 
Il en découle que pour une grande valeur de # on a la formule 
approchée 


t o? 1 
FOR Ton 2 
5. Si la densité de probabilité f(t) est continue et tend vers 
zéro quand t —> co, alors 


; 1 

lim k (£) = (2.3.21) 
Cette affirmation importante reflète le fait qu'avec le temps le 
processus de renouvellement devient stationnaire et que ses caracté- 
ristiques cessent de dépendre du temps. 

Etudions maintenant plus en détail la question du comportement 
asy mptotique de la grandeur w (t), le nombre de pannes au cours 
du temps f, avec la croissance du temps. 

Revenons à l'égalité (2.3.3) 


P{V(G)>n}=P{T ET... +tn <t}. 
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Comme les grandeurs 7; sont identiquement distribuées et possè- 
dent une variance finie o*, la fraction 


Tite. +tn—nTo 
En Sn pm ve 
o Va 
converge quand r — oo vers une variable aléatoire normale de 


moyenne zéro et de variance unité. Supposons maintenant que 
{ — oo et que 


t 
R=-5——+2n } £, 
0 
où z, est choisi de manière que z, — z (: est un nombre arbi- 


traire) et que 7 soit un entier. 
Ecrivons l'égalité (2.3.3) sous la forme 


t 
V()—-— 75 
Den > «}-rfe< — EVER : 
ü V' + Vt 
Quand £ —> oo nous obtenons 


{ 3 
sat] 


3 


2 
Effectuons le changement de variables ze. Nous avons alors 


co {2 
| eZ dt. (2.3.23) 


+ 


1 
V/2x 
Il en découle que la variable aléatoire v(f) est asymptotiquement 


normale de moyenne Mv (+) + et de variance 


Dv(t) — Fe (2.3.24) 


Le fait que nous venons d'établir permet d'estimer simplement et 
d'une manière assez précise le nombre éventuel de pannes sur un 
grand intervalle de temps. Nous obtenons en effet de l'égalité (2.3.23) 
que le nombre de pannes se produisant au cours d’un grand intervalle 
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de temps (0, t) sera, avec une probabilité (1 — «), compris dans les 


limites 
Lu Meovpchas VE 0325 
D 2 T 


« 


où u , est trouvé d’après les tables de la loi normale à partir 


2 
de la condition 


LE 

1 ù ——— 
| e © dt=—1—«. 
u 


Citons un exemple. Supposons que la durée de vie moyenne de 
l'élément est To — 100 heures, la variance de la durée de vie 0? — 
— 3600 h?. On demande d'estimer avec un degré de certitude 0,95 
le nombre d'éléments de réserve indispensable pour assurer le fonc- 
tionnement ininterrompu au cours du temps t — 8000 h. Etant donné 
que dans cet exemple nous n'avons besoin que d’une estimation 
unilatérale, nous trouvons d'après les tables pour une valeur donnée 
æ — 0,05 la valeur de u, d'après la condition 


Ua ta 


| e 2 dt=1—«; 


— 

V/2x 

Za — 1,69 (cf. la table 3 de l'annexe). 
Dans ce cas l'inégalité 


VD 7e = 80 +1,65-0,6 V 80 æ 89 
TE 
est vérifiée avec une probabilité 0,95, d’où il découle que pour assu- 
rer le fonctionnement ininterrompu durant 8000 h il faut disposer 
de 89 éléments de réserve. 

Fiabilité de l’élément dans un intervalle donné de temps. Consi- 
dérons maintenant un autre exemple intéressant et non moins impor- 
tant: quelle est la probabilité pour que l'élément fonctionne sans 
défaillance dans l'intervalle de temps (6, £ + t). Ce problème se 
présente pour les dispositifs qui se trouvent constamment à l’état 
de marche, mais qui n'accomplissent leurs fonctions qu’au cours 
de certains intervalles de temps. 

Désignons la probabilité cherchée par p, (tr). Considérons le 
système d'événements incompatibles 


Ao={t+t<T:}, An = {in LIL T Lin +Tnu}, 


n = 1, CRE 
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L'événement À, signifie que jusqu’à l'instant t il s'est produit 
exactement nr pannes et dans l'intervalle (£, ? + +) il n'y a pas eu 
de pannes. Il est évident que l'événement B qui nous intéresse 
et qui consiste en l'absence de pannes dans l'intervalle (£, £ + +) 
est la somme de tous les événements 


B=— U AÀ;. 
n—0 
Nous obtenons alors, compte tenu de l'incompatibilité des évé- 
nements Ah, 


pt =P{B}= À PA). 


Trouvons maintenant la probabilité de l'événement 4,. D’après 
la formule des probabilités totales nous avons 


P{An}= P {in <tLÉHT< in +Tnu}= 
Î 


P{z<in<r+dr}P{tunu>t+t—z}= 


4 
= (A1 F (+ T—2)] fn (a) dz. 
0 


D'où 
? 


pe(t)=1—F(t+T)+ | A—F(t+t—z)]h(x)dr. (2.3.26) 


I1 n'est pas difficile d'obtenir de cette formule, quand t= At + 0, 
que 


1— pe (At) = h (t) At + 0 (At). (2.3.27) 


Il en découle que la densité de renouvellement  (f) est égale 
à la probabilité de panne au cours de l'unité de temps (si cette unité 
est petite). C'est la raison pour laquelle on confond souvent deux 
caractéristiques différentes, le risque de panne À ({) — SIT 2 oi ü 
et la densité de renouvellement  (t). Cette confusion est encore 
accentuée par le fait que dans de nombreux travaux les deux gran- 
deurs À (f) et h({) ont une même dénomination, l'intensité des 
pannes. Or, ces deux grandeurs sont absolument différentes: la 
densité de renouvellement  ({) est approximativement égale à la 
probabilité marginale de panne au cours d’une unité de temps (qui 
est suffisamment petite), et À (t) est la probabilité conditionnelle 
de panne au cours d’une unité de temps, sachant qu'avant l’instant 
t aucune panne ne s'est produite. 
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La formule (2.3.26) n'est presque jamais utilisée en pratique, 
car nous sommes habituellement intéressés par les instants éloignés 
du temps, pour lesquels le processus de renouvellement devient sta- 
tionnaire et la probabilité p, (t) cesse de dépendre du temps é. C’est 
pourquoi dans l'égalité (2.3.26) nous passerons à la limite en fai- 
sant tendre { vers l'infini. Le premier terme du second membre 


Fig. 2.3.3 


1 — F (1 + T) tend vers zéro avec la croissance de #, et pour trouver 
la limite de l'intégrale 


A—F(t+T—7x)] À (x) dx 


nous utiliserons le théorème fondamental du renouvellement en 
prenant dans l'égalité (2.3.19) 


Q(x)=1—F (+0. 


Nous obtenons alors 


p(r)= lim pe(9) = fU—F(z+)] dx, 
” ) 


ou 
p D=r [HF (ar. (2.3.28) 


Le résultat obtenu peut être interprété de la façon suivante. Nous 
appellerons durée de vie restante de l'élément (temps de survie) le 
temps s’écoulant à partir de l'instant { jusqu’à la panne suivante 
et nous le désignerons par E; (fig. 2.3.3). Il est évident que 
pour la fonction de répartition de E,on a 


P{& > T}= par). 


Avec la croissance de £ la grandeur E,; converge vers une certaine 
grandeur stationnaire £, dont la loi de distribution s’exprime 
par la formule 


PE>T)=p(=z |i1—F (01 dt. 


T 
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Trouvons quelques caractéristiques de cette loi. Le temps moyen est 


r,= [p(oa= | a T1 F(1a= 
0 Ù + 


O0 


Ti)a= Te, (23.29) 


1f 1 
7 Jj'U-FO = 


ou 
To : 
Des + 
Il est intéressant de noter qu'à première vue le temps moyen T7: 


devrait être égal a To , puisque l'instant { devrait en moyenne divi- 


ser en deux moitiés la durée de vie de l’élément t,:.,. En fait, l’ex- 
pression (2.3.29) montre que le temps moyen est plus grand. Cela 
s'explique par le fait que l'instant t a une plus grande probabilité 
de tomber dans un plus grand intervalle *;, de sorte que la longueur 
moyenne de l'intervalle t; dans lequel tombe l'instant { sera supé- 
rieure à 74. 

Le risque de panne À, ({) pour la grandeur E s'exprime par la 
formule 


(= "=#0 (2.3.30) 
| (4—F (4)] dt 
{ 


Il est intéressant de noter que si l'élément est vieillissant, c'est-à- 
dire si À ({) croît de façon monotone, À, (f) est aussi monotone crois- 
sante. En effet, nous obtenons de (2.3.30) 


M) 
Rp = M) — A (6). 


Par ailleurs, 


1—F()= (f(x) dr= 


A (x)I1—F(x)]dr > À (1) | [1—F(x)] dx, 
{ 

d’où nous tirons 

du (4) > À (6), 


et, par conséquent, À, ({) => 0, autrement dit À4 ({) est monotone 
croissante. 
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Il est utile d’avoir des estimations simples pour la fonction p (#6). 
Comme 


la fonction p (t) a sa convexité orientée vers le bas et son graphique 
est situé au-dessus de la tangente. Nous obtenons ainsi l'estimation 
(fig. 2.3.4) 


p(t>1 7. (2.3.30a) 


Pour les éléments vieillissants on peut obtenir une estimation dans 
l’autre sens. Comme nous l'avons montré, de la croissance monotone 
de À (t) découle la croissance monotone de A,(4). Mais alors on a 


1 
p@) M (£) > À: (0) = T° 
d'où 


T 

T 
| À (£) d>T , 
0 


à 
ju 7- À et nous obtenons pour la fonction de fia- 
f bilité 
{ 
Fig. 2.3.4 » Fac ; 


p(t}=e® <e To, 
Confrontant cette estimation avec l’estimation (2.3.30) nous obtenons 


Fig. 2.3.5 
une estimation bilatérale (fig. 2.3.5) 
t 
1—7-<P (é)<e To. (2.3.31) 
Par conséquent, pour les éléments vieillissants on a l'égalité approchée 
t 
ms Âi——, 2.3.32 
P (t) Ts ( ) 
qui est entachée d’une erreur n’excédant pas 
1 t \2 


Calculons maintenant pour le cas stationnaire la probabilité 
pour que x pannes exactement se produisent dans l'intervalle (4, 
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t + +). Désignons le nombre aléatoire des pannes dans l'intervalle 
(4, t+ +T) par v.. Nous avons alors 


P{v.>n)} = P{E+ TT + .. + Tn-1 LT} 
et comme les grandeurs £ et t, sont indépendantes nous obtenons 


P{U>r}= 7 jure (x) dx, 
d’où nous tirons 


P{v=n}= 7 | (A—F(T—zx)]{Fn-1 (x) — En (x)] dr = 


== T [Fn-s (x) _— 2Fn (x) + Fn+: (x)] dz. (2.3.33) 


( 


Notons encore que, conformément au théorème de Blackwell, le 
nombre moyen de pannes dans l’intervalle ({, £-+t) est égal, pour 
une grande valeur de #, à 


Mv. — F- (2.3.34) 
La formule (2.3.33) permet de calculer aussi la variance de v.. Elle 
est égale à 


Dv.= | [H a+) dx. (23.35) 


Notons encore que quand t —+ c, on a le théorème limite (2.3.23), 
Ion dit v, a une PAR asymptotiquement normale de 


O°T 
moyenne —— et de variance -—— 


Ts T ç 

Processus de énodvellément avec un temps fini de renouvelle- 
ment. Nous avons supposé jusqu'alors que le remplacement de 
l'élément tombé en panne avait lieu instantanément. En réalité, 
ce renouvellement exige un certain temps que l'on ne peut négliger 
et qui est du même ordre de grandeur que la durée de vie de l’élé- 
ment. Le temps de renouvellement se compose habituellement du 
temps qu’il faut pour déceler l'élément tombé en panne ou décou- 
vrir qu'il est en panne et du temps qu'il faut pour remplacer l'élé- 
ment tombé en panne ou le réparer. Nous considérerons plus bas le 
temps de renouvellement en entier, sans nous intéresser aux parties 
dont il se compose. 

Nous considérerons ainsi le processus suivant (fig. 2.3.6). L'élé- 
ment, ayant fonctionné un temps aléatoire Ti tombe en panne et 
est renouvelé au cours d’un temps aléatoire +; ; l'élément renouvelé 
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fonctionne pendant un temps T;, puis est renouvelé au cours d’un 
temps +:, etc. Nous appellerons les instants 


B=UHUHTUH + HT HT UT, n=1,2, ..., 
les pannes de l'élément, et les instants 
E=THUHUHT+ HT + 
+HTutttt E=0, n—=1Â, 2, ..., 
les renouvellements. 


T; Ty! T/ T> L #6 a 
/ ” C4 #, 4 
0 Et t2 ta bus À 
Fig. 2.3.6 


Nous supposerons que toutes les grandeurs ti et t; sont indé- 
pendantes. Supposons encore que toutes les périodes de fonctionne- 
ment sont identiquement distribuées suivant la loi 


F(t)=P{1, <1} 


de moyenne 7,—=Mr, et de variance o?— Dr, et que toutes les 
périodes de renouvellement sont aussi identiquement distribuées 
suivant la loi 


G(t)=P4{r, <1} 


de moyenne T: — Mr; et de variance 05 — Dr,. Nous supposerons, 
pour des raisons de commodité, que ces lois possèdent une densité 
de probabilité continue f (t) — F” (t) et g (t) = G’ (t). En outre, 
pour ne pas avoir à considérer le cas dégénéré, nous estimerons que 
0? + 05 - 0. Le processus ainsi défini est appelé processus de renou- 
vellement à temps fini de renouvellement. 

Considérons les caractéristiques principales de ce processus. 

Le coefficient d'aptitude. La caractéristique principale de la fia- 
bilité de notre élément est le coefficient d'aptitude k,nt (#), qui 
est égal à la probabilité pour qu'à l'instant t notre élément fonctionne 
sans défaillance. 

Pour déterminer le coefficient d'aptitude considérons l’événe- 
ment 

As tEti, need, 1222 

L'événement À, signifie que jusqu’à l'instant £ il s’est produit exac- 
tement z renouvellements et qu’à l'instant £ l'élément est en bon 


Stat. Il est évident que l'événement B consistant en ce que le fonc- 
tionnement de l'élément est satisfaisant jusqu'à l'instant £ est égal 
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à la somme de tous les événements À, 
B= Ü Ah. 
n=0 
Nous en tirons du fait de l’incompatibilité des événements 4, que 
kapt (t) = P {B} — 2 P {A}. (2.3.36) 


Pour déterminer les probabilités P{4,} introduisons certaines 
notations. 


Soit 
n=tU+Tt... + et in=T+Tm... + 


Notons que £ni + {no — t,. Introduisons les notations suivantes pour 
les lois de distribution de fui, {no et £,: 


Péiu<t}= Fat),  P{tns<t} = Gn(t) 
et 
PH <t} =; (t) ; 
et pour leurs densités de probabilité fa ({)—F, (t) et gn(t) = G, (+). 


On détermine ces lois de distribution en fonction des lois initiales 
F(t)-et G(t) de la manière suivante: 


{ 
Fn(= | Frit—2)dF(z), F0 =F() 
0 


{ 
Ga (t) = | Gnutt—z)dG(x), Git)=G(t) 
Ù 


et 
t 


D, (t) = | Fa (t— x) dGn (x). 


0 


Revenons maintenant au calcul des probabilités P{4,}. D'après la 
formule des probabilités totales on a 


P{A}=P{R << + Tu) = 
{ 


= | P{r<in<r+dr}P {ru >t—2}= 
0 


[1—F(é—zx)]n (x) dx. 


O3 re 
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Portant les probabilités trouvées dans la formule (2.3.36) nous 
obtenons 


{ 
kapt()=1—F(t)+ | A—F(t—z)lh(x)dr, (23.37) 
0 


ha(= Ÿ qn (2). 


Les instants de renouvellement #, forment un processus de renouvelle- 
ment. La fonction h2 (f) est évidemment la densité de probabilité 
de ce processus. La distance moyenne entre deux points voisins 
de ce processus estfégale à 


Mt +) =7Ti+ Te. 


La formule (2.3.37) n'est presque jamais utilisée, car en pratique 
on entend habituellement par coefficient d'aptitude la valeur sta- 
tionnaire vers laquelle tend la fonction k,,+ (£) avec la croissance 
du temps. Faisons tendre t vers l'infini dans l'égalité (2.3.37). Uti- 
lisons encore le théorème fondamental de renouvellement en pre- 
nant dans l'égalité1(2.3.19) 


Q(z)=1—F (2). 
Nous avons alors 


CO 


__ À 
age = lim Æapt (9 = Frs | 1—F(x)}dz, 


d’où nous tirons.en définitive 


k (2.3.38) 


a 
PE TitT2° 
Rapportons encore une méthode heuristique pour établir la valeur 
du coefficient d'aptitude. 

Prenons un grand intervalle de temps sur lequel s'étalent exacte- 
ment x périodes de fonctionnement et x périodes de renouvellement 
et considérons le rapport 

CE CU 
nitins te +imhutke.. ET 
égal à la fraction du temps au cours duquel l’élément est en état 
de service. Quand 7 —+ œ, les rapports 
Gti htn - JO hist 
n n 


convergent, conformément à la loi des grands nombres, avec une 
probabilité égale à l’unité (presque sûrement) vers les moyennes 7; 
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et T2. C'est pourquoi notre rapport converge en probabilité vers 
Ut... + Tn 
n = Ti 
Ut. +tin Tite... +Th Ti+Te° 
Re CN 
On s'aperçoit donc que le coefficient d'aptitude est la fraction 
moyenne du temps au cours duquel le système est en état de service. 

Pour un processus de renouvellement avec un temps fini de renou- 
vellement nous pouvons considérer deux variables aléatoires 

v, (4), le nombre de pannes dans l'intervalle (0, £), 

Vo (t), le nombre de renouvellements dans l'intervalle (0, 1) 
et les moyennes correspondantes 

Mwv, (4) = H,(t), le nombre moyen de pannes dans l'intervalle 
0, t) et 
Mv: (t) = H2 (1), le nombre moyen de renouvellements dans 
l'intervalle (0, £). 

Comme on s'intéresse principalement au comportement de ces 
grandeurs pour les grandes valeurs de f, et que le comportement 
asymptotique de v, ({) et v2 (ft) est identique puisqu'elles ne peu- 
vent différer l’une de l’autre que de l'unité, nous ne considérerons 
que les instants de renouvellement. Les distances entre deux instants 
voisins sont des variables aléatoires 


Tn — Ta Ta 
distribuées suivant la loi 
{ 
P{r, <t} = © (1) = | F(t— x) dG (x). 
U 
C'est pourquoi la fonction de renouvellement est 


H, (t) = 2 ®, (t), 


et la densité de renouvellement 


ho(t)= D Pat),  Pn(t) = D! (1). 


n— 1 
Avec la croissance du temps la fonction 2 (t) tend vers la limite 
FT : c'est le nombre moyen de renouvellements au cours d’une 


unité de temps. La grandeur v: (t) est, quand { —+ co, asymptotique- 


ment normale de moyenne FT et de variance ESA . ce 
qui permet comme précédemment d'estimer le nombre de renouvelle- 
ments au cours du temps {. Notons que le nombre de pannes w, (t) 
au cours du temps £ a une valeur asymptotique identique. 


9—0217 
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On recherche exactement de la même manière la probabilité 
de fonctionnement sans défaillance au cours de l'intervalle (£, £ + 
+ +). Elle est égale à 


putr)=1—F (+0) + | 1—F (+5 2)] 2 (2) d2. 
0 


Utilisant comme précédemment le théorème fondamental de re- 
nouvellement, nous obtenons que 


pO=lmn er [H-F@id (2339 


On peut écrire aussi cette formule sous la forme 


© 


p (r)= hapt y À [(1—F(x)] dx, 


T 


d’où il découle que la probabilité de fonctionnement sans défaillance 
au cours du temps 7t est égale au produit de la probabilité pour qu’au 
moment initial le système fonctionne sans défaillance par la proba- 
bilité du fonctionnement sans défaillance de l'élément au cours du 
temps t pour un processus usuel avec renouvellement instantané 
(cf. (2.3.28)). 

Cas des lois exponentielles. On considère souvent en pratique 
le cas spécial du processus de renouvellement avec un temps fini 
de renouvellement, quand la durée de vie et la durée de renouvelle- 
ment de l'élément suivent la loi exponentielle 


F(t)—=1—e-t, G(t)}—1—e-ut. 


Nous aurions pu pour ce cas particulier obtenir toutes les caracté- 
ristiques à partir des formules générales, mais il est plus commode 
et instructif de considérer ce cas séparément. Si nous désignons par 
x (t) la probabilité de l’état de fonctionnement sans défaillance 
et par r ({) = 1 — x (t) la probabilité de l’état défectueux à l’ins- 
tant £{, alors, en comparant notre processus à deux instants infi- 
niment proches du temps t et £ + At, nous trouvons d'après la for- 
mule des probabilités totales 


n (é + At) = [1 — (A AG + 0 (At))] n (4) + [uAt + o (Af)]r (£). 
Passant à la limite, nous obtenons l'équation différentielle 
n'(t)= —An(e) + ur(s), 


ou 


m'(t)+(A+u)r()=u. 
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Résolvant cette équation nous trouvons la probabilité cherchée 
qui, comme on peut s’en convaincre aisément, représente le coeffi- 
cient d'aptitude 


: (+)! 
kapt (4) = 1 (1) = Eee — (2.3.40) 


La valeur stationnaire de ce coefficient est 
T 
k — im k Rs 2: 
apt ue apt (e) A Lu Ti Ts 
La probabilité du fonctionnement sans défaillance au cours du 
temps ({,{+T) s'exprime ainsi pour les grandes valeurs de #: 
pit) = ea, (2.3.41) 


| A+ 
On voit de la formule (2.3.40) la vitesse avec laquelle le coeffi- 


C4 


T; 4 OP . Tn 


v4 , ’ 


Fig. 2.3.7 


u 


. Cette 
RT valeur 


cient d'aptitude tend vers sa valeur limite 
s'avère exponentielle 
e-(Aa+u)t < e-(A+u)t 


À 
Rapt ({) — hapt= n 


Il est très difficile dans le cas général de lois F (t) et G (t) arbitraires 
de trouver la vitesse avec laquelle notre processus devient stable. 
On ne peut que formuler une considération qualitative: pour des 
valeurs fixées des temps moyens, le processus devient stable d'autant 
plus lentement que la variance globale 0° + o° est petite. Notons 
encore que si les densités f (£) et g (£) tendent vers zéro avec une 
vitesse exponentielle, c'est-à-dire si 


f() << Cie-cait, 
g(#) Ceci, 
alors notre processus devient stable avec une vitesse exponentielle 
| kapt (£) — Kapt |  Ce-at. 


Distribution du temps global de fonctionnement. Considérons 
maintenant le problème suivant. Appelons temps global de fonction- 
nement au cours du temps £ la somme de toutes les périodes de fonc- 
tionnement 7t; jusqu’ à l'instant {, y compris peut-être la période 
incomplète de fonctionnement contiguë à l'instant #£ (fig. 2.3.7). 

9s 
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Désignons le temps global de fonctionnement par k;. Trouvons 
maintenant la loi de distribution de la variable aléatoire À, et 
étudions son comportement asymptotique quand { —+ oo. 

Considérons une autre variable aléatoire t,, correspondant à 
l'instant aléatoire pour lequel le temps global de fonctionnement 
atteint la valeur s. On se donne souvent en pratique le temps global 
de fonctionnement s de l’article tel qu'après l'avoir atteint l'article 
est remplacé par un article neuf. Alors +. sera le temps de calendrier 
de la durée de vie de l’article, et il sera important pour nous de savoir 
estimer ce temps. On remarque aisément que les grandeurs , et 
Tt; sont liées par la relation simple 


P{h<s}=P{r,>14. (2.3.42) 


Considérons séparément pour trouver la loi de distribution de h, (et, 
par conséquent, de +1.) deux flux: le flux constitué par les périodes 
successives de fonctionnement et le flux constitué par les périodes 
de renouvellement. Soit v, ({) le nombre de pannes jusqu’à l’ins- 
tant ? dans le premier flux et v2 (ét) le nombre de renouvellements 
jusqu’à l'instant £{ dans le second flux. Démontrons que les deux 
événements suivants sont équivalents et que, par conséquent, leurs 
probabilités sont égales 


M(s)>v(t—-s)}={m>t}. 


Remarquons tout d'abord qu'avec une probabilité égale à l'unité 
l'instant +, tombera à l’intérieur d’une période de fonctionnement. 
Cela fait que 


V1 (s) = Ve (Ts — 5), 


puisque le nombre de pannes s étant produites jusqu'à l'instant 7, 
est égal au nombre de renouvellements jusqu'à cet instant. Il dé- 
coule alors de l'événement t. > £{ que v, (s) = vo (ts — s) > va (t — 
— s). Au contraire, si l'événement va (£ — s) > v, (s) = va (t, — 5) 
est réalisé, alors { < T, en vertu de la monotonité de la fonction 
V2 (x), ce qui est équivalent à l'inégalité £ < +. 

Ainsi, la probabilité est 


O(s,4)=P{h<s}=P{u>t}=P{v(s)>v(t—5s)} (2.3.43) 


Or, on peut aisément calculer cette dernière probabilité, connais- 
sant la distribution de v, (x) et v2 (x). Nous obtenons aisément 
d’après (2.3.4) que 

O(s,t)=P{hA<s}=P{s>t}— 


= À (En (—9)— Gr (es) Fa (5), (23.44) 


où, comme usuellement, 
Fo (x) = G(x) =1. 
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La formule obtenue peut être utilisée si le temps t est relative- 
ment peu grand par rapport à la durée moyenne de vie et au temps 
moyen de renouvellement de l'élément, bien que dans ce cas éga- 
lement les calculs sont laborieux. Notons encore que la série (2.3.44) 
ne se simplifie pas notablement même pour la loi exponentielle 
quand 


F(x)=1—e-"*, G(z)=1—e-nx. 


Nous obtenons pour ce cas 


O (s, 1) — y 0 or e-u(l-s) D CT 6-16, (2.3.45) 


n —0 k=n 


Si le temps { est grand, il faudra, pour calculer les séries (2.3.44) 
et (2.3.45), prendre un plus grand nombre de termes dans la série, 
ce qui rend malaisée l'application de ces formules. C'est la raison 
pour laquelle nous étudions le comportement asymptotique de la 
probabilité @® (s, t) quand s et { — oo. Comme nous l'avons déjà 
démontré (cf. p. 119), quand t —+ , le nombre de renouvellements 
v (t) est distribué asymptotiquement suivant une loi normale de 
Oo! 


l : ; 
moyenne = et de variance FF - Il en découle que quand s —+ oo, 
(4 0 


la grandeur v, (s) est asymptotiquement normale de moyenne F 


et de variance F: et quand {—s—+> 00, la grandeur v2(£—5s) est 
+ 2 (t— 
asymptotiquement normale de moyenne = et de variance SE) 
Comme les grandeurs v, (s) et v2 ( — s) sont indépendantes, leur 
différence va (£ — s) — v, (s) est aussi, quand s et ({ — s) — oo, 
asymptotiquement normale de moyenne FR -F et de variance 
2 
Oîs , O3(t—s) 
T3 FR — : 
Transformons la probabilité © (s, £): 


Os, 4)=P{v(s)>v({—5s)}— 
A EE ES 
-- P le Tr < Ti T2 


VRRSS Cia 
y T3 TU TE 

T = 
TT: t+zVt. Alors s, (£—s) —> 00 


et le premier membre de l'inégalité sous le signe de probabilité 
est asymptotiquement normal de moyenne zéro et de variance unité. 
Le second membre de cette inégalité possède une limite finie 


Supposons que { —> oo et s— 
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égale à 
2 (VTi+T2) 


Le 
GŸ , 0 
LE V'R+É 
Il en découle, quand {+ oo et 


of (6 
TT: y à > 
T: cols T5 TS Vt 


ST 2 7 
Ti+Tae (VTi+7T:2) 


(zx est une valeur fixée), que 


lim ® (s, D) = lim P {4 <s}= le 


ou 


T 
: Ti+T VT,+T.) 
1 2 nt 


: | e Tdx. (2.3.46) 


En d’autres termes, la grandeur k; est asymptotiquement nor- 
T 
male de moyenne MA, —-— 
ÿ HCTIRTe 
o? o? 
TAT2 (+ 7) 
AT (re TT 
(Ti + T2)s 


On montre d’une manière absolument analogue que quand s — oo 
la grandeur 7, est asymptotiquement normale de moyenne Mr, — 
- HT s et de variance Dr, — (H+7) F . 

Rapportons un exemple. Supposons que T, = 5 heures, T2 — 
— 3 heures, 0, — 3 heures, o: — 2 heures. On demande d'estimer 
le temps global de fonctionnement h; au cours du temps { — 800 heu- 
res. Nous obtenons des formules générales que 


MA, — 500 heures, V/ DA, — 13 heures. 


Cela signifie, par exemple, qu'avec une probabilité égale à 0,95 le 
temps global de fonctionnement sera compris dans les limites 


474 << hy << 526. 


t et de variance 


Dh, — 
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La distribution trouvée du temps global de fonctionnement permet 
de résoudre aisément un autre problème. 

Fiabilité d’un dispositif à régime variable de fonctionnement. 
Donnons aux variables aléatoires Ti, Ti, T-, T:, . .. un autre sens 
physique. Supposons que l'élément considéré peut se trouver en 
deux états qui se succèdent périodiquement l’un à l’autre, et soient 
Ti: Tas T., - . . les temps que l'élément passe au premier état et T;, 
Ti Ts à . les temps que l'élément passe au second état. Supposons 
que, ‘se trouvant au premier état, l'élément peut tomber en panne au 
cours du laps de temps At avec une probabilité À, Af + o (At) 
indépendamment de son comportement antérieur et que, se trou- 
vant au deuxième état, au cours du laps de temps At il peut tomber 
en panne avec une probabilité À:Aët + o (At). On demande de trou- 
ver la probabilité de fonctionnement sans défaillance de l’élément 
dans l'intervalle (0, £). 

On voit aisément que cette probabilité est égale à 


P=M{e "Ath, (2.3.47) 


Supposons maintenant que le temps £ est grand. Dans ce cas z, est 
asymptotiquement normale. Désignons par À; sa moyenne et par 0 
sa variance. Nous obtenons de (2.3.47) * 


(x—ho)? 


FRE x)— 9% 
0 
ù dx. 


Pays |. 


Après le changement de variable 


—= 23 nous avons 


z— hg 
Co 


P Z e-hiho—A2(t—ho) 


co -2 
| | 7 +(A2-2À1)00z 
— e 
27 


az. 


Calculant cette dernière intégrale nous obtenons la formule 


Pre D 


Les Hp ko et © ont ae été trouvées; en particulier, 


ko = TT - ——— t, et nous parvenons à la formule définitive 
A1T1+A2T2 + (A2—À1)208 
Pre Titrs he (2.3.48) 


La probabilité P est souvent calculée à l'aide d’une formule très 
grossière 
_ AsTiHAeTe 
Pze Titi: ., (2.3.49) 


* L'intégrale est étendue aux limites complètes et non de zéro à {, car 
dans les limites (—o, 0) et ({, ©) elle est pratiquement égale à zéro. 
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Notre formule est plus exacte et le second terme de l’exposant 
détermine l'erreur de cette formule grossière. On considère souvent 
en pratique les périodes 7, T;, ... comme les périodes d'arrêt 
de travail de l'élément; dans ce cas À2 = 0 et la formule (2.3.48) 
a pour expression 

___A1Ti 

Pze Ti+T: (2.3.50) 

Le problème que nous avons considéré est un cas particulier d’un 

problème plus général que l’on pose ainsi: un dispositif peut se 

trouver en n états. Quand il se trouve à l’état À, il peut tomber en 
panne au cours du laps de temps At avec une probabilité 


AN — o (At). 


Le temps passé à l'état À est une variable aléatoire distribuée sui- 
vant une loi F}, (x). La succession des états constitue une chaîne de 
Markov, autrement dit, la probabilité de passage de l’état k à l’état à 
ne dépend ni du passé, ni de la durée du temps passé à l’état X et 
est égale à pri. 

Soit tx (t) le temps global que le dispositif passe à l’état À dans 
l'intervalle (0, t). La probabilité de fonctionnement sans défaillance 
au cours de l'intervalle (0, £) est égale à 

ñn 
— À Antatt) 
P(t)—=Me !*=1 ‘ 


Si le temps £ est très grand, on montre aisément que 
a D) Re 
P({tjze k=i (2.3.51) 


où p, désigne les probabilités finales de . chaîne de Markov ou, 
en d’autres termes, p,4 est la probabilité pour qu’à un instant aléa- 
toire le dispositif se trouve à l’état X 


Fe LSCE 


n 


Si l’on démontre que la somme 7% ({) — 2 Mt (£) est, quand 


t— oo, asymptotiquement normale et que l on calcule sa variance 
Dr () = 0°, alors il est facile de démontrer comme précédem- 
ment que 


- Dante 
P{t)zse K=1 5 (2.3.52) 


$ 2.4. Fiabilité d’un système 


Fiabilité d’un système à éléments indépendants fonctionnant jus- 
qu’à la première panne. Par système nous allons comprendre tout 
dispositif formé de parties dont la fiabilité est donnée. Nous appelle- 
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rons ces parties des éléments. Nous devons connaître le système et 
le caractère de son fonctionnement à un tel point que pour chaque 
groupe d'éléments du système nous puissions dire si la panne de tous 
les éléments de ce groupe entraîne ou non la panne de tous les élé- 
ments du système. Nous supposerons également que les pannes des 
éléments se produisent indépendamment les unes des autres, autrement 
dit la panne de n'importe quel groupe d'éléments ne modifie pas 
la fiabilité des autres éléments. 

Considérons tout d’abord le fonctionnement du système jusqu’à 
la première panne. Dans ce cas la fiabilité du système est entière- 
ment déterminée par la fonction de fiabilité P (ft), qui est égale à 
la probabilité de fonctionnement sans défaillance du système au 
cours du temps {. Supposons que le système se compose de r éléments, 
dont nous désignons les fonctions de fiabilité respectivement par 
Pi (), Pat), - .., Pn (). 

otre problème consiste à exprimer la fonction de fiabilité 
P (t) du système au moyen des fonctions de fiabilité des éléments. 

Etudions tout d’abord le cas le plus simple et le plus important. 
Nous dirons que nr éléments du système sont reliés en série au point 
de vue de la fiabilité, si la panne de n'importe quel élément provoque 
la panne de tout le système. 

Pour que le système fonctionne sans défaillance au cours du temps 
t, il faut alors que chaque élément fonctionne sans défaillance au 
cours de ce même temps. Comme les éléments sont indépendants au 
sens de la fiabilité, on a 


P(&)= p1(t) p2 (€) - +. Pn (t): (2.4.1) 


Ainsi, lors d'une liaison en série, les fonctions de fiabilité sont 
multipliées. Exprimons la fonction de fiabilité à l’aide du risque 
de panne 


{ { { 
| A()ds — (asts)ds- ae —( An(s)ds 
e 0 = € 0 (Ù 
d’où 
A()=A(t4) +... + An (6), (2.4.2) 
autrement dit, lors d’une liaison en série les risques de panne 
s'ajoutent. En particulier, pour Ja Joi exponentielle, quand 
À (£) = x = const, on a 
ÀA=À+...+Ar 
et 
P(t)}=e-ite..t+ant, (2.4.3) 


autrement dit, la fiabilité du système suit également une loi exponen- 
tielle. Si l’on désigne dans ce cas par To la durée moyenne de vie du 
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système et par 7; la durée moyenne de vie de l'élément k, on a 
To = —7—"——. (2.4.4) 
TT .…. TT 


Dans un système complexe il y a toujours des groupes d'éléments 
identiques. Si ces éléments identiques se trouvent dans des condi- 
tions approximativement pareilles ou si la différence de conditions 
n'’influe pas notablement sur leur fiabilité, les fiabilités de ces éle- 
ments sont égales. Supposons, par exemple, que le premier groupe 
comporte r, éléments avec une fonction de fiabilité p, (t), le second 
groupe en comporte #2 avec une fonction de fiabilité p> (t), etc. 
Les formules (2.4.1) à (2.4.4) s’écrivent alors: 


P (€) = {p1 (I Lp2 (O1. [ps (O1, 
A(=nh(t) +...+ns(t), 
et dans le cas des lois exponentielles 
Anis... ns, 
To = — ——. 
mtectr 


En particulier, quand tous les éléments du système possèdent une 
même fiabilité p4(t) —p(t), nous avons 


P(t)=1Ip(}1", A(=rA(6), 
et pour la loi exponentielle 


T 
À = ni, = —. 


Introduisons maintenant les probabilités de panne 
Q()=1—P() et qga(t)=1— pa (1). 

Nous avons alors pour une liaison en série 

Q(E)—=1—[1—g1(6)] [1 — g2(6)] - +. [1 — gn ()]- (2.4.5) 
On peut démontrer par récurrence l'inégalité 
1—(gi+... on) <(1— 09)... (1—gn) < 

<1—(gi+ ... + Qn) + (g192 + G193 + - +: + Qn-iQn) 
<1—(g+... + qn) ++ (qi -.. +gqn}*, 

d'où il découle que si 


g1()+qg(t)+...+qn(t) K1, 
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on a la formule approchée 


Q()& gt) +... +qn (0), (2.4.6) 


dont l'erreur n'excède pas 


Lg (0 + + + an (OP 


Considérons maintenant le second cas simple de liaison des 
éléments du système. Nous dirons que les éléments du système sont 
reliés en parallèle, si la panne du système ne se produit que quand 
tous les éléments constituant le système tombent en panne. 

Un exemple de système avec une telle liaison des éléments est 
celui d’un dispositif formé de plusieurs parties dont chacune réalise 
une seule et même fonction. Cette fonction n'est plus réalisée seule- 
ment quand toutes les parties tombent en panne. Comme les élé- 
ments sont indépendants au sens de la fiabilité, nous obtenons 


Q(£) = q1(&) g2 (2)... qn (Et), (2.4.7) 


autrement dit, lors d'une liaison en parallèle les probabilités de 
pannes sont multipliées. En particulier, quand tous les éléments sont 
équifiables, et c'est précisément le cas le plus intéressant, nous ob- 


tenons 

Q(#) = g"(t). (2.4.8) 
Si la fiabilité de chaque élément suit une loi exponentielle, la 
fiabilité du système ne suivra plus cette loi. Par exemple, dans le 
cas d'éléments identiques 


Q()=(—e-x)". 


Dans ce cas on peut trouver la durée moyenne de vie du système 
1 = | P (t) dt = | (A —(4—e-at)"] dt. 
0 0 


Effectuons le changement de variables 1—e-Af— 2x, 


1 1 dr 
t=-In-—, Eu NT Enr 


1— 727 


1 1 
1 1—2n 
nl 7 = dt [U+et...+ajds= 


(th +D): 
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Pour un grand n 
To%—linn+C], où C—0,577 … 


Considérons maintenant le cas général de Ia fiabilité du système 
avec des éléments indépendants [14]. Supposons que le système 
se compose de rx éléments dont les fonctions de fiabilité sont p, (t) 
et qu (£) = 1 — px (t), k = 1, ..., n. Si nous connaissons la struc- 
ture du système, pour chaque ensemble d'éléments du système 
(le nombre de ces ensembles est 2" — 1) nous devons savoir si la panne 
de tous les éléments de cet ensemble entraîne ou non la panne du 
système. Appelons groupe de panne l'ensemble d'éléments dont la 
panne provoque la panne du système, alors que la panne de tout 
sous-ensemble de cet ensemble ne provoque pas encore la panne du 
système. 

Soient 


Fi 1. D 


tous les groupes de panne. 

Soit À, l'événement consistant en ce que le groupe l', n’est pas 
tombé en panne au cours du temps f{, autrement dit, en ce que l’un 
de ses éléments au moins n'est pas tombé en panne. 

La fiabilité du système est alors 


P(t)=P4{A;... Am} =1—P {AU ... UAn} — 
-:1— D P{4:3+ D P{A4:4ÿ— Ÿ P{4:4:4:;}+..., (2.4.10) 
R R<I R<I<s 


où A4 est l'événement contraire de l'événement 44. Chaque pro- 
babilité est ici de la forme 


PA An.) — qe, (0 qe, (O + an (0. 


OÙ Si, So, . . ., 5, Sont les numéros de tous les éléments faisant partie 
des groupes [,, Fr, ..., li, (certains éléments peuvent simul- 
tanément appartenir à plusieurs groupes). La formule (2.4.10) per- 
met ainsi de calculer la fiabilité du système dans le cas général, 
mais quand » est grand. son application est malaisée, vu que le 
second membre de cette formule comporte 2" termes. 

Pour simplifier les calculs nous procéderons ainsi. 

Nous dirons que deux groupes de panne sont liés, s'il est pos- 
sible de les relier par une chaîne de groupes non disjoints. Tous les 
groupes de panne sont alors partagés en classes de groupes lies. 
Supposons que les groupes F;, F2, . .., l,, constituent la première 
classe, les groupes F4, +1, Tr, +2, . . ., T,, la seconde classe, etc. 
Les événements À, appartenant à diverses classes sont indépendants 
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et la fiabilité du système s'exprime ainsi: 
P({)=P{4142... An} =P {41 ... 45} P {Ati ... 44}... (2.411) 


Chaque facteur dans le second membre de cette égalité peut être 
calculé d’après la formule (2.4.10). Si les classes des groupes liés 
sont composées d’un petit nombre d'éléments, les calculs sont nota- 
blement simplifiés. Il est bon de noter que dans la majorité des cas 
les liaisons des éléments du système peuvent être ramenées à des 
combinaisons de liaisons en série et en parallèle, et dans ces cas le 
calcul de la fiabilité du système peut être réalisé plus simplement. 
La formule (2.4.10) montre que dans le cas le plus général la fonction 
de fiabilité du système à éléments indépendants P (t) est un poly- 
nôme de la fonction de probabilité des éléments p, (t); c'est en cela 
précisément que consiste la signification principale de la proposition 
que nous avons démontrée. 

Sur la fiabilité d’un système à éléments indépendants. Nous 
avons supposé partout dans ce qui précède que les éléments du systè- 
me sont indépendants au sens de la fiabilité. C’est là une supposition 
très forte et dans les systèmes réels souvent elle n’est pas vérifiée. 
Les pannes de certains éléments peuvent notablement influer sur la 
fiabilité des autres éléments, en modifiant les paramètres détermi- 
nant la fiabilité des éléments. Dans le cas d’une liaison en parallèle 
les pannes de certains éléments entraînent une surcharge fonctionnelle 
des éléments « en vie », de sorte que leur fiabilité diminue. Consi- 
dérons un exemple caractéristique. Le système se compose de nr 
éléments identiques reliés en parallèle. Supposons que le risque de 
panne de chaque élément ne dépende pas du temps mais dépende 
du nombre d'éléments fonctionnant encore sans défaillance. Si à 
un instant donné # éléments fonctionnent, le risque de panne de 
chacun d'eux est égal à À, *. Désignons par P, (t) la probabilité 
pour qu'à l'instant { fonctionnent exactement k éléments. Nous 
dirons dans ce cas que le système se trouve à l'état k. Partant de 
cet état, il peut au cours d’un intervalle de temps infiniment petit At 
avec une probabilité 


kArAt +- (a) (At) 
passer à l'état (4 — 1) et avec une probabilité 1 — AA, At + o (At) 
rester à l’état 4. Comparant l'état du système pour deux instants infi- 
niment proches du temps t et { + Af nous obtenons, en vertu de la 
formule des probabilités totales, 
pa (+ At) = [(E + 1) Ans + 0 (A)] pass (9 + 
+ [1 — (AxAt + 0 (At))] pa (8) + 0 (At). 


* Pour éviter toute confusion, notons que par risque de panne nous compre- 
nons ici la probabilité de panne au cours d'une petite unité de temps; plus précisé- 
ment, la probabilité de panne au cours de l'intervalle (t, t + At) est À, At +- 


+ o (At). 
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Divisant les deux membres de l'égalité par At et passant à la limite 
quand Af-—>0, nous obtenons 


Ph (€) = (4 +1) AnssDnss (8) — kAnpr(t), k=0, 1,2, ..., n—1. 
(2.4.12) 
Pour k—n nous trouvons de façon analogue : 
Pn(t) = —nAnPn (t). 
Comme à l'instant initial £4—0 tous les éléments fonctionnent, 


nous avons Pn (0) —1 et px (0) —0 quand 4< n. Utilisons la trans- 
formation de Laplace pour résoudre ce système. Posons 


Oh @= | pate dt, k=0,1,...,n. 
0 


Multipliant chaque équation par e-‘! et intégrant en { nous obtenons 
—1—+ an (7) = —nhnan (2), 
Zap (2) — (À + 1) Anyi@nss (3) — Ana (2), 
k=0, 1, 2,..., (n—1). 


Résolvant ce système algébrique nous trouvons 


1 
RO ER 
(k+ 1) Apssan41 (2) = (k+-1) Aget + + RÂn 


En particulier 
ao (2) = nil... 
0 2(2+ M4) (2422) ... (24 nr) 
d'où en vertu de la formule d'inversion nous avons 


a+ic 
__ RAT... Ân ezt dz 
Po(t) = 2xi | 2(2+ A1)... (2+nh) | (2.4.18) 


a—10 
Ï1 est évident que po(t) est la probabilité pour qu'à l'instant ft 
tous les éléments soient en panne, autrement dit, pour que le 
système soit en panne. C'est pourquoi 
po(t)=Q(t)=1—P(). 
La probabilité de la panne du système s'exprime ainsi par l'inté- 
grale (2.4.13). Cette intégrale peut être exprimée sous forme de 
la somme 
"rt 


QO=1—ntM he 2 TE (2.4.14) 
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&(z)=(z+ M) (z+ 24e) ...(z+ nn). 


Pour trouver la durée moyenne de vie du système, considérons 
l'intégrale 
oo 


A (:)= | P (t)e-‘! dt — | 1 — po (01 et dt = À — a (5). 
0 U 


Faisant tendre z vers zéro, nous obtenons 


AO)=To= | P() di = ++ +. (2.445) 
0 


Nous avons considéré l’un des exemples les plus simples du système 
comportant des éléments liés. Dans le cas général le problème de la 
détermination de la fiabilité de tels systèmes n’est pas résolu. Il ne 
s'agit pas ici de l'obtention des formules. Il est toujours possible 
d'écrire une formule pour exprimer la fiabilité du système avec des 
éléments liés, si l’on connaît les probabilités conditionnelles de 
panne de certains éléments sous la condition que les autres sont en 
panne. Ces formules sont très complexes et contiennent des intégrales 
du type de convolution. La principale difficulté réside non pas dans 
la réalisation des calculs d'après ces formules, mais dans le fait que 
nous ne connaissons pas les probabilités conditionnelles et que leur 
détermination empirique exige un très grand nombre d'épreuves. 
I1 semble que le problème de l’estimation de la fiabilité des systèmes 
complexes exige une approche entièrement différente. On peut, par 
exemple, partager le système en parties, qui sont indépendantes 
en vertu de considérations physiques, et examiner chacune de ces 
parties comme un seul élément. Si la fiabilité de ces parties est dé- 
terminée de l'expérience, la fiabilité de tout le système peut être 
alors calculée simplement. D'autres approches sont également pos- 
sibles pour estimer la fiabilité du système. 

ÏJ1 nous semble que l'approche suivante, très à la mode à l'heure 
actuelle, offre les meilleures perspectives. Supposons que le fonction- 
nement de chaque élément soit caractérisé par un paramètre 
@r (k = 1, ...,n) qui varie d’une manière aléatoire dans le temps. 
Le fonctionnement du système est caractérisé par le paramètre de 
sortie u, qui est lié par une relation fonctionnelle avec les paramè- 
tres @; : 


u — f(@&1, A, ..., Œn). 


Nous estimons que le système fonctionne normalement, si ce para- 
mètre se trouve dans les limites 


U;,<u< U, 
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et nous disons qu’une panne s'est produite, si le paramètre w sort 
de ces limites. A l'inégalité 


Ui< jf (œ:, .., An) < Us (2.4.16) 


correspond un certain domaine dans l’espace à nr dimensions 
A — (As Oo, ..., Œn)- 


Si nous connaissons de l'expérience, à partir de considérations phy- 
siques, la nature des processus aléatoires &, — @&, (t) et si nous con- 
naissons les paramètres de ces processus, il est possible, en principe, 
de calculer la probabilité pour qu'au cours du temps t le processus 


aléatoire multidimensionnel & (t) ne sorte pas des limites du domaine 
défini par l'inégalité (2.4.16). En pratique, une solution acceptable 
de ce problème général n’a été trouvée que pour certains cas concrets. 
Ainsi, si l’on suppose que le paramètre u — u (t) varie de façon 
monotone, il suffit alors dans ce cas, pour le fonctionnement sans 
défaillance du système au cours du temps {, que l'inégalité (2.4.16) 
ne soit vérifiée qu'à l'instant final du temps t. Or, dans ce cas 
la probabilité de l'inégalité (2.4.16) peut être trouvée si l’on connaît 
la distribution unidimensionnelle des fonctions aléatoires az (£) à 
l'instant {. On suppose fréquemment [15] que les fonctions aléatoires 
ax (t) sont linéaires 


an (£) = Ent + nn. (2.4.17) 


La distribution du couple (&4, n:), qui par hypothèse ne dépend pas 
du temps, peut être trouvée de la manière suivante. Si sur l’inter- 
valle (0, T)on connaît des réalisations œ; (ft), @2 (ft), . .- -, @m (t) 
du processus aléatoire &; (t), alors pour chacune de ces réalisations 
nous cherchons une fonction linéaire xt + y, approchant la fonction 


œ, (t) en moyenne de la meilleure manière. A cette fin nous cherchons 
le minimum de l'intégrale 


T 
Y' (rs, Ye) — | [Ps (€) — zst — ysJ* dt 
U 


par rapport à x, et y,. Nous obtenons ainsi des couples de nombres 
(x, Y3), - +, (Zms Um) que l'on peut considérer comme une série 
d'observations indépendantes de la variable aléatoire (E,, nx). 
Si le nombre d'observations m est suffisamment grand, on peut, avec 
un degré suffisant d’exactitude, déterminer la loi de distribution 
du couple (E;, nx). Si l’on suppose en outre que le domaine à n di- 
mensions défini par l'inégalité (2.4.16) est convexe, alors pour le 
fonctionnement sans défaillance du système au cours du temps ft 
il faut qu’à un instant final £ soit vérifiée l'inégalité (2.4.16). Si nous 
connaissons la distribution de tous les couples (E;, nx), nous pou- 
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vons trouver également la distribution du paramètre de sortie u (t) 
à l'instant 4. La probabilité du fonctionnement sans défaillance 
du système jusqu’à l'instant { est alors égale à la probabilité de 
l'inégalite 

UV, <u(t) <U: 


a cet instant £. 

Considérons encore un autre modèle pour lequel la liaison des 
éléments dans le système est due au fait que la fiabilité de ces élé- 
ments est influencée par la variabilité des conditions extérieures. 

Supposons que les conditions extérieures dans lesquelles se trouve 
le système soient données par la grandeur scalaire ou vectorielle 
« (£), variant en fonction du temps, et que le risque de panne de 
chaque k-ième élément ne dépende que de la grandeur « (6) 


À = À (æ). 
Dans ce cas le risque de panne du système ne dépend lui aussi 
que de « (t) 


n 


À (œ) = à x (@). 


La probabilité du fonctionnement sans défaillance du système 
a évidemment pour expression : 


{ 
= 2[a (t)]it 
0 


P(t)=e : (2.4.18) 


Si les conditions extérieures varient de façon aléatoire, la fonction 
de fiabilité est égale à 


t 
= À Alatr))dr 
P()=Me © | (2.419) 


où la moyenne est calculée pour toutes les réalisations de « (6). 
Si l’on suppose que le processus de variation des conditions exté- 
rieures soit stationnaire et que le temps t£ soit grand par rapport au 
temps de corrélation du processus, on a alors 

[4 


A Lo (t)] dr & 4MA (a), 
0 
et alors 
P (t) = e-tMA (a), (2.4.20) 


autrement dit, on peut dans ce cas prendre les valeurs moyennes 
du risque de panne À, — MA: (œ) et estimer que les éléments sont 
indépendants. 


10—0217 
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Nous avons considéré quelques approches du problème de l'esti- 
mation de la fiabilité du système à éléments indépendants. Natu- 
rellement, elles n'épuisent pas toutes les idées ou toutes les appro- 
ches possibles qui apparaissent dans ce problème difficile et impor- 
tant. Nous avons supposé jusqu'à présent que tous les éléments du 
système fonctionnent de façon continue sans temps mort. En fait, 
dans de nombreux systèmes réels, comme, par exemple, dans les 
calculatrices électroniques, une partie des éléments seulement fonc- 
tionne, alors que les autres éléments sont soit débranchés, soit bran- 
chés, mais n’accomplissent aucune fonction. 

Au cours du temps la durée de l'état de service du système varie, 
certains éléments passent à l’état de non-fonctionnement, d’autres au 
contraire entrent en fonctionnement. Supposons que le risque de panne 
de chaque élément soit constant, mais dépende de l'état de l'élé- 
ment, s’il fonctionne ou non. Dans ce cas le risque de panne de tout 
le système est constant sur tous les intervalles, où fonctionne un 
même groupe d'éléments, et varie par sauts aux instants, où certains 
éléments passent d’un état à l’autre. Le groupe d'éléments en état 
de service détermine l'état du système. Soit V le nombre de tous 
les états possibles du système. À chaque état correspond un risque 
propre de panne du système 


LTE ho; ... Àv. 


Supposons encore que le processus de succession des états soit s/a- 
tionnaire et ergodique. Voilà ce que cela signifie : soit t4 (£) le temps 
aléatoire durant lequel le système se trouve à l'état À jusqu'à l'in- 
stant {. On a alors avec une probabilité égale à l'unité (convergence 
presque sûre) 

HO op, k=1,2,..., N, 
où p, est la probabilité pour qu'à un instant aléatoire le système 
se trouve à l'état k. 

Si les temps % (£), . .., tn (t) sont connus, alors la probabilité 
conditionnelle du fonctionnement sans défaillance du système est 
égale à 

P(h=e MAO. Axa, 


C'est pourquoi pour les temps aléatoires t4({) la fonction de fia- 
bilité du système est 


Supposons encore que le temps {—+ oo et que les produits Axe 
restent bornés. Alors, avec une probabilité unité, on a 


: nt — À Appt 
P(t)=Me #=1 me “= ; 
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Cette relation limite signifie que dans les cas où la succession des 
états se produit avec une vitesse relativement grande, de sorte qu'avant 
la panne le système a le temps de modifier de nombreuses fois son 

état. on a la formule approchée 

N 
- À Axrat 
P(tjze #1 (2.4.21) 
& 
La somme © AsPa peut être considérée comme le risque moyen de 
k=1 
panne du système. 

Fiabilité d'un système renouvelé. Nous avons considéré jusqu'ici 
le fonctionnement du système jusqu’à la première panne. Nous sup- 


Fig. 2.4.1 


poserons maintenant que chaque élément du système soit renouvelé 
après la panne. 

Considérons tout d’abord le cas où le renouvellement a lieu 
instantanément. Nous estimerons comme plus haut que les proprié- 
tés initiales de l'élément sont intégralement rétablies. Supposons 
encore que le fonctionnement, la panne ou le renouvellement d’un 
élément n'aient aucune influence sur la fiabilité des autres éléments. 
Les instants des pannes de chaque élément constituent un processus 
de renouvellement, et en vertu de nos hypothèses ces processus sont 
indépendants. Désignons par F, (t) (k = 1, 2, ..., n) la loi de 
distribution de la durée de vie du k-ième élément. Nous supposons 
comme habituellement que ces lois possèdent une densité continue 
fx (t) et que la durée moyenne de vie de l’élément 7, et la variance 
o, existent. Nous ne considérerons plus bas que le cas, où les élé- 
ments du système sont reliés (au sens de la fiabilité) en série et où 
la panne de n'importe quel élément entraîne la panne de tout le 
système. Si l’on porte les instants des pannes de tous les éléments 
sur l'axe commun du temps on obtient un flux de pannes du système. 
Ce flux est la somme de nr processus de renouvellement (fig. 2.4.1). 

Notre problème consiste à étudier le flux de pannes du système 
et à trouver ses caractéristiques principales. Soit v4 (t) le nombre 


10% 
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aléatoire de pannes du X-ième élément jusqu'à l'instant #, À — 1, 
2, ..., n,et v (ft) le nombre aléatoire de pannes du système jusqu'à 
l'instant t. Il est évident que 


VE) = vu () +... va (6). (2.4.22) 


Cela permet de trouver très simplement le nombre moyen de 
pannes du système jusqu’à l'instant { que nous désignerons par 


H (4) =Mw(t) = M, (6) + ... + My, (1) — 
=H;(t)+H:(9+...+Ha(t), (24.23) 


où Hg(t) est la fonction de renouvellèment du k-ième élément. 
La dérivée 
h(t)= H" (t) 


est appelée intensité des pannes. Elle est égale au nombre moyen de 
pannes au cours d'une unité de temps (si cette unité est petite). 
L'intensité des pannes h (ft), qui est la caractéristique principale 
du flux des pannes, peut être déterminée expérimentalement. 
Pour cela nous enregistrons les instants des pannes du système 
et nous partageons tout le temps des observations en intervalles 
de longueur À, de sorte que dans chaque intervalle tombe un nombre 
suffisamment élevé de pannes (non moins de dix). Soient ri, 72, ñ3, ... 
..., 1 les nombres de pannes compris respectivement dans le 
premier, le second, le troisième, etc. intervalles. Sur chaque k-ième 


L . n 
intervalle nous construisons une colonne de hauteur F . La courbe 


en escalier ainsi obtenue nous donne une estimation de la fonction 
h (t). Il est malheureusement très difficile de déterminer l'erreur 
de cette estimation, car dans le cas général la nature probabiliste 
du flux de pannes du système est très complexe. 

L'égalité (2.4.22) permet de trouver également la distribution 
du nombre de pannes v (t) du système. La formule (2.3.4) nous donne 
la distribution du nombre de pannes pour un processus de renouvelle- 
ment 


P £va (4) = 5} = Fus (t) — Fax (0) = Ps (0). 
Ici F»s (t) désigne la convolution s-uple de la loi de distribution 


k 
Introduisons, pour trouver la distribution de v ({), la fonction 


génératrice du nombre de pannes de l'élément 
Pat, 2) =M2 0 = 3 Pas () 2°. 
s=0 


Comme les grandeurs v; (é) sont indépendantes, la fonction 
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génératrice des pannes du système est 
P(t, z)= > pa(t) 2° =Ma 0 = 
s—=0 


— M2 0 M0 MO = D, (4, 2) Pot, 2)... Pat, 2), (2.4.24) 
où ps(t)=P{v(t)—s}. 


Connaissant la fonction génératrice P ({, z), nous pouvons trou- 
ver les probabilités cherchées p, (t) 


Ps(t)= À Paie(t) P2s,(t) +. Pns, (t).  (2.4.25) 
St. ss +8,=S = 

Il est souvent important en pratique de savoir si le système fonction- 

nera sans défaillance dans l'intervalle (£, & + x). Cet événement 

aura lieu si et seulement si aucun des éléments ne tombe en panne 

dans cet intervalle. Désignons par p, (x) la probabilité de fonction- 

nement sans défaillance du système dans l'intervalle (f, £ + +) 


et par p®) (t) la probabilité de fonctionnement sans défaillance 
de l'élément k dans l'intervalle (4, £ + +). Comme les éléments sont 
indépendants, nous avons 


pitt) = pf (tx) ... pi (tr), (2.4.26) 


où chaque probabilité p'? (x) est déterminée d'après la formule 
(2.3.26). On aurait pu trouver de nombreuses autres caractéristiques, 
par exemple: la probabilité d'apparition de s pannes exactement 
dans l'intervalle (£, & + +), la distribution de la s-ième panne du 
système, la distribution de l'intervalle entre deux pannes consécu- 
tives du système, etc. Nous ne nous attacherons pas à la démonstra- 
tion de toutes ces formules, car de même que les formules (2.4.25) 
et (2.4.26) elles sont toutes extrêmement compliquées et ne présen- 
tent que peu d'intérêt pour la pratique. 

Par contre, nous allons considérer les propriétés asymptotiques 
du flux de pannes du système dont nous tirerons des formules appro- 
chées simples et d'application pratique pour les diverses caracté- 
ristiques du flux de pannes du système. En règle générale, le système 
se compose d'un grand nombre d'éléments pouvant s'élever à un 
millier ou même à des dizaines de milliers. Par ailleurs, chaque 
élément pris en particulier possède une durée de service relativement 
élevée et tombe rarement en panne. Le flux de pannes du système 
est ainsi la somme d’un grand nombre de flux rares de renouvelle- 
ment. Conformément à nos hypothèses, ces flux sont indépendants. 
La part de chaque élément dans le flux général de pannes du système 
est infime, car usuellement le système ne comporte pas d'élément 
dont le flux de pannes soit d’une intensité comparable à celle du 
flux de pannes de tout le système. Dans le flux de pannes du système 
ne sont dépendantes que les pannes qui appartiennent à un même 
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élément, mais elles sont, avec une probabilité proche de l'unité, 
séparées par un grand nombre de pannes des autres éléments. Il en 
découle que l'apparition des pannes dans un intervalle de temps ne 
modifie pas (ou, plus exactement, ne modifie presque pas) la pro- 
babilité d'apparition d’un nombre arbitraire de pannes dans un autre 
intervalle de temps disjoint du premier. Il découle de ces considé- 
rations physiques qu'avec les hypothèses formulées plus haut, 
le flux de pannes du système est sans post-action. D'autre part, 
nous avons supposé plus haut que les lois de distribution F}, (t) 
possèdent des densités de probabilité continues. Il en découle 
que la fonction ÆH ({), représentant le nombre moyen de pannes, 
est continue et, comme on peut aisément le démontrer, le flux de 
pannes du système est ordinaire, autrement dit, la probabilité 
de l'apparition simultanée de deux pannes est nulle. On démontre 
en théorie des files d'attente qu’un flux ordinaire, possédant une 
fonction continue }X (t) et dans lequel la post-action est absente, 
représente un flux non stationnaire simple. Cela signifie que la pro- 
babilité d'apparition de s pannes dans tout intervalle (4, f>) a 
pour expression 
8 
P.(ty, te) = [47 (t2) — I (t3)] 


e-[H(t2)-H(t3)]. (2.4.27) 
s! 


et pour tout système d'intervalles disjoints les événements consis- 
tant en l'apparition d’un nombre donné de pannes dans un intervalle 
déterminé sont indépendants. Nous avons ainsi montré que sous 
des conditions assez générales le flux de pannes du système sera, 
du moins approximativement, un flux non stationnaire simple. Les 
raisonnements que nous venons de rapporter ne constituent pas, 
bien qu'ils soient suffisamment convaincants, une démonstration 
rigoureuse de cette affirmation. Une telle démonstration existe 
[16], mais nous ne la rapporterons pas et nous nous bornerons aux 
propos présentés dans ce qui précède. On voit de la formule 
(2.4.27) que le nombre de pannes est, sur chaque intervalle de 
temps, distribué suivant une loi de Poisson. C'est pourquoi un 
tel flux de pannes est souvent appelé flux de Poisson à paramètre 
variable. Ce paramètre variable est l'intensité des pannes h (f). 
La formule (2.4.27) peut s’écrire ainsi 


{o : ta 
[ he) dt _ Ç'çat 
Pass t)=——<e 


Si dans l'intervalle (4, ++) la fonction À ({) est approximativement 
linéaire, l'égalité approchée 


[u (: ++) | Lu (1+—) T (2.4.28) 


s! 


Ps (4, L+-T) FF 
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donne une bonne approximation pour ces probabilités. Si la fonc- 
tion h({) est approximativement constante dans cet intervalle, 
k(t)&h, on à alors 


Pa (£, t+r) Su 


Cette dernière formule est le plus souvent utilisée. 
En particulier, la probabilité de fonctionnement sans défail- 
lance dans l'intervalle (4, £--T) est 


Pott, t+Tt)&e-tHHT)- HN), (2.4.30) 

Si, comme précédemment, A({) est approximativement constante 
dans cet intervalle, on a 

Pot, t+-T) & eh, (2.4.31) 


I1 découle de la formule (2.4.30) que le temps moyen s'écoulant 
jusqu'à la première panne après l'instant £ est 


UD our. (2.4.29) 


Tuoy = | e-U+-H(01 dr = el | e-H& dx. (2.4.82) 
(9) t 


Si la fonction L({) ne varie presque pas dans les intervalles entre 
les pannes consécutives, il découle de (2.4. 31) que ce temps moyen 
a pour expression approchée 


1 
Tmoy a EU . (2.4.33) 


Considérons encore quelques caractéristiques de notre flux. 

Soient fi, fe, ..., €, les instants des pannes consécutives du 
système. Trouvons la loi de distribution de l'instant £, de la s-ième 
panne 


P {/ cD=PpO>= D LU en (2.4.34) 
S RE cal n- k! ? 2 
d’où nous tirons le temps moyen s’écoulant avant la s-ième panne 
oo s—1 © k 
M=(Pt>ga=x | ile-nw de. 
U k=0 0 


On trouve aisément la loi de distribution du temps s’écoulant 
entre la s-ième et la (s+1)-ièeme pannes 


[ LH (9}°— 1 


pre GO R(z)dz, (24.35) 


P {lat —ts > t} — 
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et sa valeur moyenne 


Mmi—t)= | IFOL ex de. (2.4.36) 
U 


Nous sommes très souvent intéressés par la fiabilité du système 
dans l'intervalle initial du temps, durant lequel le nombre moyen 
de pannes éventuelles du système est négligeable devant le nombre 
d'éléments du système. Cela signifie que 


H(t) & n. 


Si la fiabilité de tous les éléments est environ du méme ordre, 
il en découle que F,(1) < 1 et a fortiori que Fk(t) < 1. Or, nous 
avons montré que dans ces conditions 


H} (4) & Fr (£). 
Cela signifie que 


H (t) = à Fa (+), (2.4.37) 


et que l'erreur relative de cette égalité approchée ‘n'excède pas 


Fr (0 
max = O 
L'utilisation de cette égalité approchée simplifie notablement tous 
les calculs: | — 

Par ailleurs, le fonctionnement du système se poursuit souvent 
si longtemps que presque tous les éléments du système ont le temps 
de tomber en panne plusieurs fois. Dans ces conditions les processus 
de renouvellement deviennent stationnaires et, par conséquent, le 
flux de pannes du système se stabilise. Etant donné que les densités 
de renouvellement de chaque élément tendent vers les limites 


; { 
lim Ar ({)—=——, 
nee k ( ) Th 


l'intensité des pannes du système a pour limite 


LL 
: 1 
lim À ({) = ho = — . 2.4.38 
lim (9h À 7, (2.4.38) 
Le flux du système devient alors un flux de Poisson à paramètre 
constant, autrement dit un flux simple. Pour ce flux la probabilité 
d'apparition de s pannes durant un laps de temps + ne dépend pas 
de la position de ce laps de temps et a pour expression 


l 8 
Ps (t) = Con er ner. (2.4.39) 
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En particulier, la probabilité de fonctionnement sans défaillance 
du système au cours du temps 7t est égale à po (t) = et et, par 
conséquent, le temps moyen de fonctionnement sans défaillance est 


1 
T moy — (2.4.40) 

Il est bon de noter que si la fiabilité de chaque élément du 
système suit une loi exponentielle 


Fr(t)=1—e "#7, 


alors le processus de renouvellement pour chaque élément constitue- 
ra un flux simple, et, par conséquent, le flux de pannes du système, 
étant la somme de flux simples, sera aussi un flux simple d'intensité 


hk= D hr. (2.4.41) 
R=1 


Fiabilité d'un système à temps de renouvellement fini. Passons 
maintenant à l'étude de la fiabilité du système dans le cas où le 
renouvellement de chaque élément exige un certain temps que l’on ne 
peut négliger. Soit F, (t) la loi de distribution de la durée de vie 
de l'élément # et G, (t) la loi de distribution du temps de son renou- 
vellement. Nous supposerons comme toujours que ces lois posse- 
dent des densités continues f, (£) et g4 (t) et qu'existent les moyennes 
finies T;, et T}2 et les variances 0%: et O2. 

Au cours du renouvellement l'élément du système peut se com- 
porter différemment. Nous ne considérerons que deux cas. 

1. Au cours du renouvellement d’un élément le système est dé- 
branché, ne fonctionne pas. Durant ce temps il ne se produit aucune 
modification notable dans les autres éléments et, par conséquent, 
quand l'élément est renouvelé, ils recommencent à fonctionner de 
la même façon que si le renouvellement était instantané. 

2. Au cours du renouvellement d’un élément tous les autres 
éléments continuent à fonctionner. Les pannes et les renouvelle- 
ments de l'élément n'influent pas sur la fiabilité des autres éléments. 
Le temps de renouvellement de l'élément ne dépend pas de l’appa- 
rition ou de la non-apparition au cours de ce temps des pannes des 
autres éléments. En d'autres termes, chaque élément tombe en panne 
et est renouvelé indépendamment des autres. 

Etudions tout d’abord le premier cas. Nous supposerons, comme 
plus haut, que le nombre d'éléments du système est grand et que 
l'intensité des pannes de chacun d'eux constitue une part infini- 
ment petite de l'intensité globale des pannes du système. Dans ces 
conditions le comportement du système peut aisément être décrit. 
Les intervalles de fonctionnement du système succèdent aux inter- 
valles de renouvellement. 
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Les intervalles de fonctionnement pris séparément +;, t:, ... 
constituent un flux de Poisson à paramètre variable. La distri- 
bution de +. peut être trouvée de la formule (2.4.32). La longueur de 
chaque intervalle de renouvellement 7; ne dépend pratiquement pas 
de la longueur des intervalles contigus de fonctionnement et de re- 
nouvellement, puisque les pannes se produisant dans un élément sont 
séparées par de grands intervalles de temps. C’est pourquoi il n’est 
pas difficile de trouver la distribution des intervalles de renouvelle- 
ment t;. La probabilité pour qu'au cours d’un laps de temps infini- 
ment petit (£, { + At) se produise une panne de l'élément k est égale à 


ha (t) At + o (At), 
et la probabilité d'une panne du système dans cet intervalle est 
h (£) At + o (Av). 


n 


he (t) — à hu (#). 


Il en découle que la probabilité conditionnelle de panne de l'élé- 
ment # dans cet intervalle, sachant qu'une panne du système s’est 
produite dans cet intervalle, est 


hx (9) At+o(At) x (0) 
h (D At+o(At) — À) +0 (1). 


Cela signifie que la probabilité pour que la panne du système se 
produisant à l'instant { affecte l'élément k est égale à 


ha (t) 
h(t) ° 


C'est pourquoi la distribution de la durée de la période de renou- 
vellement, qui a débuté à l'instant f{, peut être trouvée en vertu 
de la formule des probabilités totales 


ñn 
, h 
P{r<t}= Y TT Gh (x). (2.4.4) 
k=1 
La distribution du début de la s-ième période de renouvellement peut 
être trouvée si l’on connaît la distribution des périodes précédentes 
de fonctionnement et de renouvellement. Nous pouvons alors, en 
appliquant à nouveau la formule des probabilités totales, trouver 
la distribution marginale de la période tT;. Une telle voie conduira à 
des formules très compliquées. C'est pourquoi nous étudierons le: 
flux des pannes et des renouvellements du système par voie quelque 
peu différente. D'après nos hypothèses, les intensités des pannes 
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h4 (t) et h (t) varient très lentement. Nous supposerons que dans 
l'intervalle de temps considéré elles sont constantes 


Rk()=hn, h() =h. 


Les périodes de fonctionnement seront alors distribuées suivant 
une loi exponentielle 


Péri <i}=1—e-ht, (2.4.43) 


et les périodes de renouvellement auront, comme ïil découle de 
(2.4.42), la distribution 
n 
#” k 
P {ti <1}— D + Gr ()=G (1), (2.4.44) 
R--1 
et toutes ces périodes seront indépendantes. Le flux des pannes et 
des renouvellements du système constitue ainsi le processus déjà 
considéré de renouvellement à temps de renouvellement fini. 
C'est pourquoi nous pouvons utiliser, pour étudier la fiabilité 
du système, les caractéristiques trouvées plus haut de ce processus. 
Le temps moyen de fonctionnement du système sera en vertu 
de (2.4.43) égal à 
Ti=(ettd=r, (2.4.45) 
0 
et le temps moyen de renouvellement sera égal à 
oo ñn 
Fr — | 1—G(id= SET. (2.4.46) 
0 k=—1 
Par conséquent, le coefficient d'aptitude aura dans l'intervalle 
donné pour expression 


T 1 
ape + RE = —>7 — (2.4.47) 


n 
14 D hnThe 
k=1 
La probabilité de fonctionnement sans défaillance au cours du 


temps { sera 
{ 


P(t)= ane "= ane T1. (2.4.48) 


Si le système fonctionne pendant un temps suffisamment long, 
les intensités Xx(t) et (tr) s'’approcheront de leurs limites 


| | ot 
lim = et oh Ta 
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Dans ce cas les formules (2.4.45) à (2.4.48) prendront la forme 


1 Tps 1 
Ti ————; T:=T; D 7: kapt=— —— ; (2.4.49) 
1 Rk= 1 T ho 
Th: *r D This 


Notons que si le temps de fonctionnement et le temps de renouvelle- 
ment de chaque élément suivent une loi exponentielle, les formules 
(2.4.49) sont exactes pour tout intervalle de temps et pour un nombre 
arbitraire d'éléments. 

Passons maintenant à l'étude du second cas [17], quand chaque 
élément fonctionne et est renouvelé indépendamment des autres. 
Dans ce cas le flux des pannes et des renouvellements du système 
est la somme de n processus indépendants de renouvellement à temps 
de renouvellement fini. Pour un tel système on peut trouver aisé- 
ment le coefficient d’aptitude k:pt (f), égal à la probabilité pour qu’à 
l'instant t le système soit en état de fonctionnement. Considérons 
les fonctions aléatoires unitaires v, (t) (s — 1, 2, ..., n) définies 
de la façon suivante: 


1, si à l'instant { l'élément s est en état de 
Vs (4) = fonctionnement, 


0, si à l’instant { l'élément s est er panne. 


La fonction 
V()= Vi (6) va (6)... va (6) 


est alors égale à l'unité si à l’instant £ le système est en état de fonc- 
tionnement et à zéro s'il est en panne. Les fonctions v, (t) sont par 
hypothèse indépendantes, de sorte que 


kapt (4) = P {v(t) = 1} = Mv (4) = Mo, (4) Mv, (4) ... Mv, (6) = 
= kapt (1) käpt (4) ... käpt (1),  (2.4.50) 


où AD (4) désigne le coefficient d'aptitude de l'élément s, calculé 

d’après la formule (2.3.37). Avec le temps le flux des pannes et des 
renouvellements du système devient stationnaire et pour ce cas 

T Ta T 

k EE LP EE 4.01 

PE Ts To Tai To Tni--Tne #59 

Pour déterminer les autres caractéristiques du système nous nous 

limiterons au cas stationnaire, en supposant que le système fonc- 

tionne depuis un temps suffisamment grand. Supposons qu’à l'instant 

{ a eu lieu le renouvellement du système. Trouvons la probabilité 

pour que le système fonctionne sans défaillance au cours du temps t. 
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Pour établir cette probabilité considérons les deux événements sui- 
vants : 

A (At, t), signifiant que dans l'intervalle de temps ({ — Aë, t) 
a eu lieu le renouvellement du système et que dans l'intervalle 
(£, t + +) le système a fonctionné sans défaillance; 

A (At), signifiant que dans l'intervalle (£ — At, t) a eu lieu le 
renouvellement du système. 

Il est évident que la probabilité cherchée est égale à 

LD Je __m Pf{4 (At, t)} 
p(t) Jin P{A (At, t)| 4 (At)} Jim PAG 

Si l’on néglige les événements dont la probabilité est infiniment 
petite par rapport à Af, l'événement À (At, x) se présentera sous 
forme de somme d'événements disjoints 


À (At, t) = À; (At, t) + A: (A4, t) +... + An (At, t), 
où l'événement 4,, (At, t) consiste en ce que le m-ième élément 
est renouvelé dans l'intervalle de temps ({ — At, t) et que les autres 
éléments fonctionnent alors sans défaillance dans l'intervalle (4, 
t+ +). La probabilité de cet événement est égale à 
[t1—F, (x)ldr 


P {Am (At, 7)}= 2m I] © 


Tm1+ Tm2 ne Te1 + To SEA ne 


d’où nous tirons 
P{A (At, t)}= > P {Am (At, t)}. 
m=i 
Comme l'événement A +. 0), nous avons 
P{4 (A1)}— 24 CTI 7 = +0 (A). 
Nous pouvons maintenant rouver le probabilité cherchée 


1— Fm 
> Eu N +. F- Jus. (al de 
p(D= lim EE T)} m=— 1 
S 12 
Tmi 
m= 1 


0 P{AGA)} 
Pour donner à cette formule une forme plus compacte, dési- 
gnons par 


D, (rt) = 


[1—F, (x)] dz 


Ou À 


rx | 
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la loi de distribution du potentiel de durée (durée de vie restante} 
du s-ième élément, et soit ®,(t) = ©, (r) = sa densité. 
si 


Introduisons encore la notation 


m=— 1 
T, est le temps moyen séparant deux pannes consécutives du 
système dans le cas du renouvellement instantané. Notre proba- 
bilité peut alors s'écrire 


p()= To à Pm (T) I H—Ds (= —7To [I] (1—©@, (1)]}". (2.4.52} 


Cela permet de trouver très facilement la durée moyenne de la 
période de fonctionnement du système 


= p(r)dr= II 1—®@,(]F—T,. (24.53) 


Nous avons ainsi 


Nous voyons que la durée moyenne de fonctionnement du système 
s'avère la même que lors du renouvellement instantané. 

Supposons maintenant que 7, soit le temps moyen de renouvelle- 
ment du système. Dans ce cas, d’une part, le coefficient d'aptitude 
du système k;nt est égal à 
eu 
Ti+T2” 
et d'autre part, ce coefficient s'exprime par les formules (2.4.51). 
Egalant ces expressions 

Ta Ti T2 Tns 
Ti+Te  Ty4Tse Toit To Tni+Tne 


nous Obtenons une équation permettant de déterminer le temps 
moyen 7: 


kapt — 


= Kapt: 


1— kapt 


T,=T; (2.4.54) 


kapt 
Si nous supposons, comme nous l’avons fait plus haut, que le nombre 
d'éléments est grand et que la part de chaque élément dans le flux 
des pannes et des renouvellements du système est infiniment petite, 
nous pouvons alors trouver pour la probabilité p (tr) une expression 
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approchée plus simple 


T 
pire Ti. (2.4.55) 


Cela permet de trouver la probabilité de fonctionnement sans 
défaillance du système dans l'intervalle (/, 1+7+) 


T 

kaptP (T) Æ hante T1. (2.4.56) 
Notons en conclusion que dans le cas, où la durée de vie de l'élément 
est distribuée suivant une loi exponentielle F, (4) = 1 — e-*# 
et le temps de renouvellement suivant une loi arbitraire, on peut 
non seulement déterminer le temps moyen de fonctionnement et 
de renouvellement du système, mais encore trouver les lois exactes 
de leur distribution. Indiquons simplement l'idée de ces développe- 
ments sans en donner une démonstration détaillée. 

Remarquons pour cela que dans notre cas les périodes de fonction- 
nement et de renouvellement du système sont indépendantes et que 
la période de fonctionnement suit la loi 

1—e-at, 


* 


ou 
a 
NT 
19. 
k=1 


et la période de renouvellement du système est distribuée suivant 
une loi arbitraire que nous noterons © ({). 
Le coefficient d'aptitude du système est 


Kape (4) = käpe (4). Kant (4) 
et, par conséquent, nous est connu. On peut d'autre part expri- 


mer ce coefficient en fonction de © (4). 
Soit 


LA 
pH=D( et pt)= [Ae-A-Mp (x) d2. 
(1) 
La formule (2.3.37) donne alors 


(4 
kape ()= et + [ e-Mi-h (x) dx, (2.4.57) 
ü 


où À (x) — ÿ» V (x) est la densité des instants de renouvellement du 
h= 1 

système. On tire de l'équation (2.4.57) la fonction h (t) et déter- 

mine la loi cherchée ® (t). La transformée de Laplace pour © (1) 

s'exprime aisément à l’aide de la transformée de Laplace de la 

fonction À (4). 


Chapitre 3 


ESTIMATION DES INDICES DE FIABILITÉ 
D'APRÉS LES RÉSULTATS DES EPREUVES 


$ 3.1. Essais de fiabilité 


L'organisation et la conduite des essais des articles à la fiabilité 
débordent largement le cadre de l’utilisation exclusive des méthodes 
mathématiques. 

Le principal moment de l’organisation des essais réside dans le 
choix des paramètres dont l'estimation des valeurs doit constituer 
l'objet essentiel des essais. Ce choix est avant tout déterminé par la 
signification physique des caractéristiques proposées et aussi par 
les points faibles, qui ont été décelés au cours du fonctionnement 
des articles soumis à l'essai ou lors de l'exploitation des articles 
fabriqués au préalable. Il est hors de doute que cette étape du tra- 
vail vient peser de tout son poids sur les chimistes, les physiciens 
et les ingénieurs. Le rôle du mathématicien apparaît plus tard, quand 
il devient nécessaire d'estimer la dépendance réciproque des paramè- 
tres choisis et d'effectuer le traitement des résultats des essais. 

Il est très rare, même pour les éléments relativement simples, 
condensateurs, résistances, diodes, etc., de pouvoir obtenir une 
caractéristique suffisamment complète de la fiabilité en mesurant 
un seul paramètre. En règle générale, on doit connaître plusieurs 
grandeurs pour pouvoir formuler une représentation concrète de 
l'article. Par exemple, s’il s’agit de l’axe du piston, il est important 
de connaître non seulement ses dimensions géométriques (y compris la 
conicité), mais aussi l’homogénéité de cémentation. Exactement 
de la même façon une résistance n’est pas suffisamment caractérisée 
par la valeur de la résistance en ohms. Pour évaluer la fiabilité, 
un grand rôle appartient à la stabilité de la résistance aux influen- 
ces thermiques et électriques, à la durée de stockage, à l'influen- 
ce de l'humidité. 

On doit considérer que le deuxième moment important de l’orga- 
nisation des essais est le choix des conditions extérieures, y compris 
le régime de travail au cours des essais. Il va de soi que le choix 
des conditions doit tenir compte dans une grande mesure des parti- 
cularités du fonctionnement de l’article en cours d'exploitation. 
Ces conditions (température, humidité, tension, vibrations, chocs, 
distribution des charges dans le temps, etc.) doivent être differen- 
tes pour un lot d’articles destinés à être utilisés dans une région tro- 
picale ou en Arctique, dans une zone désertique ou dans des régions 
montagneuses. 
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Les conditions extérieures peuvent exercer une influence exces- 
sivement forte sur le caractère de variation des paramètres mesurés. 
Une illustration intéressante de ce fait a été transmise aux auteurs 
par L. Kristallinski. Si une partie des articles d'un même lot sou- 
mis à l'essai (par exemple, des résistances métallocéramiques) subis- 
sent une contrainte continue au cours du temps f, et qu’une autre 
partie de ces articles subissent également une contrainte au cours 


Fig. 3.1.1 


d'un même temps global {, mais où les périodes de contrainte alter- 
nent avec les périodes de repos, le comportement des paramètres 
de ces deux groupes d'articles sera notablement différent. 

On a représenté sur la figure 3.1.1,a le comportement général 
du gain B d'un transistor. La variation assez forte des ordonnées 
du graphique en fonction du temps est due à l'instabilité de tempé- 
rature. On a représenté sur la figure 3.1.1,b la variation de ce même 
paramètre sous la condition que l’on ait maintenu rigoureusement la 
stabilité de la température. Si Biur et Bsup désignent les limites infé- 
rieure et supérieure de la variation admissible du paramètre, on voit 
que dans le premier cas le paramètre de l'article dépassait la valeur 
supérieure extrême (on avait relevé une panne), alors que dans le 
second cas on n'avait pas observé de pannes. 

I1 semble séduisant d'utiliser les données non seulement des es- 
sais spécialement organisés, mais aussi les données relatives aux 
pannes des équipements fonctionnant dans les conditions réelles. 
Toutefois, ces données ne peuvent être utilisées directement pour 
l'analyse des questions de fiabilité. Il faut au préalable les classer 
suivant les conditions extérieures dans lesquelles a fonctionné l’équi- 
pement. 

Les considérations physiques et la science d'ingénieur doivent 
également être mises à la base du choix des limites admissibles de 
variation des paramètres, de sorte que la sortie des valeurs des para- 
mètres en dehors de ces limites doit être qualifiée de panne. Ces 
limites sont dans une notable mesure déterminées par la destination 
des éléments, car pour un appareil on tolère des variations telle- 
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ment grandes de ses paramètres que pour un autre appareil elles 
seraient qualifiées de pannes. Nous avons traité en détail de la notion 
de panne au $ 2.1. 

L'instant d'apparition de la panne ne peut pas être indiqué à 
l'avance, il est aléatoire. En fait, tous les paramètres déterminant la 
fiabilité des articles possèdent un caractère probabiliste, puisque 
leurs valeurs varient d'un article à l’autre et que cette variation 
n'est pas organisée, mais aléatoire. Cette circonstance nous oblige 
à estimer sur la base des essais la distribution des caractéristiques 
numériques de fiabilité qui nous intéressent ainsi que les liaisons 
existant entre elles. Nous sommes ainsi arrivés à la position des 
principaux problèmes de la statistique mathématique: a) estimation 
des valeurs des paramètres inconnus des distributions et b) vérification 
de divers genres d'hypothèses statistiques. 

Les essais peuvent être organisés de nombreuses façons. Suivant 
les règles régissant le déroulement des essais on parle de tel ou tel 
plan de leur conduite. Le plan des essais doit inclure diverses indica- 
tions, en particulier, le nombre d'articles, d'éléments ou d’équipe- 
ments qui doivent être soumis à l'essai; quand doit-on effectuer le 
contrôle des articles (de façon continue ou à des instants donnés à 
l'avance du temps) ; remplacer ou ne pas remplacer les articles tom- 
bés en panne ; quand doit-on cesser les essais ou ajouter de nouveaux 
articles pour poursuivre les essais. 

Nous utiliserons les notations suivantes pour la commodité de 
l’écriture : nous noterons par la lettre « B » les plans suivant lesquels 
les éléments tombés en panne ne sont pas remplacés par des élé- 
ments neufs, par la lettre « V» les plans suivant lesquels l'élément 
tombé en panne est remplacé par un élément neuf identique. Sup- 
posons que l'observation des pannes est réalisée de façon continue, 
de sorte que les pannes sont décelées à l'instant même de leur appari- 
tion. Nous noterons par r les plans pour lesquels les observations 
sont conduites jusqu’à l'instant de l’apparition de la r-ième panne, 
par 7 les plans pour lesquels les observations sont conduites durant 
un temps 7, mesuré habituellement en heures. On utilise parfois 
des plans mixtes, pour lesquels les observations sont conduites 
jusqu’à l'instant t{, d'apparition de la r-ième panne sit, <T, 
ou jusqu'à l'instant T si {, > T. Nous désignerons de tels plans par 
(r, T). Nous adopterons également pour simplifier et préciser la 
notation des divers plans les conventions suivantes: nous indique- 
rons tout d’abord le nombre W d'éléments soumis à l'essai, puis la 
présence ou l'absence du remplacement des articles tombés en panne, 
et enfin la durée des essais. Le plan, pour lequel on soumet à l'essai N 
éléments qui ne sont pas remplacés quand ils tombent en panne et 
pour lequel les observations sont conduites jusqu'à l'instant 7, 
est désigné par [WN, B, T]. La notation [NW = 100, V, (r — 15, 
T = 1500)] correspond au plan pour lequel on soumet à l'essai 
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100 éléments, chaque élément tombé en panne est remplacé par un 
élément neuf et les observations sont conduites soit jusqu’à l'instant 
t;; d'apparition de la 15° panne, soit au cours de 1500 heures, si 
t,; > 1500. On voit aisément que dans les conditions rapportées six 
plans différents sont seuls possibles : 


[W, B. T]; [WV, B, rl; [V, B, (r, T)]; 
LV, V, T]; [V, V,r], [WV, V, (r, T)]. 
Désignons par d (t) le nombre de pannes s'étant produites avant 


l'instant {. Par définition la nEUen d (t) ne peut décroître et prend 
successivement les valeurs 0, 1. 2, ... Les points de croissance 


dt] 


LL 


{dll 
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Fig. 3.1.2 


de d (t) correspondent aux instants aléatoires du temps #;. La fonc- 
tion d (t) que l’on observe réellement au cours des essais est appelée 
réalisation du processus d (t) ou trajectoire du processus d (t). 

Désignons par G le domaine du plan (4, d (t)) tel que l'entrée 
de la trajectoire du processus d (t) dans ce dernier entraîne l'inter- 
ruption des essais. Pour les plans [N, B, Tlet [N, V, T] nous devons 
prendre en qualité de G le demi-plan £{ >> T. Pour ces plans les essais 
se terminent à l’instant 7, indépendamment de la forme de la trajec- 
toire d (4) (fig. 3.1.2, a). 

Dans le cas des plans [W, B, rl, [N, V, rl (fig. 3.1.2, b) les 
essais cessent à l'instant { de la première pénétration de la trajec- 
toire d (t) dans le domaine (l'ensemble) G = {(t, dj): d>r}. Enfin, 
pour les plans [W. B, (r, T)], IN, V, (r, T)] les essais cessent à 
l'instant de la première pénétration de la trajectoire dans le domaine 
(l'ensemble) G = {(t, d):ou d>7r, ou t > T} (fig. 3.1.2.c). 

En certains cas les essais peuvent être planifiés sur la base des 
valeurs obtenues du temps global de fonctionnement. Si l’on désigne 
par À (1) le nombre d'éléments fonctionnant sans défaillance jusqu’à 
l'instant £, N (&) — N — d (t), la valeur du temps global de fonction- 
nement S ({) à l'instant t est déterminée comme la somme des temps 
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durant lesquels les éléments soumis à l'essai ont fonctionné sans 
défaillance. Nous avons ainsi 


d({) 


{ 
SH=(|N(sa=y hit N (tt. (3.1.1) 
0 


i=1 


où !/; sont les instants des pannes des éléments. Comme pour les 
plans du type V la valeur S ({) — Nt, un complément non trivial 
des six plans indiqués plus haut est donné par les deux plans 
suivants du type B. Pour le premier plan noté [W, B, HS] l'ins- 
tant de l'interruption des essais £* est déterminé comme l'instant, 
où pour la première fois S (fx) = So; s’il s’avère que S (4x) So, 
alors £* — t{,. Pour le second plan l'instant de l’interruption des 
essais {* est déterminé comme l'instant, où pour la première fois 
se produit l’un des deux événements suivants: ou bien S (t*) — 
— Soetd(t*)<r, ou bien t* —#,, mais S (*)<S,o. Ici t, 
est l’instant d'apparition de la r-ième panne. Nous employerons 
pour ce plan la notation [W, B, (r. HS5)l. Il est bon d'avoir en vue 
que [N, B, HSol = IN, B, (N, HS). Nous avons de façon ana- 
UNS B, (N, TI = IN, B, T], mais [N, V, (N, TI Æ IN, 
LR 1 


On comprend aisément en observant les figures 3.1.2,a, b, c 
que l’on peut en principe considérer des plans des types B, V, pour 
lesquels l'instant d'interruption des essais coïncide avec l'instant 
de la première pénétration dans l’ensemble G dont la frontière, géné- 
ralement parlant, peut être de forme arbitraire (fig. 3.1.3,a). On a 
montré sur la figure 3.1.3,b un plan de Wald du type progressif que 
nous étudierons en détail au $ 4.4 du chapitre suivant. Pour les 
plans de Wald les frontières de l’ensemble G des points d’interruption 
des essais sont données sous forme de lignes parallèles L, et L,, tracées 
en pointillé sur la figure 3.1.3,b. L'instant d'interruption t* est 
pris égal au premier instant où la trajectoire d (f) atteint l’une des 
droites L, ou L:. 

Une partie des plans des types B et V que nous venons de décrire 
a déjà été étudiée dans la littérature de fiabilité (cf. par exemple, 
[1]. [2], [3], [4], (43). On peut avoir besoin en certains cas de plans 
différents de ceux que nous avons décrits plus haut. Ainsi, lors des 
essais de réglage des articles nouvellement élaborés, une partie d’entre 
eux peut être soustraite aux essais. [l en résulte que le nombre l’arti- 
cles soumis aux essais varie non seulement du fait que certains d’entre 
eux tombent en panne, mais aussi par suite du prélèvement d'une 
partie des articles à des fins d'analyse ; des indications se rapportant 
à des plans de ce genre sont données dans le livre [7], p. 355. 

Après avoir choisi les conditions extérieures de réalisation des 
essais, choisi de concert avec le client la caractéristique probabiliste 
et opté pour un plan de conduite des essais dont toute l'information 
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est contenue dans la portion de la trajectoire du processus d (t) 
jusqu'à l'instant de la première pénétration dans l’ensemble G, 
on doit donner une méthode d'estimation de la caractéristique choisie 
de fiabilité ou une méthode de construction de l’'atervalle de con- 
fiance. Ce sera précisément l’objet des paragraphes suivants du pré- 
sent chapitre. 

En conclusion de ce paragraphe formulons quelques remarques 
présentant plutôt le caractère de suggestions et ne contenant aucune 


d(t) 
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solution;ni même une indication sur les voies de résolution des pro- 
blèmes soulevés. 

Nous avons souligné au $ 2.1 le caractère relatif de la notion de 
panne, découlant de l'arbitraire inhérent aux notions de limites 
admissibles. La définition des caractéristiques probabilistes d'après 
les instants des pannes même avec un niveau de confiance modéré 
conduit à la nécessité d'entreprendre un nombre considérable d'essais 
des éprouvettes. On peut fortement réduire le nombre d'articles sou- 
mis aux essais, si l'estimation de ces caractéristiques probabilistes 
est réalisée en tenant compte de toute la gamme de variation des 
paramètres dans le temps et non pas du seul instant, où se produit 
la panne. En ne relevant que les instants des pannes nous perdons 
généralement une grande quantité d'information précieuse et nous 
devons combler cette perte par le fait que nous conduisons les essais 
sur un nombre d'articles plus grand. De nombreuses difficultés sur- 
gissent lors de la résolution de ce problème. Premièrement, il est 
indispensable de disposer d'un appareillage spécialisé, permettant 
de suivre la variation des paramètres des articles soumis aux essais. 
Deuxièmement, il faut elaborer des modèles théoriques que l'on 
puisse utiliser pour décrire les processus de variation des paramètres 
dans le temps et sur la base desquels on effectue l'estimation des 
caractéristiques probabilistes exigées. Notons à cet égard que sou- 
vent les variations des paramètres conduisant à une panne ne peu- 
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vent être directement mesurées, mais qu'il est possible de mesurer 
d'autres grandeurs recelant une certaine information sur une panne 
éventuelle. Supposons, par exemple, que la panne soit déterminée 
par les valeurs du paramètre @&, (f); ces valeurs ne nous sont pas con- 
nues, mais nous connaissons, par contre, celles d'un autre paramètre 
&2 (t). On sait que a; (£) et &2 (f) sont deux processus mutuellement 
dépendants (le caractère de la dépendance mutuelle est défini d'une 
manière particulière dans chaque cas concret). On demande d'’esti- 
mer d’après les valeurs de @2 (1) les caractéristiques probabilistes 
requises du processus @ (4). 

Outre la réduction du nombre d'articles soumis aux essais un 
problème très actuel est celui de la diminution de la durée des essais. 
Le fait est que dans de nombreux cas on a besoin de données sur 
les pannes se produisant au cours d’un intervalle prolongé de fonc- 
tionnement ininterrompu, de l’ordre de plusieurs années, et que 
ces données doivent être obtenues d’après les résultats des essais 
conduits durant un laps de temps très petit. Il devient nécessaire 
d'effectuer des essais accélérés, pour lesquels les éléments soumis 
aux essais (les modèles d'appareillage) se trouvent dans des condi- 
tions de fonctionnement plus sévères (température ambiante plus 
élevée. amplitude ou fréquence accrues des vibrations de la plate- 
forme portant les éprouvettes, tension plus forte. etc.). Sous 
régimes plus sévères de fonctionnement, les processus de vieillis- 
sement évoluent plus rapidement, les pannes se produisent plus 
vite. On demande de construire des modèles de similitude, qui 
permettraient d'après les résultats des essais accélérés d'estimer les 
caractéristiques probabilistes correspondant aux conditions norma- 
les de fonctionnement. Nous pensions consacrer un paragraphe de 
notre livre aux essais accélérés. Toutefois, l’étude de la littérature 
adéquate et les contacts, que nous avons pris avec les ingénieurs 
spécialisés dans cette question, nous ont confirmé que cette orien- 
tation des études ne se trouve qu’au stade initial de son développe- 
ment. 

Nous estimons que les principaux problèmes du développement 
de la méthode des essais accélérés sont liés à l'étude de l'aspect phy- 
sique des processus de vieillissement en fonction des conditions 
extérieures et du régime de travail. Il nous semble que l'approche 
habituellement utilisée, basée sur l'établissement d’une similitude 
entre deux fonctions de répartition empiriques des pannes, l’une 
pour les conditions extérieures normales et l’autre obtenue pour 
les conditions des essais accélérés, est insuffisante, car elle ignore 
complètement les processus physiques de vieillissement qui ont 
lieu dans les éléments soumis aux essais. La seule exception est cons- 
tituée par certains travaux relatifs aux essais accélérés des condensa- 
teurs. Des données expérimentales intéressantes sur les résultats 
des essais accélérés sont rapportées dans [6]. 
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$ 3.2. Méthodes générales d'estimation 
des indices de fiabilité d'après les résultats des essais 


Fonction de répartition empirique et histogramme des résultats 
des essais. On considère dans ce paragraphe les méthodes générales 
d'obtention des estimations des paramètres déterminant la fiabi- 
lité des articles. Ces méthodes peuvent être utilisées lors du traite- 
ment des résultats des observations réalisées sur les articles dont 
les temps de fonctionnement sans défaillance suivent telle ou telle 
loi de probabilité: exponentielle, de Weibull, lognormale, etc. 
Toutefois, des difficultés purement techniques nous obligent à nous 
limiter uniquement aux plans [W, B, rlet IN, B, T]. Les résultats 
qui seront obtenus sont naturellement applicables lors du traite- 
ment des résultats des essais non seulement des éléments, mais aussi 
des systèmes complexes. 

Rappelons que le plan [W, B, N] signifie l'essai de N éléments 
jusqu'à la panne du dernier élément ; les éléments tombés en panne 
ne sont pas remplacés par de nouveaux éléments. Le plan [N, B, N] 
peut être utilisé soit dans le cas, où les éléments possèdent une fia- 
bilité relativement faible. soit lors de la conduite des essais accé- 
lérés. Supposons que les éléments soumis aux essais sont numérotés 
de 1 à W et que le i-ième élément tombe en panne à l’instant zx.. 
La première panne a lieu à l'instant f, — min (x, ..., æn); t, — 
= z;i,, Où é, est le numéro de l'élément qui tombe en panne le premier ; 
i, est un nombre aléatoire. La seconde panne se produit à l'instant 
Lo — min (x, -.., Tips Tijtio ce zw), etc. Enfin, le dernier 
élément tombe en panne à l'instant £,; — max (x,, ..., x,). 

En statistique une telle suite ordonnée de nombres 4, St & ... 

< t,, est appelée pe EL ordonné associé aux résultats des 
observations Ti, Lo. 

Quand on utilise le in TN, B, T], on n'observe que les pannes 
qui se produisent avant l'instant T. Si ti Lt < ... sont les ins- 
tants successifs des pannes, nous observons en 1 résultat des essais 
le nombre aléatoire d(T) = 0, 1,..., N de pannes s'étant produi- 
tes aux instants 4 Lio ... L laçr) LT. (La panne numéro 
d (T) + 1, si elle est possible, se produit après l'instant T.) Ainsi, 
d (T) signifie le numéro de la dernière panne qui a lieu avant l’ins- 
tant 7 de l'arrêt des essais. Si la fiabilité des éléments est suffisam- 
ment élevée dans l'intervalle de temps (0, T), il arrive assez sou- 
vent que l’on n’observe pas de pannes et que d (T) — 0. Notons main- 
tenant que l'absence de pannes au cours des essais, autrement dit 
la condition d (7) = 0, ne permet pas de conclure que la fiabilité 
des articles est égale à 1. Nous indiquerons par la suite une règle 
d'estimation de la fiabilité dans des cas semblables, basée sur la 
notion d'intervalle de confiance. 
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Comme nous l'avons indiqué plus haut ($ 2.2), la caractéristique 
la plus complète de la fiabilité des éléments est la fonction de répar- 
tition F (t) du temps de fonctionnement sans défaillance. On peut 
juger de la forme de la fonction de répartition d’après la fonction. 


empirique de répartition, définie à l'aide de l'égalité Fx (x) =# 
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pour les valeurs zx, 1, ST <trx+1. En vertu du théorème de 


Glivenko (cf. $ 1.6), on peut affirmer avec une probabilité 1 
que D IE» (x) — F(z) | — 0 quand Vo. Sur la 


figure 3. S T on a montré les fonctions empiriques de répartition 
Fo (t) et F100 (t) pour la fonction théorique de répartition F ({) — 
— 4 — e-t, Si l’on utilise le plan [N, B, T], les valeurs de la fonc- 
tion empirique de répartition F, (t) ne peuvent être déterminées que 
pour { < T. Si l’on utilise le plan {N, B, rl, les valeurs de la fonc- 
tion empirique de répartition ne sont définies que jusqu'au niveau Re 

Une estimation de la densité des probabilités p (£) — 0 peut 
être fournie par l’histogramme p\ (t). A la différence de la Foto 
empirique de répartition FX, (t) l'histogramme px ({) peut être 
construit de différentes manières. On peut, par exemple, partager 
le domaine des valeurs de { en intervalles (S,, S,2+1), k = 1 


9 LL e .9 
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m, ... et poser sur chacun de ces intervalles 
d 1 
PET Et < Sun 


où d, est le nombre de pannes que l’on a observé sur l'intervalle 
(Sx, Sx+1). On a rapporté sur la figure 3.2.2,a un exemple de cons- 


Py() 


Pn(t) 


truction de l'histogramme pour Ia loi exponentielle F ({) — 
—1—e"t! N=50, S,—S,-,= 0,9. 
D'après le second procédé on choisit le nombre des intervalles À+-1, 


de sorte que d= [© | >> 10, k > 5, et le reste d’ de la division N = 


— kd + d’ est proche de d. Le premier intervalle est [0, S;], où 
S, coïncide avec l'instant de la d-ième panne, le second intervalle 
est [S,, S2], où S>+ coïncide avec l'instant de la 2d-ième panne, etc. 
enfin le k-ième intervalle est [S,_,, S:l, où Sx — t,4. Le dernier 
(k + 1)-ième intervalle est lSa tx]. Sur chacun des # intervalles 
du groupement (Sy, Sy+1), L = | ..., 4 — À, on pose 
1 
P\ (£) — _ Six —S2 
tandis que 


d’ 1 
Px (4) DE N tNx—Sk 


sur l'intervalle [S;,, ty] et pn () = 0 pour les valeurs { > t,. L'his- 
togramme construit d'après ce procédé pour F (1) = 1 — e-t, N — 
= 50, k + 1 = 5, d = 10 est représenté sur la figure 3.2 2. b.. La 
fonction de risque de panne À (t) est déterminée d'après la formule 


à (4) = TE où R(—1—F(t. Sil le nombre N des éléments 


soumis à l'essai est grand et les intervalles de temps séparant deux 
pannes successives sont relativement petits, on peut alors construire 
la fonction empirique de risque de panne. On partage l'axe du temps 
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en plusieurs secteurs [S;-4, S;], à — 1, 2, ..., So = 0. L'estima- 


tion de R (t) = 1 — F (ft) est donnée par le rapport D , Où À (6) 

est le nombre d'éléments fonctionnant sans défaillance vers l'instant t ; 

N (t) est une variable aléatoire. On prend en tant qu’estimation 

de p (t) la valeur = 5 , où d; est le nombre d'éléments tombés 
12 ‘1 

en panne dans l'intervalle S,, << S$S;,. On définit la fonction 

empirique de risque de panne par le rapport 


di 1 
D N Si—Sis d; 
in N (1)  (Si—Si si) N (4) 
N 


Les intervalles [S;., S;] peuvent alors être choisis d’après un 
procédé analogue à ceux que nous avons décrits plus haut pour la 
construction de l’histogramme. 

J1 n'est parfois pas nécessaire de connaître toute la fonction 
de répartition F (t), sa densité de probabilité p ({) ou la fonction 
de risque de panne À (f), mais il suffit de connaître seulement certai- 
nes caractéristiques: les moments, les quantiles, etc. Dans le cas 
du plan [W, B, N]le moment du k-ième ordre est défini par la formule 


N 
m=E Su, 


1—1 


et le moment central du k-ième ordre par la formule 


Le nombre f#, tel que F (£,) = p est appelé quantile d'ordre p. 
On appelle quantile empirique lp d'ordre p l’une des solutions de 
l'équation F, (t) = p. Nous supposons partout que F (t) est con- 
tinue. 

Trois types de stabilité statistique. Dans le cas du plan [W, B, N] 
nous connaissons toute la fonction empirique de répartition F, (4), 
et dans le cas du plan [W, B, T] une partie seulement déterminée 
pour les valeurs { < T. Pour estimer la fonction de répartition F (t) 
inconnue et ses diverses caractéristiques numériques trois procédés, 
en principe différents, sont possibles qui correspondent aux diverses 
conditions réelles pour lesquelles on résout le problème. 

Dans le premier cas, le plus simple, on connaît à l'avance le 
type de la loi de distribution F (t). Par exemple, les recherches 
théoriques et la vérification expérimentale ultérieure ont montré 
que pour un type déterminé d'éléments et d'appareillage la loi 
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de distribution du temps de fonctionnement sans défaillance est 
exponentielle, autrement dit F (4) = 1 — et, 1 >0. Seule la 
valeur du paramètre À n'est pas connue et doit être estimée d'après 
les résultats des essais. 

Dans le deuxième cas on ne dispose pas de considérations théori- 
ques plaidant en faveur d'une loi de distribution F (t) bien déter- 
minée, par exemple. exponentielle, lognormale, etc. Toutefois, 
les résultats des essais montrent que les fonctions empiriques de 


py{t) Pate) 


Fig. 3.2.3 


répartition peuvent être approchées à l’aide de fonctions de réparti- 
tion régulières. Le traitement préalable des données expérimentales 
montre que le caractère qualitatif du comportement des fonctions 
empiriques de répartition ou des histogrammes ne varie pas d'un 
lot à un autre. On a montré sur la figure 3.2.3 l'allure de deux histo- 
grammes correspondant à deux lots différents de production. Nous 
remarquons en analysant la forme des histogrammes que tous les 
deux présentent une asymétrie prononcée et ont un seul sommet. 
Dans de tels cas on choisit l’une des familles possibles de distribu- 
tion, pour laquelle le comportement des fonctions de répartition 
ou des densités de probabilité correspond aux données expérimen- 
tales. Les familles les plus fréquemment utilisées dans la pratique 
de la théorie de la fiabilité ont été décrites au $ 1.2. Si la famille 
des distributions a été choisie, le problème de la détermination de 
la fonction F (t) et de ses caractéristiques se ramène à l'estimation, 
d'après les résultats des essais, des valeurs inconnues des paramè- 
tres ou des fonctions de ces paramètres. Par exemple, si nous essayons 
de décrire approximativement les données à l’aide de la loi lognor- 
male (cf. 8 1.2, exemple 11), les valeurs inconnues des paramètres 
sont u et 6. Il est alors utile dès le début de comparer les résultats 
obtenus lors de l’utilisation de deux ou trois types de familles de 
distribution. Si deux familles donnent des résultats identiquement 
bons, on opte pour celle d'entre elles pour laquelle on peut proposer 
une argumentation théorique. Si on ne peut pas avancer de tels 
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fondements théoriques pour effectuer un choix entre les distribu- 
tions, on doit préférer celle pour laquelle le volume des calculs 
nécessaires est moindre. 

Un troisième cas de conditions de fabrication est néanmoins 
possible, quand le caractère qualitatif de la fonction empirique 
F\ (t) varie de lot en lot, ou quand l’approximation de la fonction 
exige une famille comportant de nombreux paramètres inconnus, 
ce qui entraîne des calculs laborieux des caractéristiques indispen- 
sables. On peut utiliser dans ces cas certaines méthodes de statistique 
non paramétrique (cf. $ 4.5), c’est-à-dire des méthodes qui ne sont 
pas liées à la forme analytique de la fonction de répartition F (t). 

Pour des éléments très fiables la réalisation du plan [W, B, N] 
ou [N, V, N] nécessite la conduite des essais durant de nombreux 
milliers d'heures. C'est précisément pour cette raison que l'on 
utilise souvent divers plans avec une durée fixée des essais ([W, B. TI, 
IN, V, TI, [N,B, (r, T)], IN, V, (r, T)]l, etc.). On doit alors, d’après 
les observations obtenues au cours d’un intervalle limité du temps, 
estimer divers indices de fiabilité liés aux pannes qui peuvent 
se produire après l'instant T7, la durée moyenne du fonctionnement 
sans défaillance au cours du temps Ta > T, etc. L'utilisation des 
résultats obtenus au cours d’un laps de temps limité pour estimer 
toutes les caractéristiques possibles de fiabilité est fondée dans 
le premier cas, où l'on connaît la forme de la fonction de répartition 
F (t) avant l'expérience et où seules les valeurs des paramètres 
déterminant cette loi nous sont inconnues. Tout le paragraphe 
suivant se rapporte à ce cas avec la seule limitation que l'on con- 
sidère la fonction de répartition F (t) — 1 — e-t. Dans le second 
cas on doit disposer d'un matériel statistique suffisant, qui doit 
confirmer au moins indirectement la validité des estimations numé- 
riques obtenues. Une confirmation indirecte de ce genre peut être 
donnée par le résultat des essais des divers lots d'éléments. que 
l'on effectue au cours d’une longue période de temps, ou les données 
relatives aux pannes de l’équipement en service. Un troisième cas 
se présente enfin, quand il n’y a pas de stabilité même qualitative 
dans le comportement de la fonction empirique de répartition; 
dans ce cas les estimations de n'importe quelles caractéristiques 
de fiabilité déterminées d'après les valeurs de F (t) pour t >7T, 
où T7 est la durée des essais, ne sont pas légitimes. Dans ce cas on 
doit avant tout mettre au point le processus technologique. 

Considérons à l'appui des raisonnements qui précèdent l’exem- 
ple suivant, dans lequel nous avons intentionnellement « forcé 
la dose ». Supposons que l’on effectue les essais de N — 1000 élé- 
ments. Chaque élément se compose de deux parties telles que la 
panne de l’une d'elles provoque la panne de tout l'élément 
(par exemple, la couche conductrice du condensateur et les con- 
tacts). Les pannes des deux parties sont indépendantes. Ainsi, si 
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à l'instant t, a lieu la panne de la première partie (rupture) et 
à l'instant t la panne de la seconde partie (le paramètre sort des 
limites admissibles), on estimera que la panne de l'élément a eu 


« 


lieu à l'instant { — min (f,, 2). Supposons encore que 


+ 4 ® _(x-H)? 
— —. 202 
P{>T}=e 9, P{h>i}= L dx, 


où 6—2000 heures, u— 1000 heures, &o—100 heures. Toutefois. 


Or 500 1000 1500 © 
Fig. 3.2.4 


l’expérimentateur ne sait pas que la loi de distribution de la 
durée de fonctionnement sans défaillance est 


{ © 
: + À (- 
= 1— = 1 — 8 — 2 . 
F()=1—-P{min(s,t)>t}=1i—e °— = e dr 
La forme de la fonction F(t) est montrée sur la figure 3.2.4. 
On avait décidé de conduire les essais durant 7 —500 heures. 
La probabilité de panne du premier élément est 


T 
F(T)æ1—e 9—1—e=0.25, 


Nous observons ainsi en moyenne WF (T) = 218 pannes, et toutes 
les pannes observées seront pratiquement du premier type (rupture), 
car les pannes du second type (sortie des paramètres des limites admissi- 
bles) ne commenceront à se produire qu’après 800 heures de fonction- 
nement, mais, par contre, vers 1200 heures de fonctionnement 
presque tous les éléments seront mis hors de service du fait des 
pannes du second type. Nous n'’observons pas de pannes du second 
type durant un temps 7 — 500 heures, de sorte que nous pensons 
t 


à tort que la loi est F (4) — 1 —e 5, et d'après les résultats de 
ces essais nous trouvons, en utilisant les méthodes du paragraphe 
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suivant, une estimation de 6 proche de 2000. Ainsi, les résultats 
des essais effectués durant 7 = 500 heures nous ont conduit à une 
conclusion erronée au sujet du caractère de la distribution. 

La conclusion que l’on peut tirer de cet exemple est la suivante. 
Il faut d'abord vérifier théoriquement ou expérimentalement (ou, 
encore mieux, par ces deux voies) que la forme de la fonction F (t) 
n'est pas modifiée pour des valeurs de £ supérieures au temps T7 
de la conduite des essais, et puis procéder à la recherche des 
estimations des caractéristiques de fiabilité. 

Considérons maintenant certaines méthodes générales d'obten- 
Lion des estimations des paramètres de la distribution du temps 
de fonctionnement sans défaillance. Une partie de ces méthodes 
a déjà été exposée sur un plan général au $ 1.6. Lors de l'estimation 
des paramètres d’une famille concrète de distributions, diverses 
méthodes peuvent être utilisées. Suivant la méthode employée 
on obtiendra des estimations des valeurs de paramètres différentes 
les unes des autres. C'est pourquoi il faut comparer les diverses 
méthodes et par la suite choisir celle qui donne les meilleurs résul- 
tats. Dans les cas où les calculs sont exécutés manuellement, on 
doit lors de l'estimation prendre en considération le volume des 
calculs. 

Méthodes graphiques. Le premier groupe le plus simple de métho- 
des est celui des méthodes graphiques d'estimation. Elles sont appli- 
cables à certaines familles F (t, &«, B), comportant deux paramètres 
inconnus @& et B. Le graphique de la fonction de répartition F (f, «, B) 
peut être présenté sous forme de l’ensemble de points ({, p) du plan, 
où p = F (t, «, B). L'idée principale de la méthode graphique con- 
siste à choisir une transformation continue des coordonnées t” — 
— hk (t), p° — œ (p) telle que le graphique de la fonction de réparti- 
tion ({’,p')}, où p — [F (t, «, B)]l, devienne une droite p’ — 
= 4 (&, B) £’ + £ (&, B). Si l’on arrive à trouver une telle transfor- 
mation des variables, toute fonction de répartition de cette famille 
sur le plan ({”, p’) peut être présentée sous forme de la droite p” — 
= 4 (œ, B) £” + x (&, B) ou, ce qui revient au même, sous forme 
de la droite 


PIF(E, a. B)]= 7% (a, B) 2 (1) + x («. B). (3.2.1) 


Utilisons ce fait pour l’estimation des paramètres & et 6. Suppo- 
sons que les résultats des essais nous aient donné W valeurs d'une 
certaine variable aléatoire (par exemple, de la durée de fonctionne- 
ment sans défaillance de l'élément ou de l'intervalle séparant deux 
pannes de l’appareillage). Nous pouvons construire d'après ces 
valeurs la fonction empirique de répartition F}y (t). Comme cette 
fonction empirique est, pour les grandes valeurs de À, proche 
de la fonction de répartition théorique F(t, a, f), le gra- 
phique (£’, px), où t’ = ht) et px = IF, (t)l, sera situé après 
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le changement de variables dans le voisinage immédiat du graphique 
(t’, p’) qui est la droite de la forme (3.2.1). Mesurant à l’aide d'une 
règle la pente X et le terme constant b et égalant les valeurs 
trouvées aux valeurs théoriques, nous obtenons les équations 


k= 7% (a, B), b=%(, B), (3.2.2) 


d'où nous tirons les estimations des valeurs inconnues des para- 
mètres @& et f. 

Il est bon de noter que la méthode graphique est applicable 
à n'importe quel plan des types [N, B,r], [N, V,r]l, IN, B, T], 
IN, V, T], IN, B, (r, T)], IN, V, (r, T)l. Par exemple, dans le cas 
du plan [N,B, (r, T)] nous ne pouvons construire, d'après les 
résultats des essais, qu’une partie de F, (t) pour les valeurs t < 
< min (4, T) et F\ (+) se , où d'(T) <r désigne le nombre 
d'éléments tombés en panne au cours des essais. Si l'on applique 
a la partie obtenue de la fonction de répartition empirique la trans- 
formation & — ht), p = @[F,(t)l, on obtiendra sur le plan 
(£’, p') un tronçon de ligne brisée proche de l’une des droites de 
la forme (3.2.1). D’après ce tronçon nous estimons k et b et nous 
retrouvons les équations (3.2.2). 

Considérons en qualité d'exemple trois familles de distributions. 
Dans le cas de la famille normale de distributions 


à { 
_ t— pu à 5 TT y 
Fu o=D(—E), où D()= TE IL dz. 
considérons en tant que transformation œ(p) la fonction ®'t(p), 
inverse de la fonction p—© (ft). Nous obtenons alors 


p'=œlF(, p. 0] =® [ D (=) =—+, (323 
Ainsi, (3.2.3) correspond à (3.2.1) quand 
, 1 
l'=h(t}=t. p(uo)=—, x(u,0)=—À. 


Pour faciliter l’application de la méthode, on peut utiliser un papier 
fonctionnel à échelle gaussienne. On porte en abscisses les valeurs £ 
de la variable aléatoire et en ordonnées les valeurs de la fonction 
D-1 (p). L'axe { passe par l’origine des coordonnées correspondant 
à D-1 (0, 5). Près de chaque valeur ®-1 (p) on note la valeur corres- 
pondante de p (fig. 3.2.5). La fonction de répartition ® (t) est alors 
représentée par la droite y — x. A la droite y — —+ correspond 
la fonction de répartition d'une variable aléatoire normale de moyen- 
ne u et de variance 0°. On peut ainsi, à l'aide du papier fonctionnel, 
vérifier aisément sur le dessin la normalité de la loi de distribution 
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et simultanément estimer ses paramètres. Si la ligne en escalier 
présente une courbure notable, cela signifie que la loi véritable 
de distribution n'est pas normale. Si l’on ne décèle pas de courbure, 
on peut tracer la droite se confondant le mieux avec la ligne en 
escalier et estimer ainsi u et o: u est égal à l’abscisse du point À, 
A étant le point d’intersection de la droite avec l'axe t; © est égal 


0,93 


ND pt) 


0,1 


a D + © D D D 0 D uE = S Dm œ =» an» = fh one eu 2 au ee © © «D = + = = >. 


Fig. 3.2.5 


à la distance de À à B, B étant le point de l’axe t, où la valeur de 
la perpendiculaire menée par un point de la droite à l’axe f est égale 
à 1 (dans les unités de l'échelle de l'axe des abscisses). 


Dans le cas de la loi lognormale F (t, u, o) = © | In (+) | : 
de sorte que p=q(p)=®(p), h(D=Int, plu =, 


x (u, 0) = À. 


Si l’on se donne une famille de distributions exponentielles 
décalées 
(-m) 


— 6 
F=} 1—e > EP; 
0, QU 


on a 
1 _t—u 9 
D = 5 , (3.2.4) 
où {> u. C'est pourquoi en qualité de p’ = œ (p) on choisit la 


fonction œ (p) =}. Comparant (3.2.4) et (3.2.1) nous 
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1 


voyons que # —h(t) = t, (nu, 0) = +, x(u, 8) — Te 
Enfin, si nous avons une famille de distributions de Weibull 
tP 
F(t,p,8)=1—e ®, 
alors 
1 
gl plgt—Ig0+ilgige. (3.2.5) 


Comparant (3.2.5) et (3.2.1) nous trouvons que 
, 1 , 
p=@(r)=lglg-—, l=h()=Ieé, 


Y(r.8)=p, YX(P,0)= —Ig0+igilge. 


Le papier fonctionnel pour la distribution de Weibull est repré- 
senté sur la figure 3.2.6. Ainsi la pente est égale à p, et le logarithme 


ul 
997-Fte) 


Fig. 3.2.6 


de 6 est égal à la valeur du segment OA que la droite découpe sur 
l'axe des ordonnées. 

Méthodes des quantiles et des moments. Pour obtenir des esti- 
mations des valeurs inconnues des paramètres déterminant la forme 
de la loi de distribution de la durée de fonctionnement sans défaillan- 
ce, on peut utiliser les méthodes des moments et des quantiles. Ces 
méthodes ont été décrites au $ 1.6 pour le cas d’un échantillon de 
taille N. Nous allons considérer ici ces méthodes du point de vue 
du traitement des résultats des essais obtenus en appliquant certains 
plans du type B. Pour fixer les idées nous nous bornerons au cas 
de deux paramètres inconnus @, f. 


12—0217 
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Supposons que la loi de distribution du temps de fonctionnement 
sans défaillance F (£, &«, B) possède une densité de probabilité con- 
tinüment différentiable, prenant des valeurs positives pour n'importe 
quelles valeurs des paramètres &, B. Si les essais ont été conduits 
d'après le plan [W, B, rl, r > 1, on peut considérer l'instant Li 


d'apparition de la l;ième panne comme le quantile empirique 
correspondant au niveau q; = _ ,à—=1,2,...Sil;et N sont 
suffisamment grands, on peut estimer (cf. $ 1.6) que 4, — ti, — ta, 


(ë = 1, 2) suivent une distribution normale de moyennes zéro et 
de matrice des variances-covariances 


qi (1— q1) q1 (1 — q2) 
Nfi Nfif2 
qi (1— 2) 2 (1— q2) 
Nfife N}: 
où 
dF(t, &, 
F (to, Œ; B) = qi, i= Un un) me B) Li 


LE: 


Si l'on connaissait la valeur exacte des quantiles 4,, 4, on aurait 
pu trouver les valeurs des paramètres « et $ à partir des équations 
Ftqp a B)=gu Fo, &, B) = g2. (3.2.6) 

Nous ne connaissons que les valeurs approchées de ces quantiles, 
les instants d'apparition de la l-ième et de la r-ième pannes. Rem- 


plaçant dans les équations (3.2.6) les valeurs des quantiles par 
leurs estimations, nous obtenons les équations 


2 à l - r ” 
F (tr, (e A p)=—; F (£r, Œ, p)=-: (3.2.7) 
dont les solutions &, B sont des estimations consistantes des para- 
mètres &, B quand À —- 00, + — const, + = const, ce qui découle 
immédiatement de la continuité de la fonction F (t, &, B). On peut 
démontrer que ces estimations sont, sous des hypothèses extrême- 
ment générales de régularité des fonctions F (t, &, B),asymptotique- 
ment non biaisées et asymptotiquement normalement distribuées. 
C'est pourquoi les indices les plus importants de qualité de ces 

estimations sont leurs variances. 
Illustrons la méthode des quantiles sur l'exemple de la loi de 

tP 

Weibull F(t,p, 8) =1—e 9, 10. On conduit les essais 
d’après le plan [W, B, rl. On choisit la valeur de / (on peut prendre 


I) . Les essais permettent de fixer les valeurs #4 et t. des 
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instants des l-ième et r-ième pannes. Les équations (3.2.7) peuvent 
alors s’écrire sous la forme 


Résolvant ces équations par rapport aux valeurs inconnues des 
paramètres p, 6, nous obtenons les estimations 


N N 
EN Der. ._"(=) 
PT Int,—Int, ; ss 1P 5 


Si l'on suppose que F (t, «, ) possède des dérivées partielles con- 
tinues du second ordre par rapport à £ et aux paramètres &, B, on 
peut alors, en utilisant l'artifice habituel (cf. $ 1.6) de développe- 
ment en série de Taylor, obtenir une expression approchée pour la 
variance des estimations des paramètres «@, 


Introduisons les notations qg; = _. s F (ay @, PB) = gi; Ôts — 


=, —ts = 4,2; ôœ = a — a; 68 = B — B. Nous trouvons 
alors de l'équation (3.2. : 


F (Eyn a B) 
F(u, ,& B)= F (tas @, po TP 5n + 
oF(t ,a, B) oF(t,,c«, B) 
— #5 — 50 + —"Y5— 08 + 0 (64, Du, ÔB) = q1. 


Notant que F (tas a, B)=9g,, nous obtenons aux infiniment petits 
d'ordres supérieurs près 


ôF(t,, a, B) aF (t,,@, B) 9F (t,, &, B) 
57 — bts + — #5 — 62 + —%5— 00. (3.2.8) 
D'une manière analogue nous trouvons que 
OF (t,, «@, B) oF (Et, «, B) 9F (to, & B) , 
—$— bis + —ÿ— da + — 75 — 0680. (3.2.8') 


Résolvant les équations linéaires (3.2.8) et (3.2.8”) par rapport 
aux erreurs Ôx et ÔB, nous les obtenons sous forme de combinai- 
sons linéaires de Ô4, et Ô4, : . 


Nous pouvons alors, en utilisant la matrice des moments du 
second ordre pour les quantiles #4, et #4,, trouver les variances 
12% 
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des erreurs 
D (a) = a1,M (ôt13)° + Zara MO Ôt1n + Er M (6t1.)?. 
D É) = af M (eu) -- 2e prie prMôtôtr, + aÿ1.M (6h). À (3.2.9) 
cov (œ. B)= > Cuep)MÔr 
Nous obtenons en particulier dans le cas de la loi de Weibull 


{P 
Hg) 5 


+4 1P 
_9H (Ua) CE % | 


e 
(liste)? 


D (p) = 


La méthode des quantiles peut sous une forme légèrement modi- 
fiée ètre également utilisée dans le cas des plans [W, B, T]. Dans 
ce cas nous pouvons écrire au lieu des équations (3.2.6) 


F (Ti. &: ) — Gi F(Te, œ, B) — Q2: (3.2.10) 


Où T3 << Ts LT. Or, les valeurs F (f, &«, B) sont inconnues pour 
= T, et 1 = T2. Nous ne connaissons que les nombres d (T;) 


et d (T2) des pannes s'étant produites aux instants T; et T>. Pour 
des grandes valeurs de À les rapports 203 et 02 sont proches 


des valeurs théoriques gi et g2. C'est pourquoi, en remplaçant dans 
(3.2.10) g1, g2 par leurs estimations, nous obtenons les équations 


F(Trab=<O, F(T,ab)= 02 (3.211) 


pour trouver les estimations & et B. Utilisant le développement 
de la fonction F (t, &«, B) en série de Taylor suivant les paramètres 
a et BP, nous pouvons trouver les expressions approchées pour la 
variance des estimations. 

Dans l'ouvrage [7], consacré aux méthodes paramétriques en sta- 
tistique, on donne la solution du problème du choix le plus rationnel 
des niveaux des quantiles pour le cas des essais [W, B, N] et des 
lois normale et exponentielle. Si la taille de l'échantillon # est 
grande, on peut, pour obtenir les estimations des paramètres, utiliser 
non pas toutes les données, mais seulement les valeurs des Æ quanti- 
les empiriques 5 , ---, x, Choisis d'une manière adéquate, 


où W,, = [Npzl + 1 Dep. +. LPr < 1. Les nombres p;, ... 
..., pr Sont alors choisis de telle manière que les variances des 
erreurs des paramètres inconnus soient minimales. Par exemple, 


6 3.2] ESTIMATION DES INDICES DE FIABILITÉ 181 


t 

pour le cas de la loi exponentielle du type F (#) = 1 —e 9 l'esti- 

mation est recherchée sous forme de la combinaison linéaire 
ÿ*— Ÿ ) bit x, (3.2.12) 

1-1 

où les coefficients b; et les nombres W, sont choisis de telle manière 

que la variance des estimations soit minimale. On sait que la meilleu- 

re estimation pour le paramètre 6 quand on utilise toutes les données 


D{Ô] 


est Ô (55 t;. Le calcul du rapport des variances x, — DUT 


ir 
de ces estimations en fonction du nombre choisi À de quantiles 
a montré que 


#; — 0.65, 2 = 0.82, KX2 = 0,89, #10 = 0,98. 


On trouve dans l'ouvrage [7] des tables des valeurs optimales 

de p; et b;; ainsi pour À = 2, p;, — 0,64, b; — 0,52, p2 — 0,98, 
9 — .18 

De même que la méthode des quantiles, la méthode des moments 
ne peut être utilisée que pour le traitement des résultats des obser- 
vations pour lesquelles le nombre de pannes est suffisamment élevé. 
Si les essais sont conduits conformément au plan [W, B, T], la den- 
sité de probabilité conditionnelle de l'instant de la panne, sachant 
que cette panne a eu lieu au cours du temps T7 de l'essai, est égale 


è HER . Nous avons ainsi pour le moment d'ordre k se rap- 


portant aux pannes observées 
T 
f(t, a. — 
{ a ES | dt = qn («. B). (3.2.13) 
(Ù 
Si d (T) est le nombre de pannes enregistrées au cours du temps T 


et si les instants des pannes sont 0<4 <...< tar) LT, les 
moments empiriques du premier et du second ordres sont respecti- 


d(T) d(T) 
t d': 
Ê = i 
vement égaux à ——— TT — et —— T0 : Si d(T) est suffisamment grand, 


alors en vertu de la loi des grands nombres les valeurs des moments 
empiriques sont proches des valeurs théoriques. Egalant dans (3.2.13) 
les valeurs des moments théoriques aux valeurs des moments empi- 
riques, nous obtenons des équations pour déterminer les estima- 


tions & et B: 


Pi (a B)= je f. 2. (3.2.14) 
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Si les essais avaient été conduits conformément à un plan du type 
[N, B, rl, r ÿ 1, on aurait pu alors obtenir les équations correspon- 
dantes pour déterminer les estimations à partir des valeurs moyennes 
pour les termes de la série ordonnée des observations. Nous avons ici 


Yi (æ, B) Mt; — 


=HTNNT | tf(t, a, B)F(t, a, B[1—F(t, &, B)] ‘dt. 


(3.2.15) 


Choisissant deux numéros d'ordre L<k<r, nous obtenons 
des équations pour déterminer les estimations 


va, B) = #1, va (@, B) = 4x, (3.2.16) 


où y; (œ, B) est défini par la formule (3.2.15). 

Notons en conclusion que l'on peut également utiliser des métho- 
des mixtes, quand l’une des équations servant à déterminer les 
estimations est décrite conformément à la méthode des quantiles 
et l’autre suivant la méthode des moments. La comparaison de 
l'efficacité des diverses méthodes peut être faite en confrontant les 
variances des estimations obtenues. On peut alors appliquer des 
méthodes asymptotiques analogues à celle de développement en 
série de Taylor avec une utilisation ultérieure de la distribution 
asymptotiquement normale des écarts. C'est par cette méthode que 
l'on a obtenu les expressions (3.2.9) pour les variances des estima- 
tions dans la méthode des quantiles. L'expression de la matrice 
des covariances des moments est donnée au 8 1.6. 

En qualité d'exemple pour illustrer. la méthode des moments, 
considérons l'estimation des paramètres &, B dans le cas, où la 
densité de probabilité des pannes appartient à la famille des dis- 


ji Ù 


tributions gamma f (t, &«, B) — el! et où les essais sont 


effectués suivant le plan [N,B, N]. Etant donné que 


qua =, qe = EE, (82.47) 
N N 


; : = 1 : 1 
que les estimations de ®, et œ. sont t=+ > li, E=— y lŸ, 
alors en remplaçant dans (3.2.17) les moments par leurs estima- 
tions, nous obtenons les équations 
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Les solutions de ces équations sont de la forme 


— H, (6, É)— a=Ha( ==. (3218) 


(2° | t2 — (1) 


Introduisons les notations ô—=t—+, sen 2EE et 
utilisons le développement en série de Taylor 
0H; É 2) OH (t, t) 
pes+[ ST ]o+ [| er 
(3.2.19) 


sat PRG SD | 67 


0H; | [ 0H; 
ot J' La 
valeurs des dérivées pour 


Les symboles [ signifient que l’on considère les 


œ = __ a(a—+1) 


(= L=— : 
Notons maintenant que 
ns ms ie nier, 1 2a(a+i)(2a +3) 
M(ô)}=D{t] = NE ” M (Ôt?) pat. MIRE ES 
M (OÉ67) + 22 GTI), (3.2.20) 


p° 
Nous trouvons de (3.2.19) et FLE les expressions des varian- 
ces et de la covariance des estimations, obtenues d’après la 
méthode des moments 


D (à)=M(à— a) & GED, 


1 cov(&, B)—M(a— a) (B—B) = CARS 


} 
À 
n a 2 2 

D) =M GB x EE. 
Méthode du maximum de vraisemblance. On utilise le_ plus 
souvent pour estimer les paramètres la méthode dite du marimum 
de vraisemblance. La description de cette méthode a été donnée 
au 8 1.6, où il avait été spécifié que, sous des limitations du type 
de régularité, on peut obtenir à l'aide de la méthode du maximum 
de vraisemblance des estimations asymptotiquement efficaces. 
Toutefois, les plans du type [N, B, N] peuvent très rarement être 
utilisés lors des essais des éléments très sûrs, car leur exécution exige 
une grande durée des essais. Dans ce cas on peut utiliser d’autres 
plans [N, B, rl, [N,B, (r, T)}, etc. (r < N). La question se pose 
de déterminer la qualité des estimations obtenues en utilisant la 
méthode du maximum de vraisemblance pour des plans différents 
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du plan [W, B, NI]. A l'heure actuelle les auteurs n'ont pas connais- 
sance de résultats tant soit peu importants dans ce domaine. Toute- 
fois, l'idée principale de la méthode d'obtention des estimations 
du maximum de vraisemblance reste la même. Dans le cas du plan 
[N, B, N] l'ensemble des données obtenues après le déroulement 
des essais avait une structure homogène. En résultat de chaque 
essai nous obtenons W nombres #4 < to L'... Lin correspondant 
aux instants des pannes. Dans le cas des autres plans la structure 
de l'ensemble des données obtenues peut varier d’un essai à l’autre. 
Il peut se faire, par exemple, que lors de l'utilisation du plan 
[W, B, (r, T)]l au cours de la durée T des essais aucune panne ne se 
produise (événement À,) ou que d pannes se produisent (événement 
Aa), d Lr. Dans le cas de l'événement À, l’ensemble des données 
est un ensemble vide, il n'y a pas de données ; dans le cas de l'évé- 
nement A4, dr, l’ensemble des données est l’ensemble de d nom- 
bres 0H Lt L...Lta LT. Nous obtenons ainsi, dans le 
cas général, des données appartenant à des sous-ensembles d'un 
type déterminé, pour lesquels sont données des familles de distri- 
butions dépendant des valeurs inconnues des paramètres. Pour 
le plan [N,B, (r, T)] cette distribution des probabilités est de 
la forme: la probabilité de l'événement A, est p (40, &, B) — 
— [1 — F(T, «, B)]", la densité de probabilité de la réalisation 
de l'événement A4,, d < r, pour lequel les pannes ont eu lieu aux 
instants #1, ..., {,, est égale à 


p (Aa lisse. tas @ B)=N(N—1)... 
d . 
.(N—d- 1) Il pÜtis a, B)I1—ÆFUT, &, B)]""7“: 


la densité de probabilité de l'événement 4, pour lequel les pannes 
ont eu lieu aux instants fi, ..., {- est 


p (Ar lis ces Er @ B)=N(N—A1)... Or +1) [] p (6, a, B). 


où plt,a,p) = CAP, si 


essais comme un ensemble de nombres aléatoires, la probabilité 
ou la densité de probabilité des résultats des essais (dans notre 
exemple p (40, &, B), p (Aa, ti, . - ., ta, @, B), d £r) sont aussi 
des variables aléatoires. De même que pour le cas du plan [W, B, N] 
ces variables aléatoires sont appelées fonctions de vraisemblance. 
Pour estimer les paramètres &, B nous choisissons un couple de 


nombres «&. B tels que la valeur de la fonction de vraisemblance 
pour des valeurs fixées des résultats des essais soit maximale. Les 
estimations que l’on obtient de la sorte sont alors appelées ésti- 
mations du maximum de vraisemblance. La condition nécessaire 


l'on considère les résultats des 
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d'existence d’un maximum d'une fonction de deux variables est 
l'égalité à zéro de ses dérivées partielles par rapport à æ& et f. Si la 
fonction ne s’annule pas, on peut, pour rechercher le point où la 
fonction admet un maximum, égaler à zéro les dérivées partielles 
du logarithme de cette fonction. Pour le plan [NW, B, (r, T)l et 
l'événement A4, d £r, les équations du maximum de vraisem- 
blance sont de la forme 


OL (Aa, lis las ©, B) _ OL (A4, t1,..., ta Ze p) 
COTES EECS A TOC 7 


où L(Au, t1, . . ., ta, @, B) — In p (A4, ti, . . ., t,, &,B). En règle 
générale, les équations (3.2.21) sont des équations transcen- 
dantes et leur solution manuelle exige une grande dépense de 
temps. Toutefois, si on conduit systématiquement les essais en 
utilisant un seul et même plan, il devient rationnel d'utiliser un 
ordinateur pour réaliser les calculs. Dans ce cas il faut au préalable 
s'assurer de l'existence des solutions de (3.2.21). Si la solution de 
ces équations n'est pas unique, il faut faire appel à des considéra- 
tions complémentaires pour choisir l’une d'entre elles. Pour la loi 
t 


exponentielle F (1,6) = 1 — e © l'équation de vraisemblance (dans 
le cas d’un paramètre il y aura une seule équation) peut, en règle 
générale, être résolue explicitement. Nous étudierons en détail ce 
cas} dans le paragraphe suivant. 

Notons en conclusion de ce paragraphe que l'expression explicite 
de la fonction de vraisemblance permet d'écrire directement l'ensem- 
ble des statistiques exhaustives (cf. $ 1.6), recelant toute l'infor- 
mation sur les paramètres à estimer. Il faut seulement pour cela uti- 
liser le critère de factorisation (cf. $ 1.6). En ce qui concerne le plan 
[W, B, (r, T)}, nous obtenons du critère de factorisation que si 
la fonction de vraisemblance peut être mise sous la forme 


PA ty ..., ta) = PS1, ..., Sn, @, B)h(t1. .... ta), (3.2.22) 
où S1, ..., S, Sont des fonctions de 4, ..., t&,, et R (ti, ..., ta) 


ne dépend ‘pas de æ, B, alors S;,, ..., S, sont des statistiques 
exhaustives pour le couple de paramètres &, B. Par exemple, si 


He _ 


alors 
p (Aa; li LS) UN ONE RRES 
paia- 1 qe 
BG. ta EE LS Tec htat] "4 
l Gé 


C'est pourquoi, posant À (t4, . .., ta) = À et comparant (3.2.23) 
et (3.2.22), nous obtenons que les statistiques S; = d; S2: — 


. (3.2.23) 
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d À 

_— [I ty S3 = +... + ta sont exhaustives pour les paramè- 
i=1 

tres &œ, B. Dans le cas où d = r, les statistiques exhaustives seront 


L 
Sa = [I l, S3s=t +...+t,. Malheureusement, il n'existe 

i=1 
pas toujours des statistiques exhaustives différentes de l’ensemble 
complet #4, ..., t,. En particulier, elles n'existent pas pour la 
famille de distributions de Weibull (cf. [8]). 


$ 3.3. Estimation du paramètre de la loi exponentielle 


Deux raisons nous poussent à consacrer à l'estimation du para- 
mètre À de la loi exponentielle FÆ'(t, À) = 1 — eàt, 4 => 0, un 
paragraphe spécial. Premièrement, la loi exponentielle a trouvé 
de sérieuses applications dans les problèmes de la théorie de la 
fiabilité, et à l'heure actuelle il existe un grand nombre de tra- 
vaux consacrés à cette question. Deuxièmement, dans le cas de la 
loi exponentielle de nombreux problèmes peuvent être résolus sous 
forme explicite et la réponse peut être donnée sous forme de formules 
simples. On peut ainsi sur l'exemple de la loi exponentielle exposer 
les principales idées des méthodes d'obtention des estimations, 
sans les obscurcir par des calculs compliqués. Notons à cet égard que, 
dans la littérature de fiabilité [5], on suppose habituellement, lors 
de l'estimation des paramètres de la loi de Weibull F (t) = 1 — 
— exp (—Àt"), que la valeur du paramètre p est connue. Or, dans 
celte hypothèse la loi de Weibull peut, par un changement de 
variable du temps #&” = {”, être ramenée à la loi exponentielle. 
La loi dite exponentielle logarithmique pour laquelle F (t) — 
= {—(t+1)%,15>0, À > 0 peut aussi, à l’aide du changement 
de variable {= In (£ + 1), être ramenée à la loi exponentielle. 
Ainsi. les estimations que nous rapportons plus bas peuvent, compte 
tenu du changement de la variable du temps, être utilisées dans ces 
cas également. 

Le paramètre principal, pour lequel nous construisons dans ce 
paragraphe les estimations, est la grandeur À. Nous aurions pu toute- 
fois construire une estimation pour le paramètre 8 — À”!, égal 
à la valeur moyenne du temps de fonctionnement sans défaillance. 
Il peut, en certains cas, être nécessaire d'obtenir des estimations 
pour la probabilité de fonctionnement sans défaillance au cours 
du temps Ta, R(T;) = e}Ta, A la fin du paragraphe nous donne- 
rons des formules pour les estimations non biaisées de R (T;), 
correspondant aux plans [W,B,r], {N, V,rl. 

Plans du type V. Considérons tout d’abord les plans des essais 
avec renouvellement des éléments tombés en panne [N, V, T], 
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{N, V,r], [N, V,(r, T)]. Pour ces plans les instants des pannes 
observées forment un flux de Poisson d'intensité À = AN (cf. $ 1.5). 
En effet, comme les durées de fonctionnement sans défaillance des 
éléments sont mutuellement indépendantes, la suite {fx}, k = 
= 1,..., N, i=1,2,... des instants de remplacement des 
éléments dans la k-ième cellule du stand forme un processus de 
renouvellement (cf. $ 2.2) pour lequel les intervalles S, ; — 
= Lis, x — ti, x Sont des variables mutuellement indépendantes 
distribuées suivant une loi exponentielle P {S,,, >t} = e-#t. 
Or, un tel processus de renouvellement est un flux de Poisson 
(cf. $ 1.5) d'intensité À. Les instants de remplacement des éléments 
(les pannes) sont mutuellement indépendants, de sorte que les flux 
poissoniens des instants de remplacement correspondant à W cellules 
différentes du stand sont aussi mutuellement indépendants. Comme 
le flux de toutes les pannes qui ont lieu au cours des essais est la 
superposition de Ÿ flux poissoniens mutuellement indépendants 
d’intensités À, il sera aussi un flux poissonien d'intensité À = AN. 
Cette affirmation est une conséquence immédiate des résultats du 
chapitre 2. 

Plan [W, V, T]. Dans le cas du plan [W, V, T] nous observons 
un flux poissonien des pannes d'intensité À — ÀW au cours du 
temps 7. Soit d (T) le nombre de pannes observées qui ont eu lieu 
aux instants ti, . .., tacr. La densité de probabilité de cet événe- 
ment peut être obtenue de la façon suivante. La probabilité pour 
que la première panne ait lieu dans l'intervalle (4, f; + dti) est 
égale à Ae-At dt,, la probabilité conditionnelle pour que la seconde 
panne ait lieu dans l'intervalle (4, £, + dt), sachant que la pre- 
mière panne a eu lieu dans l'intervalle (f;, f; + dt;), est égale 
à Ae—At2—ti) dt,, etc. Enfin, la probabilité conditionnelle pour 
que la d(T})-ième panne ait lieu dans l'intervalle (#4 çry. tar) + 
+ diam) et que dans l'intervalle (far) + dtaçr), T) il n'y ait pas 
eu d’autres pannes, sachant que les pannes ont eu lieu dans les 
intervalles (4, 44 + dti), re (£a (T>—15 la (T)—3 + dla «Ty—1); est 
égale à Ae (an —@(n-gy; re (TH (TN). La probabilité de 


l'événement, consistant en ce que les pannes ont eu lieu dans les 
intervalles (£1, l, - dt:), ss (£a «Tr: la (T) + dia (T)); est égale 
au produit de ces probabilités conditionnelles 


Ae-AtiAe-Atta-ts)... Ae7ACHd(T)- d(T)—1) ve 


X e7 MT la(Ty) dti... dtacr) —= AGO, AT dti... dar): 


Ainsi, la densité de probabilité de l'apparition des pannes 
aux instants fi, ..., lacr) est égale à 


P (Aa, lis ses LatT)) = ATDe-AT, (3.3.1. 
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La probabilité pour qu'au cours de la durée des essais T aucune 
panne n'ait lieu est 


P(A45)=e-AT. (3.3.2) 


Considérant (3.3.1) et (3.3.2) comme des fonctions de vraisem- 
blance, nous obtenons l'équation du maximum de vraisemblance 


91n p(Aa, 2 tar) _ Pos — AT) ui) 3.3.3) 
dont la solution est de la forme 
À - 0 (3.3.4) 
Comme A — À, l'estimation du paramètre À sera 
1-0. (3.3.5) 
Etant donné que P{d(T) = d} = AT e-AT, nous avons 


ee d (ANT) ANT)d=1 
Mi-Dr à ee ANT = 25 Ge e-2NT 9, (3.3.6) 


autrement an l'estimation (3.3.5) est non biaisée. 


D[ÂJ=M(À}— (MAY = (+) SE se ÂT = No 


T 
d=0 
3 A " A : 
= (: LS (3.3.7) 
: Me AN À _ 
D=D| + ]|= UNE =. (3.3.7°) 


On peut démontrer que cette estimation est efficace. Notons égale- 
ment qu'il découle -de la forme de la densité (3.3.1) que dans le 
cas du plan [N. V, T] la statistique exhaustive est seulement le 
nombre d (T) de pannes s'étant produites au cours de la durée des 
essais et que les instants des pannes (f:, . .., lacr,) n’apportent 
aucune information complémentaire sur le paramètre À 


Exemple. Les essais étaient conduits suivant le plan [NW — 100, 
V, T — 200]. Les pannes ont eu lieu aux instants t; — 51, to — 78, 
t3 — 110, t, — 135, t, — 180. Le nombre total de pannes est 
d (200) = 5. Nous trouvons d'après la formule (3.3.5) que 

a 5 : 

À = 5500 = 29-10 e 

Plan [N, V,r]l. Nous obtenons pour le plan [{V, V,r], en rai- 
sonnant de manière analogue, que la probabilité pour que les pannes 
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aient lieu dans les intervalles (44, t1 + dti), . .., (t,, t, + dt,) 
‘est égale à 


Ae- Ai dtiAe-AGtz-t di, ... Aer Atr-tr-1) dt, — A'e-Atr dt, ... dt. 
Il en découle que la densité de probabilité de l'apparition des 
pannes aux instants é,, ..., {, est égale à 

Di(és, 5544 LÀ) = Ne Mr, (3.3.8) 


Il découle de (3.3.8) que la statistique exhaustive pour l'estimation 
du paramètre À est l'instant £, de l’apparition de la r-ième panne. 
L'équation du maximum de vraisemblance est de la forme 


dIn pts os tr, À) __ 9(r RAA) = 0, (3.3.9) 

d'où nous obtenons l'estimation 
À, = Te (3.3.10) 
Notons maintenant que t, = ti + (to — t)+...+(t, — 1,1), 


autrement dit, £, est la somme des r intervalles séparant des pannes 
consécutives. Nous avons montré plus haut ($ 2.3) que ces inter- 
valles sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes 
de densité de probabilité Ae-Af. C'est pourquoi la densité de proba- 
bilité de f,, égale à la convolution de r densités p (t) — Ae-Ai, 
est de la forme 


ArIE=1 


P (tr) = 7 e—Atr, (3.3.11) 
Nous obtenons de (3.3.11) et (3.3.10) 
* r ne AMIE te … 
MA, — { Fr Ai dt, = 
U 
= | Aer, r> 1. (8.812) 


(1 


Par conséquent, l'estimation A; obtenue par la méthode du maxi- 
mum de vraisemblance est biaisée et pour r — 1 son espérance mathé- 
matique est infinie. On peut éliminer ce biais, en considérant l’esti- 
mation 


À, r>1. (3.3.13) 
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Il découle de (3.3.13) et (3.3.12) que MÂ,= A. Nous rappe- 
lant que A — À NW, nous obtenons une estimation non biaisée pour À : 


(3.3.14) 


Les variances des estimations (3.3.13) et (3.3.14) s'expriment par 
les formules 


à ns (r—1)2 Ar o A2 
DÂ= [eat di, —Aî= TE, (3.3.15) 
(U 


LJ 


en . Â1 1 D{Âil _  (ANY _ 4° 
D =D| + ]= pu 75 (8-36) 


Les variances des estimations n'existent que pour les valeurs r >> 2. 


Exemple. Les essais étaient conduits conformément au plan 
[N = 200, V, r = 10]. L'instant, où l’on a enregistré la dixième 
panne, est 59 — 991 heures. Nous trouvons de la formule (3.3.14) 
l'estimation 


a 9 _ : 
hs; =8,17-10 & pannes/heure. 

Plan [N, V,(r, T)l. Lors de l'étude du plan plus général 
[V, V, (r, T)] les essais cessent soit à l'instant T, et dans ce cas 
on observe d (T) << r pannes, soit à l'instant ?, de l'apparition de 


la r-ième panne, si t, << T. Dans le premier cas la densité de pro- 


babilité de l'apparition des pannes aux instants 4, . .., {acr) 
s'écrit d'après la formule (3.3.1), et dans le second cas la densité 
de probabilité de l'apparition des pannes aux instants #4, ..., #, 


d’après la formule (3.3.8). Nous obtenons alors, en utilisant la 
méthode du maximum de vraisemblance sous la forme exposée 
à la fin du paragraphe précédent, une estimation pour A 

EL, S4>T, 
“\{ — 
— , si {, LT. 


Fr 


Par analogie avec le cas du plan [V,Ÿ, r] que nous venons de 

considérer, nous pouvons améliorer cette estimation en éliminant 
le biais. Introduisons l'estimation non biaisée 

d(T ; 

. LU, si4>T, _ 

A — (3.3.17) 


a + SE <T.: 
t 
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En effet, en utilisant la formule des espérances mathématiques 
conditionnelles, nous obtenons 


MÂA=MQAI4>T)P(&>T)+M(AIL<LT)P{,LT}= 
T— 1 


=> + P{d(T) = d}+ TT AP {t, < s} = 


d (AT, DEL AN us 
->+ ï cas [Et Te “ds 


d=— 


=AS (AT)d eAT + À Y AE e=AT -- A. 


De manière analogue on peut trouver la variance de cette 
estimation A 


r—2 co 

4 re 4 D) A AT)d A? AT)\d 

DIÂ]=MA— (MAY = + > ao eAT+ À 5 AE e-ar. 
d=0 


d—r—2 
(3.3.1) 
Pour l'estimation non biaisée des paramètres (Î=7. Mi=1) 
nous avons 


L Si té > Ti, 
=) N° (3.3.19) 
N u S] l'E Ts, 
. À 1 : À (ANT)dà _ 
THERE 
+7 3 ONE ea, (3.3.20) 


En conclusion de la partie du paragraphe consacrée aux plans 
du type Ÿ notons le résultat suivant. A la fin du $ 3.1 nous avons 
indiqué la classe générale des plans de conduite des essais, pour 
lesquels l'instant d'interruption des essais {* était défini comme 
l'instant, où la trajectoire (t, d (t)) atteint la frontière du domai- 
ne G. Ici d (£) est le nombre d’éléments tombés en panne vers l'ins- 
tant {. Supposons que la frontière l du domaine G soit une fonction 
non croissante de t? (fig. 3.3.1). 

Divisons les points de la frontière l'en deux classes. Appelons le 
point (£, d) un point de la classe À si à droite de ce point au niveau d 
tous les points n’appartiennent pas au domaine G. Les points de 
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la classe À sont sur la figure 3.3.1 marqués par un petit cercle. Les 
points de la frontière F qui ne sont pas des points de la classe À 
seront appelés points de la classe B. Sur la figure 3.3.1 ces points 
sont indiqués par des lignes fines continues. Si à l’instant, où la 
trajectoire (£, d (t)) touche pour la première fois la frontière F, 
le point (£*, d (t*)) € l'est un point de la classe À, alors l'estimation 

d est réalisée d’après la formule 


= d(t*) 


: LL / - AA 
7 °° Si le point ({*,d(t*)) est un 
Z point de la classe B, alors l’esti- 


o 4 mation de À est donnée par la 


Z formule 
:  d(te)—1 
; = Ge — 
: Notons qu'avec une probabilité 1 
Fig. 3.3.1 l'instant, où les points at- 


teignent la classe B, coïncide avec 

l'instant d'apparition de la panne. 

Plans du type 3. Considérons maintenant les plans [NW, B, TI, 

LV, B, rl, IN, B, (r, T)]l, pour lesquels les éléments tombés en panne 
ne sont pas remplacés par de nouveaux éléments. 

Plan IN, B, TI. On peut obtenir l'expression de la densité de 

probabilité pour que, lors des essais suivant le plan [W, B, TI, 


les pannes aient lieu aux instants 1, . .., far, de la manière sui- 
vante. La densité de probabilité pour qu'à ces instants tombent en 
pannes précisément les éléments numérotés ë, . . ., ir) est égale, 


en vertu de l'indépendance mutuelle des instants des pannes, au 
produit des densités de probabilités pour les instants des pannes 
de chacun de ces éléments, multipliées par la probabilité pour que 
dans l'intervalle (0, T) les N — d (T) autres éléments ne tombent 
pas en panne, autrement dit est égale à 


he-lfihe-Ata ... Ae d(T)p-MN-d(T)IT. (3.3.21) 


L'événement consistant en ce que les instants des pannes soient 
li, +. ., laçry peut être réalisé de AD = N'(N — 1)... 
... [N — d'(T) + 1] manières différentes, car on peut former avec 
N nombres N...[N —d(T) + 1] différents échantillons des 
numéros ë, . - -, éaçm. Multipliant (3.3.21) par A (T7) nous obtenons 
l'expression de la densité de probabilité cherchée 
P (1. 565 Ld(T)}: À) —= 
d(T) 
-1( D tyHN-d'T)IT) 
1 


=N.IN—d(T)+AJANTe (3.3.22) 
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Ainsi, dans le cas du plan [W, B, T] les statistiques exhaustives 
seront : le nombre d (T') PéRee tombés en panne durant le temps 


T et la somme S,(T) — : tÿ + IN — d(T)IT des temps de 


fonctionnement de chaque élément, autrement dit le temps de fonc- 


tionnement global des éléments au cours des essais. Nous obtenons de 
(3.3.22) que 


In pli, ..., tacry, À) = 
=InN(N—1)...[N—d(T)+1]+d(T)InA—2S,(T). (3.3.23) 
Nous en tirons 
01 Rs : À 
ARE AA LE PCR POST A (3.3.24) 


Ainsi, l'estimation du maximum de vraisemblance est 


d(T) 
: d(T) 
À — F0 : SB(T)= D'u+IN—-d(T)IT. (3.3.25) 


i— 1 


Cette estimation est biaisée. Le calcul exact du biais conduit à des 
formules très compliquées que nous ne rapporterons pas. Nous 
omettrons également pour cette même raison de citer la formule 
de la variance de l'estimation À. Notons que pour des éléments rela- 
tivement sûrs pour ÀT << 0,1 la densité de probabilité conditionnelle 


de distribution de l” ne de la panne ayant lieu dans l'intervalle 
he-- 1 
0, T) est égale —— © — = — et la valeur moyenne de 
20 Fee ou AT TT ; 
chaque f,; peut approximativement être considérée égale à — : 
CE <0, 1. 


à l'appui de la loi des grands nombres, que 2 tt =d(T)X 


Par conséquent, on peut estimer pour d (T) ee et 


as 


d(T)T | ee 
X Eee AT) ; à ti | B —5— . Portant cette expression dans le déno 


minateur de la formule (3.3.25) nous obtenons 
= d(T) 7 d(T) 


“5 50) 
d(T) +IN— a (7) T E -<2 T 


La formule (3.3.26) est fréquemment utilisée en pratique. Il convient 
toutefois d’avoir en vue qu'elle n'est applicable que pour 7 < 0,1, 


d (T) > 10. Si l’on trouve que la formule (3.3.26) est trop RE 
13—217 
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on peut utiliser également pour l'estimation de À la formule d'esti- 
mation de la probabilité d’après la fréquence (cf. $ 1.6). L’estima- 
tion de la probabilité R (T) = e”ÀT de fonctionnement sans défail- 
lance de l'élément est le rapport du nombre d'éléments N — d(T) 
ayant fonctionné sans défaillance durant le temps T au nombre 
global N d'éléments. Egalant l'estimation à la valeur théorique de 
la probabilité, nous obtenons pour trouver À l'équation 


N—d(T) —_ e-àT 


N 
d'où 
ce __ N À: d(T) : 
Rein = — + Inf1— .  (3.3.27) 
Cette formule peut être utilisée pour les valeurs 0,2 < / 0 —— < 0,8. 


Notons que le biais de l'estimation (3.3.27) est infini, es ‘avec 
une probabilité positive il se peut que d'(T) = N. 

Exemple. Les essais étaient conduits conformément au plan 
[N = 100, B, T = 500]. Les pannes se sont produites aux instants 
Li) = 31, te) = 49, Ua) = 90, ta) = 135, 5) = 161, 146, — 249, 
LT) = 323, ls) — 353, 9) = 383. Lio) —= 436, Li) = 477. Le nom- 
bre total d'éléments tombés en panne est d (500) = 11, le temps 
global de fonctionnement est S 4 (500) = 31 + 49 + 90 + 135 + 
+ 4161 + 249 + 323 + 353 ss 383 + 436 + 477 + 89-500 — 
— 47 147. Nous trouvons d’après la formule (3.3.25) l'estimation du 
paramètre À 


$ _ d(T) 11 = 
À ST) T7 = 2:99: -1074. 


Si l’on se base sur la formule simplifiée (3.3.26), on aura 


À = — TT 2,328.10. 
(1007) 500 


Plan [N, B, rl. Pour le plan [N, B, rl la ps de probabilité 
d'apparition des pannes aux instants #;, . .., {, peut être obtenue 
à partir des raisonnements analogues à ceux que nous avons utilisés 
pour le plan [W, B, T]. La densité de probabilité pour qu'aux Ro 
ds +. À tombent en panne les éléments numérotés à, ... 
où 1<Li LN,ir # ü, k  l, et que dans l'intervalle (0,14 ) les 
N —r r autres éléments ne tombent pas en panne, sera égale à 


Ae—Ati ...Ae-Atre-AUN-r) tr. 


Du fait que le nombre d'arrangements de NW chiffres pris r à r est 
égal à N(N—1)...(N — r + 1), nous obtenons que la densité de 
probabilité de l'apparition de r pannes aux instants #4, . .., {, est 
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P (#1 es Cr; À) = 


A (ZX tyH(N-ntr) 
= N(N—1)...(N—r--1)Me i=i . _(3.3.28) 
Il découle de cette formule que la statistique exhaustive est le 


temps global de fonctionnement de tous les éléments soumis à 
l'essai : | 


SEL) à ti (N—r)t,— 


= Nti+(N—1)(to—ts)+...+N—r+1) (4 —t,-). (3-3.29) 
Notons qu’en introduisant de nouvelles variables s1=— 44, Sx = {p — 
—tn-y, k=—2,...,r, la densité de probabilité (3.3.28) peut 
s'écrire, compte tenu de (3.3.29), sous la forme 
P (ss, Serct Sr) = 

= Nhe-Nai(N—1)he-N-Da(N—r+1)Ae-N-r-tasr, (3.3.30) 


Dans ce cas nous tenons compte du fait que le jacobien de la trans- 
formation des coordonnées fi, . .., {, en coordonnées 5, ...,Ss, 
est égal à 1. Il découle de (3.3.30) que les variables aléatoires s — 
= 4, ..., Sr = tt, — t, sont mutuellement indépendantes et que 
la densité de s, est égale à (N — k + 1) Ae-(N—k+1) As et que, respecti- 
vement, la densité de la variable aléatoire (N — k + 1) s, est Ae”às. 
Il découle ainsi de (3.3.30) que s est la somme de r variables aléatoi- 
res mutuellement indépendantes distribuées suivant une loi exponen- 
tielle. Nous en tirons que la densité de probabilité du temps global 
de fonctionnement S(f,) est 


srl + 
P (s) — À" =) eh ss S> 0. (3.3.31) 
Logarithmant la densité (3.3.28), nous trouvons 
Inpts, ..., tr, ÀA)=In[N...(N—r+1)]+rinÀi—ks, 


d'où nous obtenons l’équation du maximum de vraisemblance 


dinpfis....tr À) Tr . 
A 
L'estimation du maximum de vraisemblance est de la forme 
RS .3.32 
1 Str) (3.3.32) 


Nous trouvons alors, en utilisant l'expression (3.3.31) pour la 
densité de probabilité du temps global de fonctionnement, que 


œ 


à r Le Fr 
Mis [Ep re À ds=—— À, r > 1. 


sr 


13° 
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Ainsi, l'estimation À est biaisée. Ce biais peut être éliminé en 
utilisant l'estimation 
1 


. r—1 
À, — Sa (4) . (3.3.33) 


La variance de cette estimation est égale à 


À = — 


r 


a 


Di | () Sega due, 22. 


(3.3.34) 


Exemple. Les essais étaient conduits conformément au plan 
[NW = 50, B, (r = 8)]. Les instants des pannes sont é «1,— 91, fo) = 
— 445, L(3) = 221, L4) = 285, U5) = 317, L6) = 328, LT) = 
— 411, t(8) = 496. La valeur du temps global de fonctionnement est 
Sp (48) — 91 + 145 + 221 + 285 + 317 + 328 + 411 + 
Fe 496 (50 — 7) = 21 965. Nous trouvons d'après la formule (3.3.33) 
l'estimation du paramètre À 


Plan [N,B, (r, T)]. Si l'on utilise le plan [N,B, (r, T)], les 
essais cessent soit à l'instant T, si t, > T, soit à l'instant #,, si 
t, << T. Conformément à cela dans le premier cas la densité de 


probabilité de l'apparition de d (T) pannes aux instants #;, . .., taçr 
s'écrit suivant la formule (3.3.22) et dans le second cas pour les 
instants {;, . .., t, des pannes suivant la formule (3.3.28). De même 


que dans le cas du plan [W, V, (r, T})}, nous trouvons que l'estima- 
tion du maximum de vraisemblance est de la forme 
d(T) 


, St >T, où S3(T)= D ti+IN—d(TIIT, 


i={ 


r . « 
sur SET, où Ss(r)= Dit +(N—r)tr. 


i=1 
Par analogie avec le cas précédent nous pouvons utiliser une esti- 
mation améliorée pour le cas {, <T. Nous obtenons en définitive 
d(T pe 
Re SH >T. où S(T)= Du +IN—d(TNT, 
Sa (3.3.35) 
si 4 LT, où Sp(ér)= D ti +(N—r)t. 


i—1 


a(T) 
SB (T) 


>) 
] 


>? 
I 


r—1 
U Sptr) ” 
Cette estimation est biaisée. Vu la complexité des formules exprimant 
le biais et la variance nous sommes contraints de les omettre. 
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Plan [N, B, (r, HS5o)l. Considérons en conclusion de ce paragra- 
phe encore un plan de conduite des essais de stand, qui est également 
appliqué en pratique. On soumet à l'essai V éléments sans renouve- 
ler les éléments tombés en panne. Les essais cessent soit à l'instant, 
où le temps global de fonctionnement des éléments soumis à l'essai 
devient égal à un nombre S, choisi avant les essais, soit à l’instant, 
où le r-ième élément tombe en panne, si le temps global de fonction- 
nement s'avère en ce cas inférieur à So. Nous désignerons d’une 
manière concise ce plan par [W, B, (r, HSo)l. Si l’on désigne par 
N (t) le nombre d'éléments non encore tombés en panne vers l'instant 
t, le temps global de fonctionnement S @) des éléments soumis 


a l'essai sera à l’instant t égal à S, (t) — | N (s) ds. Supposons que 


(Ù 
les pannes des éléments aient eu lieu aux instants #4, . .., dart), 
dans ce cas le temps global de fonctionnement vers l'instant #t 
s'exprime par la formule 


Sz () = | N(s)ds= Ni +(N—1) (404) +... +IN —d(b](E— ta), 


to —0, si d(t)—0. Les essais cessent à l'instant s, quand soit le 
temps global de fonctionnement 


Sp(s)=Nti + (N— 1) (tt) +... +(N—d(s))(s— tas) =S0 (3.3.36) 


(dans ce cas d(s)<<r), soit à l'instant f,, où se produit la panne 
du r-ième élément 


Sat) = NL (N—1) (bts) + ce HAN —r +1) (br — tr) € Soc 
(3.3.37) 


Nous avons montré plus haut qu'au cours des essais de W éléments 
sans renouvellement des éléments tombés en panne, les variables 
aléatoires M4, (N—1)(t — 4), (N—r+1)(é;s — 1,41) sont 
mutuellement indépendantes et suivent une même distribution de 
densité de probabilité Àe—#t. Ainsi, les conditions (3.3.36) et (3.3.37) 
signifient en fait que nous observons un flux de pannes de Poisson 
d'intensité À et que nous cessons les observations soit à « l'instant » 
So, soit à «l'instant » S (£,), où se produit la r-ième panne. Or, 
nous avons déjà résolu le problème de l'estimation du paramètre A 
d'un flux de Poisson, quand nous avons étudié le cas du plan [N, V, 
(r, T)]. Pour utiliser l'estimation (3.3.17), nous devons poser t, — 
— S(t,), T = So et dans la formule de la variance de l'estimation 
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(3.3.18) estimer que A — À. Nous avons en définitive 


d (t « ’ is ii 
Ko , où #4 est déterminé de la condition 
0 


S (Lo) au Sos Si S (£r) > Sos (3.3.38) 
r—1 : 
St) ” Si Sp (tr) < So. 


On trouve S,(t) d'après la formule (3.3.35). Comme nous l'avons 
déjà démontré, cette estimation est non biaisée et sa variance est, 
en vertu de la formule (3.3.20), égale à 


») 
] 


r-2 


Dj 5 SO eus, M St DS use 


d! ‘ r—2 
d=- 0 d-r-2 


Il découle de la considération du plan [W, V, (r, T)] que les statis- 
ES exhaustives sont d (to), si S (£,) > 90, et JS (£6,), si S (t,) << 
< 9 0. 


Exemple. On effectue les essais conformément au plan [NW = 100, 
B, (r = 5, HS — 10 000)]. La première panne s'est produite 
à l'instant #41, — 34, la valeur du temps global de fonctionnement 
S'8 (t13) = 3400 << 10 000. La seconde panne a été enregistrée 
à l'instant {2) — 75, la valeur du temps global de fonctionnement 
S'p (t2,) = 7 459 << 10 000. Dans l'intervalle compris entre ft») — 
— 79 et {o — 100,71 on n’a pas observé de pannes. A l'instant to — 
— 100,71 la valeur du temps global de fonctionnement a atteint 
le niveau donné de 10 000. Conformément à la partie supérieure de 
la formule (3.3.38) nous trouvons 


== = he 4 / 
So 6 060 “2:10 * pannes/heure. 


Estimations non biaisées pour la probabilité de fonctionnement 
sans défaillance. L'un des indices les plus importants de fiabilité 
est la probabilité de fonctionnement sans défaillance au cours d’un 
temps donné 74. Dans le cas de la loi exponentielle cette probabilité 
est R (Ta) = exp (—ATa). Utilisant les formules obtenues plus 
haut pour l'estimation À du paramètre À, on peut utiliser en qualité 
d'estimation pour R (74) 


R(Ta) = exp (—ÀTa). (3.3.39) 


On peut montrer que, quand le nombre N d'éléments soumis à l'essai 
croît, cette estimation est consistante et asymptotiquement efficace, 
si seulement À est une estimation asymptotiquement efficace pour À. 
Toutefois, pour des valeurs finies de l'estimation donnée par la 
formule (3.3.39) est biaisée. Ce biais peut atteindre une grandeur 
notable dans le cas important en pratique, où R (T4) est proche de 


$ 3.3] ESTIMATION DU PARAMÊTRE DE LA LOI EXPONENTIELLE 199 


l'unité. La grandeur du biais dépend également du type du plan 
suivant lequel on effectue les essais. De même que pour les estima- 
tions du paramètre À, on peut poser le problème de la recherche des 
estimations non biaisées pour À (Ta) = exp (—ATa). Nous nous 
bornerons ici à étudier seulement deux types de plans [W, V, T] 
et [W, B, rl. L'idée principale de l'élaboration des estimations non 
biaisées avec une variance minimale consiste en ce qui suit. On recher- 
che d'abord une estimation non biaisée pour la fonction donnée du 
paramètre inconnu. Si cette estimation non biaisée est une fonction 
de la statistique exhaustive (et, de plus, unique), elle possède 
(cf. $ 7.5) une variance minimale. Si cette estimation non biaisée 
n'est pas une fonction d’une statistique exhaustive, alors on considère 
en qualité de nouvelle estimation non biaisée l'espérance mathé- 
matique conditionnelle de l'estimation initiale, sous la condition que 
l'on a fixé la valeur de la statistique exhaustive. 

Supposons que les essais sont conduits suivant le plan [W, V, T|. 
La statistique exhaustive est le nombre d (T) d'éléments tombés en 
panne au cours de la réalisation des essais. La variable aléatoire 
d (T) suit une loi de Poisson de paramètre WAT. L'équation princi- 
pale pour l'estimation non biaisée œ (d) pour R (Ti) est de la forme 


D po M e-avr = ea, (3.3.40) 
d(T)=0 | 


Divisant les deux membres par e-ANT et développant e*("T- 74? 


suivant les puissances de À, nous obtenons que l'égalité (3.3.40) 
est valable quand et seulement quand 
NAT)d  Ad(NT—Tyjd 


Nous obtenons ainsi de (3.3.41) l'expression de l'estimation non 
biaisée de À (Ta): 
T q ) 


R(Ta)= p(d(T)= (1-58 


La variance de cette estimation est donnée par la formule 


D{À(Ta)] = exp {anr [ ( +) -1]} —exp(—2ATa). (3.3.43) 


| (3.3.42) 


Notons que l'estimation non biaisée pour les valeurs T4 > NT 
donne des valeurs négatives pour un nombre impair de pannes et 
des valeurs plus grandes que l'unité pour un nombre de pannes pair. 
L'estimation (3.3.42) ne peut être recommandée que pour les valeurs 
Ta K NT. 

Supposons que les essais aient lieu conformément au plan [W, B, 
rl. Si t désigne les instants des pannes, à = 1, ..., r, alors les 
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variables aléatoires t; = (MN — i + 1) (éçi — tisa)), à = 1, . ..,r, 
toy = 0 sont mutuellement indépendantes et suivent une loi de dis- 
tribution exponentielle de paramètre À: 


P{t> Ta} = exp(—ÀTa) = R (Ta). 


Par conséquent, on peut choisir en qualité d'estimation non biaisée 
de R (Tu) le rapport du nombre d (r) de variables aléatoires t;, telles 
d 


que t; > Ta au nombre global r. L'estimation À, (Ta) = a est 


non biaisée. Toutefois, elle n'est pas une fonction de la statistique 
exhaustive S 8 (£{,). En calculant l'espérance mathématique condition- 


nelle de À; (Ta) par rapport à S, (£,), nous obtenons l'expression 
pour l'estimation non biaisée améliorée 


T r— 1 
__—. 1%) , SG) >T, 
al 202 ess 


On peut, en tenant compte du fait que la densité de probabilité 
du temps global de fonctionnement S, (£,) est donnée par la formu- 
le (3.3.11), vérifier aisément que l’estimation (3.3.44) est non biaisée. 
Nous avons en effet 


MR To = | TT ex ds = 


S 


Tq 
S ç° 00 Ta\v Arsr-1l As ds 
= D r—i | (—<) T—11* == 
v=0 Ta 
r- 1 s ë T—V— 1 
= (—1) v TV TT (r—v—1)! D (AT a)!" e7ÀTa — 
ni r-1 (r—1)! u | LL 
v--0 u= 0 
r—1 l 14 
_QTAT l me 1] —2T 
=" 423047) > ren] " 
{0 R=—0 


L’estimation (3.3.44) a été obtenue en 1962 par E. Odnorobova. Une 
estimation analogue a été publiée dans [10]. 


$ 3.4. Intervalles de confiance pour le paramètre 
._ de la loi exponentielle 


Insuffisance des estimations ponctuelles. Nous avons considéré 
dans le paragraphe précédent diverses estimations du paramètre À 
de la loi exponentielle. Toutefois, aussi bonnes que soient les pro- 
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priétés de ces estimations, même si, par exemple, elles sont non 
biaisées et efficaces, il s'avère insuffisant dans divers cas présentant 
un grand intérêt pratique de caractériser la qualité et la fiabilité 
des articles uniquement à l’aide d’estimations. Si la panne de l’élé- 
ment entraîne une perte notable, on n'utilise que des éléments très 
fiables. Dans le cas où les pannes suivent une loi exponentielle, cela 
signifie que la grandeur À doit être très petite. Comme la durée T 
de déroulement des essais est limitée, la petitesse de À entraîne que 
le nombre moyen de pannes observées lors de la conduite des essais 
est aussi petit. Il peut s'avérer que lors du déroulement des essais 
aucune panne ne soit observée. Si l’on utilise les estimations propo- 
sées au début de ce paragraphe, il est clair que dans ce cas on estime 
que la qualité est excellente, autrement dit que À = 0. On ne tient 
alors aucun compte de la taille W du lot d'éléments soumis à l'essai. 
Dans les cas où le nombre observé de pannes est différent de zéro, 
mais petit, la mesure naturelle de la dispersion des valeurs de l’esti- 
mation aléatoire, le rapport de la racine de la variance à l'espérance 
mathématique, est grande (>>1), de sorte que la valeur de l’estima- 
tion varie fortement d'un essai à l’autre et ne peut servir de caracté- 
ristique stable de fiabilité des éléments. Ces remarques critiques nous 
conduisent. d'une manière rationnelle à utiliser pour l'estimation du 
paramètre À de la loi exponentielle la méthode des intervalles de 
confiance. On appelle intervalle de confiance bilatéral pour le para- 
mètre À avec un coefficient de confiance, non inférieur à y, l'inter- 


valle aléatoire (À (x), À (x)), dont les extrémités À (x) < À (x) ne 


dépendent que du résultat des essais x et pour tout À —>0 on a 
P{A (D <A<T(T)}>v. 


On appelle intervalle de confiance unilatéral supérieur (0, À (x)) 
et inférieur (A(x), +) des intervalles aléatoires pour lesquels 


on a respectivement pour tout À=>0 
P{O<A<A(z}>r  P{(z<A}>7. 


Au cours de la construction des intervalles de confiance nous utilise- 
rons la méthode générale exposée au $ 3.5. Nous prendrons alors en 
qualité de variables aléatoires, dont les distributions ne dépendent 
que du paramètre inconnu À, les valeurs des statistiques exhaustives 
que l'on obtient au cours du déroulement des essais. Notons que 
puisque les estimations du paramètre À sont des fonctions monotones 
des statistiques exhaustives que nous considérons plus bas, alors, 
comme nous l'avons montré au $ 1.6, les intervalles de confiance 
obtenus à partir des estimations, d’une part, et des statistiques 
exhaustives, d'autre part, coïncident. Nous modifierons quelque peu 
l'ordre de notre exposé, en considérant tout d’abord les plans les 
plus simples [N, V, T], IN, V,r], [N,B; rl, [N, B, T], et ensuite 
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D nn” plus compliqués [W, V, (r, T)], [N,B, (r, HS)], IN, B 
r, T)]. 

Intervalles de confiance pour les plans comportant des statisti- 
ques exhaustives simples. Pour le plan [W, V, T] la statistique 
exhaustive est le nombre d (T) de pannes observées. La variable 
aléatoire d (T) suit une loi de distribution de Poisson de paramètre 
À = ANT. Sur le plan (A, d) les résultats des essais sont repré- 
sentés sous forme de points aléatoires Q — (A, d), où A est la valeur 


da, d(a) 


PSSSSSS ISSN 
LLLSSS SJ d'o RE) 2 V/'S LS S SET S'SSS SNS SNS NS 1 
VPLSSLSIL 4 NPD DS DSL D D'SSSS SSI SSI SIN IS SSI SN 
BREL 72 ASSIS SSSSS SSI SSI SNA 


0 A 
Fig. 3.4.1 


2 


du paramètre de la distribution de Poisson et d le nombre de pannes 
observées. En nous basant sur la méthode exposée au $ 3.5 pour 
construire la limite supérieure de l'intervalle de confiance avec un 
coefficient de confiance non inférieur à &, nous devons pour chaque 
valeur de À indiquer un nombre entier d (A) tel que la probabilité 
pour que la statistique exhaustive prenne une valeur non supérieure 
à d (A) ne dépasse pas 1 — &, et la probabilité pour qu'elle prenne 
une valeur non supérieure à [4 (A) + 1] dépasse 1 — &. Comme la 
grandeur d (T) suit une loi de distribution de Poisson, alors d(A) 


«+ 


est déterminée à partir de la relation 
P{d(T) <d(A)}= Lan) (A) <1—a< P {d(T)<d (A) +1} = 
= La(ay+1 (A). (3.4.1) 


k 

où L,(A) — à e-4. Nous obtenons, en notant que La (A) 
k=—0 ° 

est une fonction monotone décroissante du paramètre À, que d (A) 


est une fonction non décroissante de A. Comme d (A) ne prend que 
des valeurs entières, alors d (A) est une fonction en escalier non 


décroissante (fig. 3.4.1). Il découle alors de (3.4.1) que d (A) atteint 
pour la première fois le niveau d pour une valeur de A, (d) pour 


laquelle 
La(Ai-a(d))—=1—«. (3.4.2) 
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Définissons l’ensemble F, comme l'ensemble des points (A, d), 
A >0, d=1,2,... pour lesquels d (A) <d (A). II découle de 
la définition que la probabilité pour que le point aléatoire (A, d (T)), 
où À = ANT et d (T) est le nombre d'éléments tombés en panne, 
se trouve dans l’ensemble F, ne dépasse pas 1 — &, quelle que soit 
la valeur de A. L'événement Q = (A, d(T))E F3 est équivalent 
au fait que la valeur À soit à gauche du point aléatoire A; (4 (T)), 
défini par (3.4.2). Les probabilités des événements équivalents sont 
égales, de sorte que 


P{A<A(d)}}=P{QEG:}=P{4> d(T)}=— 
—1—P {d<d (T)}> «. (3.4.3) 
Ainsi, A:-« (d)est la limite de confiance supérieure avec un coeffi- 


cient de confiance non inférieur à &«. Comme A = ANT, alors À — 
= 2e © est la limite de confiance supérieure pour le paramètre À 
avec le même coefficient de confiance «. 

Pour construire l'intervalle de confiance bilatéral pour le para- 
mètre À de la variable aléatoire poissonienne d (T) avec un coefficient 
de confiance & on choisit deux nombres e, et 82 >0, 1 — & — 
= €, + &2 (habituellement €; — e2) et l’on construit l’ensemble % 
des points (A, d) pour lesquels soit 

La(A)<ei, soit 1— Li, (A) <ez. (3.4.4) 

Il découle de la condition (3.4.4) que la probabilité P (Q € %) pour 

que le point aléatoire Q — (A, d) tombe dans l'ensemble % ne 

dépasse pas 1 — &@ — e; + e>. Tenant compte du fait que la fonc- 

tion La (A) est monotone décroissante nous obtenons de (3.4.4) 

que (A, d\e% si et seulement si la valeur À est à gauche 
du point À (d) et à droite du point A (d), pour lesquels 

La(A(d))=es, 1—Lai(A(d))=e (3.4.5) 

car ce n'est que dans ce cas que l’une au moins des inégalités (3.4.4) 

n'est pas vérifiée. Ainsi, l'événement {A (d) < A << A (d)} est 


= 


équivalent à l'événement {(A,d)E€ %}. Nous en tirons 
P{A(d)<A<A(d)}=P{(A, d)E5}— 


—=1—P{(A, d)€ÿ}>1—(a+e)=0. (3.4.6) 

Tenant compte du fait que les valeurs de A, (d), définies par 
la formule 

La (Aa (d))= 0, (3.4.7) 


sont données dans la table 7 de l'annexe, nous pouvons écrire à 
l'appui de (3.4.5) 


A(d)=A4,(d), A(d)=As-e(d—1). (3.4.8) 


ESTIMATION DES INDICES DE FIABILITÉ [CH. II! 
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L'intervalle (A;:_+,.(d — 1), A:, (d)) est ainsi un intervalle de 
confiance avec un coefficient de confiance égal à &. Tenant compte 


de nouveau que À — _ . nous obtenons l'intervalle de confiance 
pour la valeur à estimer À 
A d—1 = A 
Ame, À = _ (3.4.9) 


où les valeurs A;_., (4 — 1) et AÀ,, (d) sont déterminées en tant que 
solutions de l'équation (3.4.5). Si d = 0, on estime que la valeur 
de A, (0 — 1) est nulle. 

Exemple. Supposons que les essais étaient conduits conformé- 
ment au plan [W — 500, V, T = 100] et que l'on avait enregistré 5 
pannes: d(T) = 5. On demande de trouver la limite supérieure 
de confiance pour un coefficient de confiance &æ=0,9. Nous trouvons 
de la table 7 de l'annexe que A1 (5) = 9,275 pour & = 0,9. Nous 
en tirons 


= 1,855-10"4. 


On peut affirmer avec une probabilité 0,9 que la valeur véritable 


de À ne dépasse pas la valeur trouvéé de À. Construisons maintenant 
l'intervalle de confiance bilatéral correspondant à la valeur & — 0,9; 
y — £& — 0,05. Nous utilisons la même table 7, d’où nous trouvons 
Ao.05 (4) = 1,970; A6,05 (5) = 10,513. Nous obtenons alors en vertu 
de la formule (3.4.9) 


1,970 
À = 550.100 


10,513 


— 0,394 - 1074, À = ES 00 


— 2,103-10"4. 

Lors de l'utilisation du plan [W, V, rl la statistique exhaustive 
est l'instant {, d'apparition de la r-ième panne. La densité de pro- 
babilité de cette statistique est donnée par la formule (3.3.11). 
Notons maintenant que la densité de probabilité de la variable aléa- 
toire At, est de la forme 

tr-1 


PU)= (3.4.10) 


autrement dit, ne dépend pas de la valeur inconnue du paramètre A. 
Si l'on se donne la valeur du coefficient de confiance &æ = 1 — 
— (E1 + 82), &1, 82 >>0 et les valeurs A,, (r — 1) et A1, (r—1), 
telles que 

co By-gatr—1) 


tr—1 _t tr 1 = 
RER SN TN di — E&,, Tr € tdi — 8), (3.4.11) 
Ses L. DR à ei 
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il découle de la forme de la densité de probabilité (3.4.10) que 
Aeytr—1) 


r—1 
P{Ai_e,(r—1) << At, < Au (r—1)}— | nc 4 
At-gotr—1) 
At-—gatr—1) : oo 
; LT _t tr-1 _t _ 
nd | jnc'a- 
Agytr—1) 


— À — (e, + €) = À. (3.4.12) 


Les inégalités dans (3.4.12) sont équivalentes aux inégalités 


A à A (r—1 
ee REV HT — - 


A — 1 A — 1 
ET CE 77 


Comme la relation (3.4.13) est vérifiée pour tout À >> 0, l'intervalle 
Aie, (r—1)  Ae, (r—1) 
t, L le 
pour le paramètre À avec un coefficient de confiance &. L'intervalle 


= t— 
, de sorte que nous avons 


aléatoire ( ] est un intervalle de confiance 


de confiance pour le paramètre À— _ est respectivement de la 
forme 


A,_,.(r—1) —  A,,(r—t1) 
(= —, Fi = —). (3.4.14) 
Nous obtenons de (3.4.14) l'intervalle unilatéral avec un coefficient 
de confiance &, en posant £&> = 0, e, — 1 — &. Dans ce cas 
A (Fr — 1) = 0 et A,, (r — 1) = Aix (r — 1). Les valeurs de A (r) 
pour différents r et &« sont rapportées dans la table 7 de l'annexe. 


Exemple. On a obtenu par suite des essais réalisés conformément 
au plan [N = 500, V, r = 15] que t:; — 1211 heures. Trouver 
l'intervalle de confiance unilatéral supérieur avec un coefficient 
de confiance &« — 0,99. Nous trouvons de la table 7 de l'annexe que 
la valeur Ao.o1 (44) — 25,446. Nous obtenons de la formule (3.4.14) 
la valeur de la limite supérieure de l'intervalle de confiance de À 

= HR  4,24.105. 

On peut construire de manière analogue l'intervalle de confiance 
pour le plan [NW, B, rl. La statistique exhaustive est ici le temps 
global de fonctionnement des éléments soumis à l'essai S 3 (£,) — 


= St, LIN —Tr)t,, où 4, ..., t sont les instants des pannes 
1=1 


des éléments. Comme nous l'avons montré au 8 3.3, la densité 
de probabilité de cette statistique est de la forme (3.3.31), c'est 
pourquoi la densité de la variable aléatoire À, S3 (t,) est (3.4.10). 
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Répétant les raisonnements utilisés pour établir la formule (3.4.13), 
nous obtenons que 


Ai_ (7 — — 1) _ 
P (er — aTCE — _ t) | &. (3.4.15) 
Ainsi, l'intervalle . confiance bilatéral pour À, correspondant 
au coefficient de confiance a =e;+e,, aura pour limites 


Aire) +  Ae(r—1) | 
PE Se) "7 Sun ” En 


où Sg (t,) est le temps global de fonctionnement des éléments pen- 
dant le déroulement des essais. De même, la limite supérieure de 
l'intervalle de confiance unilatéral avec un coefficient de confiance & 
est égale à 
F Ai-œ (r —1) 
Sp (tr) 

Nous rappelons que les valeurs des coefficients A, (r) sont données 
dans la table 7 de l'annexe. 

Plan [N, B, TI. Dans le cas du plan [N, B, T] les statistiques 
exhaustives sont le nombre d (t) Rene tombés en panne et. 


le temps global de fonctionnement S & (T) — > ti + IN — d'(T)IT. 


Pour les éléments très fiables AT & 1, c'est Doundoi la densité de 
probabilité conditionnelle des instants des pannes coïncide prati- 


quement avec la densité de la distribution uniforme, puisqu'elle 
AT 
est égale à sr: AT & 1. C'est pourquoi pour une 


valeur fixée de la statistique exhaustive d (T) la distribution de 
la statistique S (T) ne dépend pratiquement pas de la valeur du 
paramètre À, si seulement ÀT «£ 1. Par conséquent, dans le domaine 
le plus important des petites valeurs du paramètre À pratiquement 
toute l'information relative à ce paramètre est concentrée dans la 
statistique exhaustive d (T). Partant de ce fait, nous nous bornerons 
uniquement à la statistique d (T). Nous aurions pu considérer les 
a ju : : . d(T) 
valeurs de l'estimation même du paramètre À égale à ST) * Mais 
cette voie conduit à des formules très compliquées, peu susceptibles 
d’être utilisées. Comme chaque élément peut tomber en panne indé- 
pendamment des pannes des autres éléments et que la probabilité 
d'une panne est p — 4 — e-ÀT, la distribution du nombre de pannes 
d (T) sera _binomiale 


P{d(T)—d}=C$pt(1—p)""*. 
Nous avons déjà considéré au $ 1.6 le cas de construction de l'inter- 
valle de confiance (p (d (T)), p (d (T))) pour le paramètre p de la 
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distribution binomiale. La fonction À = Sin = est monotone 


en p, de sorte que _——— P (d) < p < p (d) est équivalente 
NO ie À 1 | 
à l'inégalité -— In px ra 1<+ In EF Par conséquent, 


P{in nTG <À<F ni m1 1 us 


=P{p(d) <p<p(d)}}>1—(e+e)—a. (3.417) 


Comme quand €; = 0, p(d)d =0 pour d=0,1,..., N, nous. 


obtenons alors de (3.4.17), en posant e& — 0, 8 = 1 — @, l’inter- 


valle de confiance unilatéral (o, + In —) avec un coefficient 
— p 


de confiance non inférieur à @&. Pour faciliter la construction 
des intervalles de confiance pour les valeurs &æ = 0,95, &; — €> — 
= 0,025 et N = 50, 60, 80, 100, 150, 200 on a rapporté dans la 
table 8 de l'annexe des coefficients 


A (d)= In; cd A (d)=m— = (3.4.18). 


Nous trouvons de (3.4.17) que l'intervalle de confiance bilatéral 
est de la forme 


__ À’ (d) 7 A'(d) 
== , l= 5, (3.4.19) 


où A”(d), A'(d) sont déterminés de (3.4.18) et P(d) et p(d) d'a- 
près les formules du $ 1.6 pouriles valeurs ==. L'inter- 
valle unilatéral est égal à 


(o, =), (3.4.20} 


où la valeur correspondante p (d) est trouvée d’après les formules. 
du $ 1.6 pour £&s = 1 — «. 


Exemple. Les essais sont réalisés d’après le plan [NW — 150, B, 
T —= 100 heures]. Au cours des essais 5 éléments sont tombés en 
panne. On demande de trouver l'intervalle de confiance bilatéral 
pour un coefficient de confiance & = 0,95. 

Nous trouvons de la table 8 de l'annexe que A” (10) — 0,079; 
A” = 0,011. Nous obtenons ainsi de la formule (3.4.19) 
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Intervalles de confiance pour les plans à statistiques exhaustives 
composites... Plan [N,B,(r, T)]. Nous utilisons maintenant la 
méthode générale du $ 1.6 pour construire l'intervalle de confiance 
pour À d'après les résultats des expériences réalisées conformément 
au plan [W, B, (r, T)l. Dans ce cas les instants des pannes consti- 
tuent un flux de Poisson d'intensité A. Le côté spécifique principal 
de ce cas consiste en ce que la statistique exhaustive pour le para- 
mètre À est composite. Si t#, > T}, elle est égale à la valeur 


d=0;(T+r) 
d=1;,(+r+ SX RE 
d Ex Ÿ 

\ 


d-r-H LUE D 


d (T) du nombre d'éléments tombés en panne au cours du temps 7; 
si par contre {, << T, alors la statistique exhaustive est égale à f, 
qui est l'instant d'apparition de la r-ième panne. Considérons les 
points du plan de la forme (A,t)}, A0, 0O<1<T,t=T + 
+ 1,..., T +r (fig. 3.4.2). Si au cours des essais des éléments, 
pour lesquels AN = À, on observe une valeur t, << T, les résultats 
des essais sont notés par le point aléatoire (A,t,). Si par contre 
1, > T et si le nombre de pannes est d (T) = d, alors le résultat 
des essais est noté par le point aléatoire (A, T + r — d). L'ensemble 
des points % est construit de la manière suivante. On se donne deux 
nombres &, €2 >>0, & — 1 — (8e, + €). Pour une valeur fixée 
de À on rapporte à la partie supérieure de l’ensemble % les points 


(A, S), S=T+r— d ou t, pour lesquels S >S (A), où S (A) 
est déterminé des conditions $S (A) =T+r—- d(T); d(T) est 


un entier, non supérieur à r — 4, si 
d (T) d(T)+1 
(AT)d AT \ (AT)d AT. 
>, Tape À LE T 2 ur © À , (3.4.21) 
d=0 d=0 


si par contre 


71 
AT)a _ 
CL e AT  &4, 
d=0 
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alors S(A)=t(A), où £(A) est déterminé des conditions 


2 (ATH AT + 1. is Un | re Mds= er. (3.4.22) 


(A) (A) 


De manière analogue on rapporte à la partie inférieure de 
l’ensemble % les points (A, S) pour lesquels S<S(A), où S(A) 
est déterminé des conditions _ : 


S (A) 
Arsr-1l e-As … : 2 
pre ds; (3.4.23) 
Arsr— r—1l “LS 
si par contre (=) ds < £2, alors on choisit en qualité 


de S (A) le A0nbEe S (A) = T +r — d'(T), où d (T) est un nombre 
entier non supérieur à r — 1 déterminé des conditions 


= TT d(T) d(T)—1 
(AT)Ÿ _yp_ (A s- ne. 
2 ere Ve] G=DT  "< 


(ATMerAT LT AT Un (3404 
+ _— ee : ( : . 24) 
0 


La probabilité pour que le résultat des essais soit noté par un 
point aléatoire (A, S)E % ne dépasse pas 1 — & = e&, + e> en 
vertu des règles de construction de l’ensemble % Respectivement, 
la probabilité de l'événement contraire (A, 05) € % n'est pas 
inférieure à &. Si par suite de la réalisation des essais on a observé 
d(T)=d<r—1 pannes, l'événement (A, S)E% sera équi- 
valent à l'événement 


A(d) <A< A (à), (3.4.25) 


où À (d) et A (d) sont les fonctions inverses de S (A) et S (A) pour 
les valeurs de À, pour lesquelles S (A) ou S (A) sont égales à T + 
+r—d,d=0,...,r — 1. Nous trouvons des équations (3.4.21) 
14—0217 
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et (3.4.24) que A (d) et À (d) sont déterminés par les équations 


LT eds — €, (3.4.26) 


| Adsd es ds — 8. (3.4.27) 
d! : 


Or, ces équations sont équivalentes aux équations (3.4.11). Nous 
en concluons que 
Ai_etd—1) 


TD AD, 


(3.4.28) 
où : : 
A(d)=A(d)N, A (d) = 2 (d) N. 
Rappelons que les valeurs des coefficients A, (d) sont données dans 
la table 7 de l’annexe. Si, par contre, l'instant de la r-ième panne 
1. < T, l'événement (A, #,) € $ est alors équivalent à l'événement 
A (4) < A < A (4), (3.4.29) 
où A (S), À (S) sont les fonctions inverses de S (A), S (A) pour 
les valeurs de À, pour lesquelles les valeurs de S (A) et S (A) ne 
dépassent pas 7. Nous trouvons de (3.4.22) et (3.4.23) que A (tr) 
et A(t,) sont déterminés des équations 
HUE sea e- Fun ds me. (3.4.30) 


r 


tr 
A (t-)]" 
= 1 s'"le-Altr}s ds — Es. (3.4.31) 
0 


Ces équations sont équivalentes aux équations (3.4.11) dans les- 
quelles 


A(r)=A(t)tr=X (tr) Nr, 
A (r)= A (tr) tr = À (tr) Ntr, 


A(r)=Au(r—1), A(r)=Aie(r—1). 


Ainsi, la construction de l'intervalle de confiance pour l'’esti- 
mation du paramètre À lors de l’utilisation du plan [N, V, (r, T)] 
doit être effectuée de la même manière que lors de l'utilisation des 
plans [N, V, Tlet [N, V, rl suivant que l'on aitt, > Tout, <T. 
Un résultat plus général pour des limites non croissantes d’interrup- 
tion des essais a été obtenu par L. Bolchev [9]. 
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Plan [N,B, (r, HS5)l. Il avait été établi au $ 3.3 que le plan 
[N, B, (r, HS:)l est équivalent au plan [N = 1, B, (r, So)l. C'est 
pourquoi l'intervalle de confiance bilatéral est de la forme 


; Aÿ.r2 (4—1) —  A,,(d 
=, 7 st si S3(4)> So (3.4.32) 
Ai-es (7 1) re Ag, (r—1) 


Br) Sa) © 3.4. 
Suttr) ” Sptltr) Si Sp(tr) LSo,  (3.4.33) 


d(t) 
où Sp) = 1; +IN — d(t)lt, d(t) le nombre d'éléments déjà 
i-0 
tombés en panne vers l'instant t. Les valeurs des coefficients A, (d) 
sont trouvées dans la table 7 de l'annexe. Nous obtenons l'intervalle 
de confiance unilatéral à partir des formules (3.4.32), (3.4.33), 
en faisant À — 0. ce qui correspond à & — 1 — &, e> = (. 
Exemple. Les expériences étaient réalisées conformément au plan 
[N = 500, B, (r — 20, HS, — 20 000)]. A l'instant de l’interrup- 
tion des essais, alors que le temps global de fonctionnement des 
éléments était égal à 20 000, 16 éléments étaient tombés en panne. 
On demande de trouver la limite supérieure de l'intervalle de con- 
fiance correspondant au coefficient de confiance &æ — 0,99. Comme 
la valeur S 3 ({20) > So, autrement dit, le temps global de fonction- 
nement des éléments a atteint le niveau prévu So avant que ne se 
produise la panne du 20-ième élément, on détermine la limite supé- 
rieure de confiance d’après la formule (3.4.32). Nous trouvons de 
la table 7 de l'annexe que Av.01 (16) — 28,030, d'où 


+ 28.030 


L — 20 000 TUT — — 1,40: 1073. 


Plan [W, B. (r. T)]. On peut d’une manière absolument analogue 
obtenir les intervalles de confiance pour le cas du plan [W, B, (r, T)]. 
La statistique exhaustive est ici soit égale au temps global de fonc- 
tionnement S ({,) à l'instant #,, si t, < T, soit bidimensionnelle 
(d(T). Sz(T)).sit, > Le D d (T) est le nombre d'éléments tombés 
en panne et Sk(T) = Ÿ ” + [N — d'(T)]T est le temps global 


ts 


de fonctionnement des ‘éléments. Toutefois, à l'appui des mêmes 
raisonnements que nous avons rapportés dans le cas du plan [W, B, T|, 
nous ne considérerons pas la statistique S 4 (T7). Ainsi, la valeur de 
la variable aléatoire qui nous sert à construire l'intervalle de con- 


fiance est égale à d'(T},sit, >T,et Skt,) — 2 Li+(N—7r)4,, 


si t, << T. Nous considérerons sur le plan (A, ! l'ensemble des 
points À > 0, O<LI<NT,t= NT +1, NT +r,ASp(t,)=— 
= Ni +N— 1) At) +... + N=r+ 1) À (, — 1,1), 

14° 
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OÙù (N — i) (ty+s — ts) (à = 0, ., Tr — 1, to = 0) sont des varia- 
bles aléatoires mutuellement indépendantes (cf. $ 3.3) de densité 
égale à et. C'est pourquoi 
P{S;(t) Lx, M <T}— 

Ÿ 

Ta ot 

| | ie ds; ... ds —#F,(z,T).  (3.4.34) 
ÿ SEC X 
=! 
à ren El 
Par conséquent, nous avons 

PHS(4)<s, 1: LT} =F, (Rs, AT). (3.4.35) 

Répétant ensuite tous les raisonnements utilisés pour la cons- 
truction de l’ensemble % et des intervalles de confiance pour le 
plan [W, V, (r, T)] et tenant compte du fait que la distribution de 
d (T) est binomiale, nous obtenons les intervalles de confiance pour 
le paramètre À avec un coefficient de confiance non inférieur à &æ — 
= 1 — (8, + e2). Si à l'instant TZ, où cessent les essais, le nombre 


global de pannes d (T) = d << r, alors on trouve la limite supérieure 
de l'intervalle de confiance de l'équation 


d - _1 
s! C$ (4 — e TR e-(N-R AT ge, >0, (3.4.36) 
k=0 
et la limite inférieure de l'équation 
N 
2 Ci (1— eàT)* (NAT Lg, > 0. (3.4.37) 


Si l'instant de l'apparition de la r-ième panne, “tr LT, alors on 
trouve la limite supérieure de l'équation 


S Ch(—e-AT}te-(N-HAT LA F(AS(4), AT)—e,  (3.4.38) 
R=0 


et la limite inférieure de l'équation 
F(ASI(tr), AT) = e2. (3.4.39) 


où S (f,) désigne le temps global de fonctionnement des éléments 
à l'instant £.. 

Comparant (3.4.36), (3.4.37) avec les formules du $ 1.6 pour 
les limites de l'intervalle de confiance du paramètre p de la distri- 
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bution binomiale et notant que À — _ In —. , nous obtenons 
que pour le cas {, >T 

A’ (d =. JA 

A@ + _4@ 


RE T 


Les valeurs de A (d) et À’ (d) sont rapportées dans la table 8 de 


l'annexe. Pour le cas t, & T on doit disposer d'une table des solu- 
tions des équations (3.4.38) et (3.4.39). ( 
Si pour la valeur choisie de r du plan [W, B, (r, T)] le rapport 


— < 0, 1, les plans [N, V, (r, T)l et IN, B, (r, T)] sont pratique- 


ment équivalents; de même les plans [N, V, rl] et [N, B; rl sont 
aussi équivalents, puisque le nombre d'éléments à remplacer ne cons- 
titue qu'une faible part de leur nombre total. C'est pourquoi, en 
première approximation, on peut estimer pour construire les inter- 
valles de confiance que les essais ont été réalisés non pas suivant 
le plan [W,B, (r. T)l, mais suivant le plan [NW, V,(r, T)l. Pour 
cette même raison, les intervalles de confiance construits en se 
basant sur les plans [W, B, Tlet [N. V, T] sont pratiquement équi- 
valents, si seulement le nombre observé d (T) d'éléments tombés 


en panne est notablement inférieur au nombre total V d'éléments 


simultanément soumis à l'essai, 0) < 0, 1. 


Les formules principales de ce paragraphe sont réunies dans 
la table 6 de l'annexe. 


$ 3.5. Intervalles et domaines de confiance. 
Cas de nombreux paramètres * 


Nous avons indiqué au début du paragraphe précédent qu'il 
est parfois insuffisant de caractériser les différents indices de fiabi- 
lité uniquement à l’aide des estimations ponctuelles. Ces raisonne- 
ments restent également en vigueur pour le cas de nombreux para- 
mètres inconnus. Si les instants des pannes sont des variables aléatoi- 
res, dont les fonctions de répartition dépendent, suivant une loi 
connue, de plusieurs paramètres, alors les indices numériques de 
fiabilité (la probabilité de fonctionnement sans défaillance au 
cours du temps 7. le temps moyen s'écoulant jusqu’à la première 
panne, etc.) sont des fonctions bien déterminées des valeurs de ces 
paramètres. Un grand nombre de problèmes se posent alors. Pour 
montrer la grande diversité des positions de ces problèmes. nous 
noterons trois voies‘différentes impliquant nécessairement la résolu- 


* Une partie du matériel exposé dans ce paragraphe exige une préparation 
mathématique spéciale. 
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tion des problèmes multiparamétriques. Premièrement, pour un 
grand nombre d'éléments la fonction de répartition de l'instant 
d'apparition de la panne dépend de deux ou d’un plus grand nombre 
de paramètres. Nous avons rapporté au $ 1.4 diverses familles de 
fonctions de répartition dépendant de plusieurs paramètres: la loi 
de Weibull, la loi normale et la loi lognormale, etc. La structure 
des données statistiques, sur la base desquelles on doit construire 
l'intervalle de confiance pour la fonction donnée des valeurs incon- 
nues des paramètres, peut correspondre à l’un des plans décrits 
au $ 3.1. Une situation plus complexe se présente dans la deuxième 
voie quand on réalise les essais des éléments (ou des systèmes) com- 
posés de plusieurs parties, dont les pannes entraînent la mise hors 
service de l'élément tout entier. 

Si, par exemple, les pannes de ces parties composantes sont 
mutuellement indépendantes et si la fonction de répartition de 
l'instant de la panne pour la i-ième partie est égale à F; (t, &;, B;), 
autrement dit dépend de deux paramètres, alors la probabilité 
de fonctionnement sans défaillance d'un tel élément au cours du 


N 
temps T est R(T) = |] [1 — Fi: (T, œ@, Bi). Ici N désigne le 
2 Î 


nombre de parties composantes de l'élément. Nous voyons ainsi 
que l’importante caractéristique numérique de la fiabilité R (T) 
est une fonction de 2V valeurs inconnues des paramètres. Notons 
que dans cette situation le nombre des plans possibles du déroule- 
ment des essais peut être notablement augmenté par rapport aux 
plans décrits au $ 3.1. En effet, l'instant où l’on arrête les essais 
peut dépendre du fait, dans quelles parties composantes de l'élément 
se sont produites les pannes. Enfin, les problèmes multiparamétri- 
ques apparaissent lors de la prévision des indices de fiabilité d'un 
système composé de nombreux blocs différents. I] faut alors se 
baser sur les données statistiques obtenues séparément pour chaque 
type de blocs composant le système. Il est, par exemple. intéressant 
de construire l'intervalle de confiance pour la probabilité de fonc- 
tionnement sans défaillance À (T) au cours du temps 7, quand les 
blocs tombent en panne indépendamment et que la probabilité 
de fonctionnement sans défaillance du i-ième bloc est égale à P; — 
— R;(T). Si m désigne le nombre des différents types de blocs 
et À; — 1 le nombre des blocs de réserve du même type (réserve 
chargée) entrant dans la composition du système, alors 


de k. 
R (T)= (el [1 —(1 —P,) À]. (3.5.1) 
On suppose que les essais des blocs du i-ième type ont été réalisés 


conformément à l’un des plans possibles, par exemple [N;, B, TI]. 
Si l’on estime que le rôle des paramètres est joué par les m valeurs 
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inconnues P; = R;(T), on est de nouveau conduit au problème 
de la construction de l’intervalle de confiance pour une fonction de 
nombreuses valeurs inconnues des paramètres. Il pourrait sembler 
au premier abord que ce problème peut être aisément ramené au cas 
d’un seul paramètre inconnu P; — R; (T). Pour cela il faut simple- 
ment trouver les intervalles de confiance (P;, P;) séparément pour 
chacun des N paramètres P; = R; (T), puis choisir (R, R) en tant 
qu'intervalle de confiance l'intervalle de AR (T), où 


R= [14-294 R= [1-47 


Notons que si le coefficient de confiance des intervalles (P;, P;) 
est égal à «&;, le coefficient de confiance de R n'est pas inférieur 


m 
a œ — [ &;. l'outefois, & s'avère trop petit, même pour les petites 


i= | 

valeurs de m. Par exemple, si m = 10, @œ; — 0,9, alors «a — 
= (0.9): = 0,35. Par conséquent, nous pouvons seulement affirmer 
qu'en moyenne sur 100 intervalles de confiance ainsi construits 
non moins de 35 d’entre eux contiendront la valeur véritable de la 
probabilité À (T). La réduction à un nombre moindre de paramè- 
tres effectuée de cette manière s'avère ainsi peu intéressante. 

Intervalles de confiance dans le cas d'une chaîne d'éléments 
reliés en série. Considérons les cas les plus simples de la construction 
d'un intervalle de confiance pour la probabilité de fonctionnement 
sans défaillance du système composé de m éléments de ! types, reliés 
en série. Le nombre d'éléments du ième type entrant dans le systè- 


me est égal à m;, i = 1, ..., ll, 2 m; = m. On suppose que les 


EE | 

pannes des éléments ont lieu indépendamment les unes des autres 
et que la panne de l’un d’entre eux entraîne la panne de tout le 
système. Désignons par R;(T) la probabilité de fonctionnement 
sans défaillance des éléments du i-ième type au cours du temps T. 
La probabilité R (T) de fonctionnement sans défaillance du système 
s'exprime par la formule 

{ 

Ÿ min R;(T) 


l 
R(T)= [| R:T) ‘= ei-t : (3.5.2) 

i=1 
Comme habituellement R;(T)Æ1, en utilisant la relation 


InR;(T)&—{1—R;(T)], on peut également, au lieu de (3.5.2), 
utiliser lors des calculs la formule approchée 


l 
R(T)= exp | — 2 mili— Ri(T)]!. (3.5.2°) 
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Tenant compte de la dépendance monotone R (T) de à miln R;(T). 


on peut ramener le problème de la recherche de l'intervalle de COn- 
fiance inférieur de À (T) au problème équivalent de la recherche de 


l'intervalle de confiance supérieur pour la somme Ÿ m;ln R; (T) 
de fonctions convexes. 

La construction de l'intervalle de confiance dépend notablement 
du fait, quelles sont les données statistiques relatives aux para- 
mètres inconnus À; (T) dont nous disposons. Supposons que les 
éléments du i-ième type sont soumis à l'essai conformément au plan 
[N;, B, (T)l, i—1,..., 1, et que l’on a enregistré d; pannes. 
Si les éléments sont suffisamment sûrs et que NW; est grand (NW; => 20), 
on peut estimer que les d; suivent une loi de distribution poissonien- 
ne de paramètre À; = N, [1—R,;,(T)]. On utilise alors respective- 
ment au lieu de la formule (3.5.2) la formule (3.5.2). 

Considérons deux espaces: l’espace des résultats des essais 


(di, . .., d;) et l’espace des paramètres (4,, . .., À). Comme les 
valeurs d,, . .., d, suivent une distribution de Poisson, leur somme 
d = dj +... + d; suit également une distribution de Poisson de 


paramètre À — À, + ...—+ A4. Si A, (d) sont les quantiles de la 
distribution de Poisson (la table 7 de A, (d) est donnée dans l’an- 
nexe), l'affirmation {A +...+A< A (d)} est équivalente 
à l'affirmation {4 +...+d<d; (ki +...+A)}, où d; (Q) 
est déterminée de la condition 
d(2)+1 : da), 
D ei>i-e> Te À. 
k=0 k=—0 
D’après la construction de A, (d) nous avons 
P{lit...+Ai<As(d)} >. (3.5.3) 


A la base de (3.5.3) considérons dans l’espace des paramètres 
définis par les conditions 


l 
M>0, 2 MLAi-a(d), d=d+...+d. (3.5.4) 
Si l’on considère, sur l'ensemble défini par les inégalités (3.5.4), 
l 


le maximum de la fonction qg= — > m;ln R;(T) 
1 


l | 
p@—= max EE S mlnR; (T) | (3.5.0) 
i=1 
nous aurons pour les événements 
I l 
{= max >, min R;i(T)>p— >» m; 1n R:(T)} = 
i= 1 i—1 
= {A +...+M<As (d)}. (3.5.6) 
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Comme la probabilité de l'événement {A4 + ...+ A Ai (d)} 
n’est pas inférieure à &, nous avons a fortiori, e en tenant c compte de 


(3.5.6), P {p >} > a. 
On peut prendre en qualité de limite inférieure de confiance de 
R (T) la valeur R (T) = exp {—œ}. Le problème de la recherche 


de la limite inférieure de confiance est ainsi ramené à celui de la 
recherche du maximum de la fonction (3.5.5) pour les limitations 
(3.5.4). Si l'on utilise l’approximation (3.5.2), alors (3.5.5) est 
remplacée par la condition 


{ 
pæ max S m;(1—R;(T)). (3.5.7) 
1=1 


Le maximum (3.5.7) sous les conditions (3.5.4) peut aisément 
être trouvé sous forme Mb Nous avons ici 

LS 
Partant de la formule (3.5.8), nous Re que la limite inférieure 
de confiance de la probabilité À (T) de fonctionnement sans défail- 


« 


lance avec coefficient de confiance non inférieur à & est égale à 


R(T)= exp {- qu Fe | Aj-a (di +... .+d)} . (3.5.9) 
Dr L1i<l 

La limite inférieure de confiance construite d’après la formu- 
le (3.5.9) ne donnera pas une bonne approximation de R (T) pour 
toutes les valeurs des paramètres À; = N,[1 — R;(T)]. Dans les 
cas où l’on dispose d’un matériel statistique important, À; et, 
respectivement, d; sont grands, on peut utiliser l'approximation 
normale, proposée dans l’article de R. Mirni et A. Soloviev [11]. 
Remplaçant À; par les estimations d; et tenant compte du fait que 
l 


Ÿ FN: d; suit une loi de distribution normale, on peut affirmer 
i--1 


avec une probabilité proche de «& que 


LUN Pr 
Ni Ni x): 


l 


l l 
> mac Da tu W 
1—=1 i= 1 1=1 
où z, est le quantile respectif de la distribution normale 
(cf. table 3 de l'annexe). 

La limite inférieure de confiance pour la probabilité R (T) est 


ainsi de la forme 


R(T)=exp { — DEL TÉL ETEN (3.5.10) 
4—1 i—1 
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En qualité d'un second exemple considérons le cas de la construc- 
tion de la limite inférieure de confiance pour la probabilité de 
fonctionnement sans défaillance, donnée par la formule (3.5.2), 
quand R;(T) =e”MT. Ainsi, nous avons ici 


E > mhiT 
R(T)=e i- 

Nous supposerons que les données te aux valeurs inconnues 
des paramètres À; sont obtenues conformément aux plans d'expérien- 
ces [W;. B, r;l. Supposons encore que les valeurs des temps globaux 
de fonctionnement des éléments sont S (4) = S;, i = 1, ..., L. 
Les S; sont des statistiques exhaustives. Notant que 2A,S; suit 
une distribution du %° à 2r; degrés de liberté et que lors de l’addi- 
tion des variables aléatoires obéissant à une loi de distribution du 
X°. les degrés de liberté s'ajoutent, nous obtenons 


l l 
P 12 à MS; << YË (2 à ri)) =, 


où Yx,(n) est le quantile de la distribution du y* à n degrés de 
liberté (cf. table 4 de l’annexe). L'événement 


l { 
2 D US <x(2 Dr). M>0. (3.5.11) 
4:51 11 


peut être considéré comme des inégalités imposées aux paramètres 
,; ayant une probabilité œ d’être réalisées. Si l’on considère le 
maximum de la fonction 


l 
Ÿ= max > mA (3.5.12) 
i=1 


sur l’ensemble défini par les inégalités (3.5.11), il est évident 


que nous aurons 
l 


lp — max Ÿ mi; > > miki} = 2 > MSr< x (2 : ri) 


1 A = 


(22 


Nous en tirons 
l 
> MAT _ 
PLAT) =e 1 dl di 


l 
=Plp> 2 ru} > >P|2 2 SMS < 1 (2 D r)] =. 


Le problème de la recherche de la limite inférieure de l'intervalle 
de confiance de À (T) est ainsi ramené au problème de la recherche 
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du maximum de la fonction (3.5.12) pour les limitations du type des 
inégalités (3.5.11). La réponse est trouvée sous forme explicite: 


B< (mes M) (2 E) 


Ainsi. la limite inférieure de l'intervalle de confiance avec un 
coefficient de confiance non inférieur à & est 


%a (2 À ri) 
R(T) = exp { _ (max +) —#—7T} : 
Pour de grandes valeurs de r; on peut utiliser l’approximation nor- 
male pour les estimations À, ="=1, Jci en remplaçant À; par 


i 


les estimations Le nous avons avec une probabilité proche de « 


! l CS 
> mil < Ÿ m; + —- VS mi IT. 


i— 1 EC | 1 1 


Ainsi, la formule approchée pour la limite inférieure de l’inter- 
valle de confiance avec un coefficient de confiance «& est de la 
forme 


R(T)= exp [_[S mu W S mi ie | Tr}. (3.5.12") 


1= 1 1-1 


Méthode générale de construction des intervalles de confiance. 
Formulons maintenant dans le plan le plus général la position du 
problème relatif à la construction des intervalles de confiance dans 
le cas de nombreux paramètres inconnus. 

Soit À — {x} l'espace des données statistiques. Les résultats 
des épreuves sont les points z de cet espace. On donne sur 
cet espace une famille des mesures de probabilité P4 {x} pee 
de la valeur d’un paramètre multidimensionnel 8 — (8,, ..., 0,)€ 
€ Q, où $2 est l’ensemble de toutes les valeurs possibles du para- 
mètre 6; on se donne également une fonction numérique connue 
@ (8). On demande de construire d'après les résultats connus zx des 


épreuves l'intervalle de confiance (p (x), p (x)) tel que pour tout 
0€ Q@ on ait 


Po{p(x) <p(8) <p(z)}>a 
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Si « est le plus grand des nombres vérifiant cette inégalité, il est 
appelé coefficient de confiance de l'intervalle de confiance ( (zx), 


 (xz)). Dans le cas contraire on dit qu’on a construit un intervalle 
de confiance avec un coefficient de confiance non inférieur à «. 

Nous allons illustrer sur les deux exemples suivants la position 
du problème et la méthode de solution. 


Exemple 1 (position du problème). Les essais des éléments sont 
conduits d’après le plan [W, B, N]. La fonction de répartition des 
instants des pannes F (4, u, o) = D (—E) , où Oié) est la 
fonction de répartition de la loi normale. Les valeurs inconnues des 
paramètres sont 

0, = 1. 0, = ©, Q = {— 00 <<, <—+— OO, Ü<Lo< co}. 


Les statistiques FRE pour les paramètres u, © sont 
N 


mn ' S x S= Ÿ D'(xi—2) 
1—1 1= = 
(cf. $ 1.6), c’est pourquoi l'espace À se compose des points z — 
= (t, S), —o<rz<+o, S >0. 
La famille des mesures P, (x) est une famille de distributions 
conjointes des statistiques z et S°. On demande de construire l’inter- 
valle de confiance (p (x, S), 1) pour la fonction (8) = p (u, ©) — 


— 1—O (+ } , autrement dit la probabilité de fonctionne- 


ment sans défaillance de l’élément dans l'intervalle de temps (0, T). 


Exemple 2. Le système comporte k; blocs du i-ième type, à — 
= 4,..., N. La probabilité À (T) de fonctionnement sans deéfail- 
lance du système est donnée par la formule (3.5.1), où les probabili- 
tés de fonctionnement sans défaillance du i-ième bloc sont P; — 
— R, (T). Les essais des blocs du i-ième type sont conduits suivant 
le plan [W;, B, T]. Comme la statistique exhaustive pour P; est 
le nombre d; (7) d'éléments tombés en panne au cours du temps T 
de la conduite des essais, on choisit en qualité d'espace X l’ensemble 
des vecteurs à V dimensions À — (d;, ..., d\), où d; = 0, 1, ... 

, N; est égal au nombre d'éléments du i-ième type, tombes 
en LR durant les essais. Le paramètre inconnu est 0 = (P;, ... 

AP CUS PET ET]. , N}. Comme on suppose 
que les instants des | pannes des divers éléments sont indépendants 
les uns des autres, les d; (T) suivent une distribution binomiale, 
et la famille des mesures probabilistes dans l'espace X est donnée 
par la formule 

N 


Potr)= Î] Peta = ape |] Ch Pop 
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On demande de construire la limite inférieure de l'intervalle de 
confiance pour œ (6) — À (T), autrement dit pour la probabilité 
de fonctionnement sans défaillance. 

La méthode générale de construction de l’intervalle de confiance 
est une généralisation naturelle de la méthode pour le cas d’un 
seul paramètre inconnu que nous avons exposée au $ 1.6. Nouschoisis- 
sons en qualité de variable aléatoire, dont la distribution dépend 
de la valeur inconnue du paramètre 8 — (6,, ..., ON), l'estimation 


@ (x) pour la valeur de la fonction donnée ) (8). On considère ensuite 

l'espace © des points (6,, ..., 0x, (x). A chaque point 6 — 

— (8,, ..., 60,4) de l'axe des valeurs œ on fait correspondre un 
ensemble G (6) tel que 

| P{pEG(8)} >. (3.5.13) 

Le système d'ensembles G (8) est construit de telle façon que 

l'inégalité (3.5.13) ne puisse être améliorée pour toutes les valeurs 


de 6, et que la valeur de la probabilité P { € G (8)} soit le plus 
près possible de «&. Si la fonction de répartition de l'estimation 


Fo (x) = P {p (8) < x} est continue, et le paramètre 6 est à une 
dimension, on choisit en qualité d'ensemble G (6) l'intervalle 
(G (8), G&(8)), où 


Fo(G(8)=1—e, Fo(G(8)—Es, œ—1—(e+e2). 


Si l’on considère maintenant le sous-ensemble CE des points 
(01, ..., 0», æ) pour lesquels @€G(8), il découle de (3.5.13) que 


P{(8, PET) >. (3.5.14) 
Fixons maintenant la valeur œ et isolons dans l’ensemble Q des 
valeurs possibles du paramètre 6 le sous-ensemble ÆH (p) & 
(fig. 3.5.1), formé uniquement des points pour lesquels @ € G (8). 
En vertu de la construction l'événement { € G (8)} est équivalent 


à l'événement (6, p) € %. Comme les probabilités des événements 
équivalents coïncident, nous obtenons, compte tenu de (3.5.14), que 


P{OCH(p)}>a. (3.5.15) 

A chaque valeur de l'estimation q nous faisons correspondre les 

variables aléatoires @(œ) — inf (8), m— sup (8). Géné- 
E 0€H() 0€H() 


ralement parlant, l'affirmation suivant laquelle @ (®) et p (p) sont 


des variables aléatoires exige une démonstration spéciale, toute- 
e e e. e e # e 2» # 
fois, il en sera ainsi dans tous les cas intéressants en pratique. L'évé- 
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nement 6 € H (+) implique l'événement {p (p) < p (8) < y (p)}, 
de sorte que nous obtenons de (3.5.15) 


P{p(9)<p(B) <P(@)}>P{BEH (p)} > 


Nous avons ainsi construit l'intervalle de confiance avec un coeffi- 
cient de confiance non inférieur à «&@. 


_ Exemples. Utilisons cette méthode générale pour la résolution 
des problèmes que nous avons 

? posés aux exemples 1 et 2. 
Pour le cas de l'exemple 1 
prenons en qualité d’estima- 
tion non biaisée de Çr (u, 6) 
l'estimation non biaisée éta- 
blie par A. Kolmogorov [12] 


ei (4) 
(3.5 5.16) 


où 


F= | nt dr: 


Fig. 3.9.1 


fx (4) — 


r (=) ; A 
eee VS) 
si [{IKVN—1:f(D—=0,si [tt > VAN — 1. Comme F (y) 


est une fonction monotone de y, il découle de (3.5.16) que l'estima- 
tion œ (x, S) est aussi une fonction monotone des valeurs de Ia 


. . T - rt , . . . 
statistique — V N. C'est pourquoi les intervalles de confiance 
construits à partir de l'estimation (x, S) ou de la statistique 
Tori _z 7 
—— V N coïncident, et nous pouvons prendre = VA au 


lieu dela statistique o. En effet, si l’on utilise la méthode des seuils 
avec les nombres €,, £s. @ — 1 — (e, + e2), les ensembles corres- 


pondants H ((x, S)) et H' (—= VW) coïncident. Le numé- 


rateur et le dénominateur de la statistique œ — = V N sont 
des variables aléatoires mutuellement indépendantes. La statisti- 
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que TE y N suit une distribution normale de moyenne &ô — 


= TE V'N et de variance unité, et > suit une distribution du 
42 à (N — 1) degrés de liberté. Ainsi, la statistique œ suit une dis- 
tribution non centrée de Student (cf. $ 1.3) de paramètre Ô — 
— TE V Net à (N — 1) degrés de liberté. Désignons par p 

ê 4 


. F 


L 
4 cotg8=u, -T 1 
ET, + 


Fig. 3.5.2 


la probabilité d'absence de pannes dans l'intervalle (0, T); p — 
= 1 — © (=); c'est pourquoi en utilisant les notations 
usuelles et la formule des quantiles de la distribution normale, 
nous obtenons que pour tous les points de la demi-droite (o >> 0) 


ET y, (3.5.17) 


les valeurs de la probabilité cherchée sont égales à p. Pour diffé- 
rentes valeurs de 0 < p < 1 ces demi-droites forment un faisceau 
issu du point (0, 7). En particulier. à la demi-droite T? = nu. o > 0 
correspond la valeur p = 0.5. Aux demi-droites formant un angle 
de pente 0< 6 EL: cotg 0 — u, (fig. 3.5.2) correspondent les 
valeurs p =0,5. Les ensembles G (6), 8 — (u, o) sont identifiés 
avec les intervalles (y, y), où F1 (y, 6) = 1 — 5,, Fi, (y. Ô) — 
— €, a = À — (8, + ee) et Fx_1 (y, 8) est la fonction de réparti- 
tion de la loi non centrée de Student à (NW — 1) degrés de liberté 
et avec un biais égal à ô. Les valeurs de y et y sont alors identiques 


le long des demi-droites TE V N = Ô = const, de sorte que 
l'ensemble % est l’ensemble des points compris entre deux surfaces 
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réglées G et G (cf. fig. 3.5.2). Supposons que l’on connaisse la valeur 


— Z 


de la statistique  — à S 


V'N ; dans ce cas l’ensemble H(p)C 


ER 2 est formé des points 0 = (u, o), pour lesquels 5 (œ)  — 
ei VN<6(p), où Ô (o) et 5 /P) sont déterminées comme 


les solutions des équations 


F y- (, ô(p)) = 1 — Ëi; Fy-; (y, ô (p)) — É2- (3.5.18) 


Pour résoudre ces équations on peut élaborer des tables correspon- 
dantes. Ainsi, les frontières de l'ensemble 7 (œ) sont les deux rayons 


u—T ___d(@) p—T _ _ 5(®) 
A 77 ES (3.5.19) 
5 = 
Notons que +25 <<. C'est pourquoi nous obtenons 


de (3.5.17) que les valeurs p (®) et p (@) sont déterminées des 
équations 


ô _ô(e) : Ô (p) 
US) — VX : Un(G) — VX : 


Dans notre cas les événements {p (p)<p<p(p)} et {8CH(p)} 
sont équivalents, de sorte que 


P{p(q)<p<p(p)}=P{8CH(p)}= a. (3.5.21) 


(3.5.20) 


L'intervalle de confiance G, p) est ainsi construit en deux étapes. 
Tout. d'abord on calcule à partir des équations (3.5.18) les valeurs 
des limites de l'intervalle de confiance pour un biais 6, puisen 
partant de (3.5.20) d'après la table des quantiles de la loi normale 


(cf. table 3 de l'annexe) on trouve les valeurs cherchées de p et p. 


Pour le problème formulé dans le second exemple nous ne pouvons 
obtenir une réponse exacte sous forme explicite que pour le cas 
particulier, où au cours des essais effectués suivant le plan [W,, B, T] 
on n’a pas observé de pannes, autrement dit d; (T) = 0. La solution 
du problème dans'ce cas particulier a été trouvée pour la première 
fois par R. Mirni. Ce résultat sembla tout d'abord aux auteurs de 
ce livre tellement inattendu qu'ils doutèrent de son exactitude. 

Comme les estimations non biaisées et efficaces pour les proba- 
bilités de fonctionnement sans défaillance R; (T) sont les rapports 
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, l'estimation efficace de À (T) donnée par la formu- 


Ni—di(T\ 
\,; 
le (3.5.1) est 


N . 
PAIELr (#2)"]: FR 


@ prend une quantité finie de valeurs. Numérotons ces valeurs dans 
l’ordre de décroissance r; — 
= À Dr >r3 >... L'espace 
G se compose des points (6, x), 
où 0 — (pi, ..., px), T=ri, 
i — 1, 2, ... Soit r (œ, 6) le 
plus petit des nombres r; véri- 
fiant la condition 


P{p<r(c, 8)}>a; (3.5.23) 


nous prenons alors en qualité 
d'ensemble G (6) l'ensemble de 
toutes les valeurs r; < r (œ, 0). 
La fonction r (x, 8) est une 
fonction en escalier dont l'allure 
générale est montrée sur la figu- 


re 3.5.3. Nous avons de (3.5.23) 
P{<r(e 0)})=1— Ÿ P{=r= 


ri>r(@, 0) 
L ; , l le _N;-1 
=1—Ù P{d=l, i=1,...,N}=1— D [CH (4—P)iPiit 
où la sommation ©” est*étendue à tous les vecteurs (l;, ..., Lx) 


tels que les valeurs de l'estimation @ dans la formule (3.5.22) soient 
égales aux nombres r; >r (&, 0). L'ensemble Æ (œ) se compose des 
points 0 — (P;,, ..., P\) vérifiant les conditions 0< P;,<1 
et la condition 


nt l, N.-I 
S'[IIC*A—P)'Pit t>1— a, (3.5.24) 
ii 
où la sommation d” est étendue à tous les vecteurs (l;,, ..., L\) 


tels que les valeurs de l'estimation d’après la formule (3.5.22), 
où l’on doit poser d; (T) = l;, soient égales aux nombres r;. Les 
r; sont alors non inférieurs à la valeur q obtenue d’après la formu- 
le (3.5.22) à partir des données des essais. Comme la fonction (8) — 
— R (T) définie par la formule (3.5.1) est une fonction monotone 


croissante de ses arguments P;, alors la limite (p) — inf (6) 
est atteinte sur la frontière du domaine Æ (œ), qui est définie à l'appui 
15—0217 
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de (3.5.24) par l'équation 
N 
S'I[CÉA—PD' PE 124 a, où OLPI<A. (3.5.25) 
i— 1 


Le problème de la construction de l'intervalle de confiance infé- 
rieur (p (p), {)avec un coefficient de confiance non inférieur à & est 
ainsi ramené au problème de la recherche du minimum de la fonc- 
tion @ (80) = R (T) sur l'hypersurface donnée par l'équation (3.5.25). 
Dans le cas particulier, où le système se compose de W blocs diffé- 
rents (tous les k; — 1) et où l'on n'observe pas de pannes au cours 
des essais (tous les d,; (T) = 0), @ = 1 et ÿ}” ne comprend qu'un 
seul terme. L’équation (3.5.25) se met alors sous la forme 


N 
Îl Pit=1— 0. (2.5.26) 
On peut montrer que la limite inférieure ç de la fonction 
p(8)=R(T) — Î] P; (3.5.27) 
sous la condition (3.5.26) est égale à a — a)*, où x = RULES V. 


Tenant compte du fait qu'en l'absence de pannes chez les N élé- 
ments soumis à l'essai l'intervalle de confiance inférieur (, {) 


avec un coefficient de confiance & est déterminé de la relation @ — 
| + 
= (1— a) N , nous pouvons formuler le résultat obtenu sous la 


forme suivante. 

Si l'on sait qu'au cours des essais des éléments de différents 
types réalisés suivant le plan [W;, B, Tlon n'a pas observé de pannes, 
la limite inférieure de confiance pour la probabilité de fonctionne- 
ment sans défaillance du système au cours du temps 7, définie par 
la formule (3.5.27), est, avec un coefficient de confiance &, égale 
à la limite inférieure de confiance, avec un même coefficient de 
confiance, calculée pour les éléments du i-ième type, pour lesquels 
N; = min (N,,..., N;). 

Domaines de confiance. En conclusion de ce paragraphe faisons 
quelques remarques succinctes en ce qui concerne la méthode de 
construction des domaines (régions) de confiance que l’on peut 
utiliser pour l'estimation unidimensionnelle de plusieurs paramè- 
tres inconnus. La position du problème est analogue au problème 
que nous venons de considérer de la construction d’un intervalle 
de confiance pour æ (8,, ..., 8,). Nous supposons que l’on a un 
espace À — {x} dont les points correspondent aux résultats des 
essais. Sur cet espace est donnée une famille des mesures de proba- 
bilité Po, dépendant des valeurs d’un paramètre vectoriel 6 = 
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— (0,, ..., 0,) € Q, où (2 est l'ensemble de toutes les valeurs possi- 
bles du paramètre 6. Si à chaque valeur x € X on fait correspondre 
le sous-ensemble À (x) tel que 


P,{0CH(x)}>a, (3.5.28) 


les sous-ensembles H (x) sont appelés domaines, ou régions, de con- 
fiance. Si on ne peut améliorer l'inégalité (3.5.28) en augmentant a, 
cette valeur de & est appelée coefficient de confiance du domaine 
de confiance À (x); dans le cas contraire on dit que le coefficient 
de confiance n'est pas inférieur à «. Faisons maintenant correspondre 


«= 


à chaque valeur 6 € Q un ensemble G (6) = À tel que 
Po{reG(8)}>«. (3.5.29) 


Fixons la valeur x et déterminons l’ensemble HA (x) comme l’ensem- 
ble de tous les points 6 pour lesquels x € G (6). Les événements 
{zx E G (6)} et {8 € H (x)} sont équivalents, car chacun d'eux impli- 
que l’autre, de sorte que leurs probabilités coïncident. Tenant comp- 
te de (3.5.29), nous obtenons que pour les ensembles construits 
H (x) les inégalités (3.5.28) sont vérifiées. De plus, si pour au moins 
une valeur de 6 l'inégalité (3.5.29) se transforme en égalité, alors 
pour cette même valeur de 6 l'inégalité (3.5.28) se transforme en 
égalité ; c'est pourquoi dans ce cas «& est le coefficient de confiance 
pour l’ensemble H (x). 

Ilustrons la méthode générale de construction des domaines de 
confiance sur un exemple simple. Supposons que la fonction de 
répartition F (t) de l'instant de la panne soit normale avec des 
valeurs inconnues de la moyenne pu et de la variance 0°. Les essais 
sont conduits suivant le plan [W, B, NI]. Les statistiques exhausti- 
ves sont 


i N 1 N 
=D = Dt-t, 
i—1 i— 1 


où £, sont les instants d'apparition des pannes. Choisissons en qualité 
d'espace X l’ensemble des points du plan (x, s), —00 << 7 << +, 
s > 0; Q est l’ensemble des points 6 = (u, ©), —o0 << pu << +0, 
6 >>0. Soient «; et «> des nombres positifs tels que le coefficient 
de confiance donné &@ — &i&>. 

Si maintenant on fait correspondre à chaque point 6 = (u, 0) 
(cf. fig. 3.5.4) l'ensemble G (6) qui est un rectangle x, << x < 22, 
Sy LS LL S2, où xt; et s; sont déterminés à partir des conditions 

Pofti <T< re} = 0, Po (si LS < 52} =, 


alors, en tenant compte du fait que x et s sont mutuellement 
indépendants, nous obtenons 


P{(z, s)EG(B)}=P{r <rz<a)P{ss <s<s}=am—a. (3.5.30) 
15° 
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Ici x suit une distribution normale de moyenne u et de variance 


= ; UE suit une distribution du % à (V—1) degrés 
de liberté, de sorte que 


Po {—u Ita + VN<uitos } = 
mu SE 
= Pe {hu 140 77 <r<u+u 1+as 77) = Xi; 
2 «A 


à S°(N—1 5 
nf ne en un 


Lime (N—1) Xi (N—1) 
— F7 —1<s< — 7 —0{=0 


Fig. 3.5.4 


Par conséquent, le rectangle G(6) est défini par les inégalités 


—U sd LI< + u sn —. 
H DE VN U _— VAN ? 


= — | 
ice (N—1) Vies (N —1) (3.5.31) 
ME MS LS FT S- | 


Résolvant les inégalités (3.5.31) par rapport à u et ©, nous 
obtenons les domaines de confiance cherchés H (x), avec le coef- 
ficient de confiance &, sous forme de trapèzes dont les points (u, 6) 
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vérifient les conditions (cf. ([14]) 


— oO _ {o 
T—U 1401 y T0 Es ET A 


PNA NA 
nt CR a  . S 
L'itas (V— 1) X'1-œe (N—1) 
en D 


On peut construire, à l’aide des méthodes que nous venons d’expo- 
ser, divers systèmes d'’intervalles et de domaines de confiance. Ainsi, 
par exemple, à chaque estimation q correspondra son propre système 
d’intervalles de confiance. Nous dirons que le système d'intervalles 


de confiance C, = { (qi (x)), p (q1 (x))} (de domaines de con- 
fiance {A, (x)}) est préférable au système C2 — { (q2 (x)), 
œ (p2 (x))}, (£H32 (x)}), si pour chaque valeur de z € Hona 
pps (x) << (px), PP: (x) LP (Pz (x), 
(x) = H2(2), 


où pour au moins une valeur de zx les inégalités strictes sont véri- 
fiées (4, (x) € H3 (x) et H, (x) et H2 (x) ne sont pas vides), et les 
coefficients de confiance «& coïncident pour les deux systèmes. On dit 
que le système d'intervalles de confiance C = {œ (p (x)), æ ( (x))} 


(de domaines de confiance H (x)) est admissible, s'il n'existe pas de 
système d'intervalles de confiance, qui lui est préférable. Le pro- 
blème se pose de construire un critère pour déterminer si un système 
donné d'intervalles (de domaines) de confiance est admissible. 
Si l’on dispose de deux systèmes admissibles d’intervalles (de domai- 
nes) de confiance C, et C2, dont les coefficients de confiance sont 
identiques, on peut alors les comparer à l'aide de diverses caracté- 
ristiques probabilistes, par exemple, à l’aide de la longueur moyenne 
de l'intervalle de confiance (dans le cas des domaines de confiance 
à l’aide de la longueur moyenne du diamètre du domaine de con- 
fiance, etc.). Si l’on a choisi un indice probabiliste de qualité du 
système d'intervalles (de domaines) de confiance, le problème se 
pose de rechercher un système admissible tel que cet indice soit le 
meilleur. Un large champ d'activité s'ouvre ainsi, dont les résultats 
sont susceptibles d'une application immédiate. Le but de ce pré- 
sent chapitre était précisément d'attirer l'attention des mathémati- 
ciens sur ces questions, dont nous n'avons fait qu'effleurer les prin- 
cipales orientations des recherches éventuelles. 


Chapitre 4 
VÉRIFICATION DES HYPOTHEÈSES DE FIABILITÉ 


$ 4.1. Notions générales de la théorie 
de la vérification des hypothèses statistiques 


Notions principales. Le présent paragraphe joue un rôle auxi- 
liaire dans le chapitre consacré à la vérification des hypothèses de 
fiabilité. Nous formulons sans donner de démonstration, mais en 
citant des ouvrages connus, divers théorèmes que nous utiliserons 
dans les paragraphes suivants. 

Les principales notions en théorie de la vérification des hypothèe- 
ses statistiques sont celles d’hypothèses principale et concurrente. 
Pour simplifier notre exposé, nous supposerons que l’espace À = {x} 
des résultats des essais ne dépend pas de la décision que nous allons 
prendre. L'hypothèse suivant laquelle le résultat des essais est 
aléatoire est équivalente à l’hypothèse suivant laquelle il existe 
dans l’espace X une distribution des probabilités P associée à tel 
ou tel résultat des essais. Dans la plupart des cas la forme de P est 
inconnue, on sait uniquement que P appartient à une certaine classe 
de distributions des probabilités. Désignons cette classe par & et les 
distributions des probabilités qui lui appartiennent par P5, où 
6 est le paramètre * permettant de distinguer les distributions, et 
par l'ensemble des valeurs possibles du paramètre 6. 

Ainsi, l'affirmation PE S est équivalente à l'affirmation 
BE Q. Par exemple, si les essais sont conduits suivant le plan 
[W, B, N], l’espace des résultats des essais X = {x} se compose 
des points de l’espace à N dimensions x = (x, ..., zx), x; dési- 
gnant l'instant où se produit la panne du i-ième élément. Suppo- 
sons que les pannes sont mutuellement indépendantes et suivent une 
distribution lognormale avec des paramètres inconnus pu et o° (cf. 
chapitre 1). La famille S des distributions des probabilités est 
alors donnée par les DEAR de probabilités de la forme 

(in x;-u) 


Po(x)= Ms CEE, (4.1.1) 


Le rôle du paramètre 6 appartient ici aux couples (u, 0%), —o0 << 
<u< +oo, 0° > 0. 

Ainsi, l’espace des valeurs des paramètres, ou l'espace des para- 
mètres Q, se compose dans l'exemple considéré des points du demi- 


—_ * Généralement parlant, 6 est un vecteur. Ainsi, pour la loi normale 
= (u, 0). 
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plan (u, 0°): —0o0 << up << +00, 6° > 0. L'espace des paramètres Q 
peut posséder une structure complexe. Il en sera ainsi dans tous les 
cas, où la classe S peut inclure les distributions des probabilités 
de nombreux types. 

On appelle hypothèse H toute affirmation relative à la forme des 
distributions des probabilités P9. Si l’on a formulé une hypothèse, 
la classe de toutes les distributions possibles des probabilités se 
divise en deux sous-classes. Dans l’une de ces sous-classes entrent 


Fig. 4.1.1 


toutes les distributions de P,, possédant la propriété formulée dans 
l'hypothèse, et dans l’autre toutes les autres distributions, qui ne 
possèdent pas cette propriété. L'espace des valeurs des paramètres Q 
se divise ainsi en deux sous-ensembles disjoints Q, et Q,, Q — 
= Q,UQ,. Convenons d'appeler H, hypothèse principale ou ini- 
liale et l'hypothèse complémentaire H, hypothèse concurrente. 
Il peut exister, bien entendu, des problèmes pour lesquels on formule 
plusieurs hypothèses s’excluant mutuellement. Nous nous bornerons 
principalement au cas de la vérification de deux hypothèses Æo 
et H,. Dans l'exemple rapporté des essais de N éléments avec une 
distribution lognormale du temps de fonctionnement sans défaillance 
on peut formuler diverses hypothèses. Par exemple, l'hypothèse 
principale À, peut consister en ce que u << u, et 0° est quelconque. 
Dans ce cas l'hypothèse concurrente H, correspond aux valeurs des 
paramètres u > po, 0° >>0 (fig. 4.1.1,b). 

Après avoir décrit l’espace À = {x} des résultats des épreuves, 
défini la classe S des distributions des probabilités et formulé 
les hypothèses, on pose le problème de la construction d’un critère 
(ou test) pour vérifier la conformité des résultats de l'expérience 
avec l’une des hypothèses. 

On entend par critère (ou test) un système de règles de traitement 
des résultats des épreuves, sur la base duquel on accepte (il est 
préférable de dire: on vérifie) l’une des hypothèses et l'on rejette 
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les autres. Si la valeur de x est connue, on accepte pour la majorité 
des critères une hypothèse définie H;, i = i (x). De tels critères sont 
dits non randomisés. Un critère non randomisé est déterminé par 
la définition d'un ensemble critique À, qui représente une partie 
de l’espace X des résultats des épreuves. Si le résultat des épreuves 
z € Xe, alors on rejette l'hypothèse H,; si par contre zx € X4+ (le 
symbole € signifie la non-appartenance), on adopte l'hypothèse A4. 
J1 s'avère utile en certains cas de considérer les critères pour lesquels 
i (x) est une variable aléatoire pour un zx fixé. De tels critères sont 
appelés randomisés. 

Exemples de critères. La forme des critères utilisés dépend 
notablement de la classe d° et des hypothèses ];. On distingue assez 
nettement deux groupes principaux de problèmes. On compte dans 
le premier groupe les problèmes liés à la vérification de la forme 
de la famille de distributions servant à décrire les probabilités 
de fonctionnement sans défaillance. Les problèmes typiques qui se 
posent ici sont de la forme: « vérifier l'hypothèse Æ, suivant laquelle 
la probabilité de fonctionnement sans défaillance suit une loi de 
distribution lognormale », etc. L'hypothèse H, est ici constituée 
par toute une classe de distributions. Le rôle d'hypothèses concurren- 
tes appartient ici encore à des classes de distributions. Dans le second 
groupe entrent les problèmes liés à la vérification des valeurs con- 
crètes des paramètres déterminant la distribution. On suppose ici 
que la forme de la distribution, son appartenance à une certaine 
famille sont données et on ne demande que de vérifier les valeurs 
des paramètres. Le problème correspondant à la figure 4.1.1,b 
se rapporte au second groupe. Le $ 4.2 est entièrement consacré 
au cas, où l’on vérifie l'hypothèse suivant laquelle la probabilité 
de fonctionnement sans défaillance suit une loi exponentielle. Les 
problèmes que l'on considère dans ce paragraphe se rapportent 
au premier groupe. Aux &$ 4.3 et 4.4 on considère les critères de 
vérification des hypothèses relatives aux valeurs des paramètres 
de la distribution exponentielle. Ce sont des exemples typiques 
des problèmes du second type. 

Dans la majorité des problèmes du premier groupe on procède 
de la manière suivante. On recherche une statistique S (x), c’est-à- 
dire une fonction du résultat des épreuves, telle que sa distribu- 
tion reste inchangée quelle que soit la valeur du paramètre 6 € Q; 
entrant dans l'hypothèse principale Æ,. On inclut dans l’ensemble 
critique X.- les points x pour lesquels | S (x) | >S,. On trouve 
la valeur S, de la condition 


Po(lS (&I> So) <a. (4.1.2) 


où 0 € Q5. Comme la distribution de S (x) ne dépend pas, si l’hypo- 
thèse est vraie, du paramètre 0, on peut omettre l'indice 6 dans le 
premier membre de cette inégalité. On peut interpréter le nombre 
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a comme la probabilité de rejeter à tort l'hypothèse H,, alors 
qu'elle est vraie. Rapportons quelques exemples de critères du pre- 
mier type. 


Critère du y° 
a) Cas non paramétrique. supposons que les résultats de l'épreuve 
ne peuvent être que les événements A,, ..., À,, dont les probabili- 


tés Pi, . .…, P, sont données et ÿ Pi = 1, pi > 0. Si au cours de 
mr 


N épreuves indépendantes l'événement A; s’est réalisé NW, fois, la 
statistique 


. Ni Ni) 
TN. N)= Ÿ SE (4.1.3) 
1—1 


suit, pour des grandes valeurs de #V, la distribution du %* 
à (r—1) degrés de liberté. Cela signifie que 


P{T< (1) ps (14) 
où x, (7) est trouvé de la condition 


xp(n)  , 
— —-! 
 __ e “1?  dt=p. (4.1.5) 


On donne dans la table 4 de l'annexe les valeurs de #° (7) pour 
14 — p — 0,001; 0,01; 0,05; 0,1 (0,1) 0,9; nr = 1 (1) 30. On adopte 
ainsi l'hypothèse initiale 1, suivant laquelle les probabilités des 
événements À; sont égales aux nombres donnés p;, quand 
T'(N,,..., N,) << %5a (r — 1), et on la rejette dans le cas con- 
traire. La probabilité de l'erreur de première espèce est approxima- 
tivement égale à æ, cf. $ 1.6. 

b) Cas paramétrique. La position du problème est la même que 
dans le cas non paramétrique, mais on suppose ici que les probabilités 
Pi = Pa (us, -.., 0,), sr — 1, où 6,, ..., 6, sont les valeurs 
inconnues des paramètres. Soient 6; les estimations que l’on obtient 
en résolvant les équations 

OT(Ny,... Nr) : 
ne i=1, ::.,8, 


où la statistique Z'(N;, ..., N,) est déterminée d’après la for- 


mule (4.1.3). Introduisons les notations Pi= Pi (ô, ..., 0,). Dans 
ce cas la statistique 


(4.1.6) 


à : Ni— Npi)° - 
TA Ne > SRE (4.1.7) 
i— 1 


234 VÉRIFICATION DES HYPOTHÈSES DE FIABILITÉ [CH. 1V 


+ 


suit une loi de distribution du #* à (r — s — 1) degrés de liberté. 
Ainsi, on accepte l'hypothèse FH, consistant en ce que p; = p: (61, ... 

., 8,), si et seulement si T(N,..., N,)) << x (KW —s—1), 
où æ est la probabilité de l'erreur de première espèce. 

Le critère du x° est exposé en détail dans de nombreux ouvrages 
de statistique mathématique (cf. [6]). Certains cas d'essais de fiabilité 
peuvent. être ramenés au cas polynomial, qui est à la base du critère 
du Y*. Supposons que l'on soumette aux essais V éléments que l'on 
ne remplace pas quand ils tombent en panne, en poursuivant les 
essais jusqu’à l'instant T'; dans nos notations ce cas correspond 
à l’utilisation d’un plan du type [W, B, T]. Divisons l'intervalle 
(0, T) en (r— 1) intervalles A; = [0, Ti], A: = IT, Tel, . .. 
... Au = [T,o, Toul, où TT, — T, et posons le r-ième inter- 
valle égal à À, — [T,_,, +]. Si l'on désigne par À; l'événement, 
consistant en ce que la panne de l'élément se produit dans l'inter- 
valle A,, et par NW; le nombre des éléments tombés en panne dans 
l'intervalle AÀ,, i — 1, ...,r, nous sommes conduits au schéma 
polynomial que nous venons de décrire. 


Critère 1" de Fisher 
Si &, et &2 sont deux variables aléatoires mutuellement indé- 
pendantes, dont les densités de probabilité sont 
0, z<0, 


pi(r)= À prit! (4.1.8) 
D (;) ef, r>0, i—1,2, 


alors la fonction de répartition de la variable t= s'exprime 
aisément. à l’aide de la fonction bêta incomplète [4]: 


r : 
J(z,r,s) = 27 1(1—2)"1 gz. 
0 


On peut démontrer LA 
__ Biz 

P{i=itcs}=J( ÈE, &, œ). (4.1.9) 
La fonction de la an (4.1.9) est appelée fonction de répartition 
de Fisher à nr et n, degrés de liberté, si 

n{ No | 

Ms Do s-s Pi=pr=--. 
On a donné dans l’annexe les valeurs des quantiles de la distri- 
bution de Fisher avec un nombre pair de degrés de liberté 
Jo.sos (1, n2) et f0,98 (71, 2) 


P {= RE fo.on (ras 2) } = 0,995. (4.1.10) 
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Le critère F est appliqué dans les cas, où l’on peut trouver une 
statistique $ (x) dont la distribution coïncide, pour toutes les 
valeurs de 6 formant l'hypothèse initiale H,, avec la distribution de 
Fisher à nr, et nr: degrés de liberté. On peut déduire aisément de la 
formule (4.1.9) que f, (ri, n2) = fin (N2, R1). Ainsi, l'événement 
consistant en ce que 

(a (ns, ne) LS (x) < f,_a Cu, n2)} (4.1.11) 
est équivalent à l'événement | 
S (x) <f,_o (ns. Ne), 


(4.1.12) 
ST (x) < PALAU ru). 


Ainsi, les probabilités des événements (4.1.11) et (4.1.12) coïncident 
et sont égales à 1 — «à quand l'hypothèse H, est vraie. La formu- 
le (4.1.12) permet d'utiliser les tables avec seulement les valeurs 
Îp (ru, n2), où p est proche de l'unité. 2 
L'application du critère de Fisher est réalisée d’ après le schéma 
suivant. On calcule la statistique S (x) suivant une loi de F à n; 
et 7, degrés de liberté, quand l'hypothèse H, est vraie. On accepte 
cette hypothèse si et seulement si S (x) << F _a (rs n°) et St (x) < 


< F a (2, nr). Dans ce cas l'erreur de première espèce est égale 
2 


à &. Un exemple d'application du critère F est donné au $ 4.2. 

Pour les critères analogues aux critères du y* et F un trait caracté- 
ristique est l'absence d’une description des hypothèses concurrentes. 
Ces critères assurent une grandeur donnée de la probabilité de 
l'erreur de première espèce, mais il faut également être sûr que 
sont petites les probabilités d’un jugement erroné sur la validité 
de l'hypothèse H, quand elle est fausse. Il existe toujours des hypo- 
thèses concurrentes pour lesquelles le critère utilisé ne réagit pas 
dans ce sens que l’on accepte avec une grande probabilité l'hypothèse 
initiale 0, tandis qu'elle est fausse. Un exemple de ce genre pour 
le cas de l'utilisation du critère de Wilcoxon est exposé au $ 4.5. 


Critère de A. Kolmogorov de vérification du type 
de distribution d’après de petits échantillons 


Pour obtenir des données suffisamment justes sur la forme de 
la loi de distribution du temps de fonctionnement sans défaillance, 
il est nécessaire, en règle générale, de soumettre aux essais un grand 
nombre d'éléments du même type. On peut rencontrer en pratique 
des cas, où les essais ne sont effectués que par petits groupes. De tels 
essais sont souvent séparés par de grands intervalles de temps, de 
sorte qu'il est difficile de s'attendre à ce que la probabilité de fonc- 
tionnement sans défaillance coïncide pour les divers groupes d'élé- 
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ments. On ne peut pas conclure avec certitude sur l'appartenance 
des distributions des probabilités de fonctionnement sans défaillance 
d'un groupe d'éléments à un type déterminé de familles de lois 
de distribution, car la taille du groupe n'est pas élevée. On peut 
toutefois, en utilisant le procédé proposé par À. Kolmogorov, véri- 
fier avec un degré élevé de certitude l'appartenance des groupes 
d'éléments à un même type de familles de lois de distribution. 
Le critère est basé sur le lemme élémentaire suivant. 


Lemme 4.1.1. Si la fonction de répartition F (1) = P{E<1} 
de la variable aléatoire & est continue, la variable aléatoire n = F (E) 
suil une distribution uniforme sur l'intervalle [O, 11]. 

La démonstration découle des relations 

P{n<z}=P{E< Ft(x)}= F{F A (x)}= 7, 
où F-1(x) est la fonction inverse de F(t), 0<zx<1. 

Le critère de Kolmogorov de vérification d'après les petits 
échantillons ne peut être utilisé que dans le cas, où il existe une 
statistique S (x;) (x; est le résultat des essais du i-ième groupe), 
dont la distribution F,, ;(!) ne dépend pas des valeurs concrètes 
des paramètres déterminant la fonction de répartition de fonctionne- 
ment sans défaillance. On suppose dans ce cas que l'hypothèse ini- 
tiale À,, suivant laquelle la fonction de répartition du temps de 
fonctionnement sans défaillance des éléments appartient à une 
famille donnée, est vraie. Utilisant le lemme 4.1.1 nous obtenons 
que les variables aléatoires 

Fa 1(S (xi)), -... Fron(S (zn)) (4.1.13) 
sont mutuellement indépendantes, uniformément distribuées dans 
l'intervalle [0, 1] si l'hypothèse AJ, est vraie. Ici À désigne le nombre 
de groupes d'éléments que l’on doit soumettre à l'essai. Le problème 
de la vérification de l'hypothèse A, est ainsi ramené à un problème 
standard de vérification de l'hypothèse suivant laquelle À points 
aléatoires sont distribués uniformément dans l'intervalle [0, 1]. 

Ce procédé peut être utilisé, par exemple, pour la vérification 
de l'hypothèse relative à la forme exponentielle de la probabilité 
de fonctionnement sans défaillance d'après les résultats des essais 
périodiques de fiabilité des petits groupes d'éléments. Supposons que 
les essais du i-ième groupe sont conduits d’après le plan [W;, B, rl, 
rZ>2i—1,...,k. Soitr;, =r +ri,rir >0, Sn :;, Shi les 
valeurs du temps global de fonctionnement dans les intervalles (0, tr) 


et (£,:, { ). En utilisant le fait que les variables aléatoires (N — à + 


{ 
+ 1) (; — t;1) sont mutuellement indépendantes et que leurs 
densités de probabilité sont de la forme Àe”2f, on démontre aisément 
que les statistiques 
Sp, 
Si Slt, cs lr;) = (4.1.14) 


TS pi 
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suivent une loi de distribution de F à 2r; et 2r; degrés de liberté 
et ne dépendent pas de la grandeur du paramètre À. Toutes ces 
affirmations sont valables pour le cas, où l'hypothèse AH, est vraie, 
autrement dit, quand les probabilités de fonctionnement sans défail- 
lance dans le i-ième groupe sont égales à À; (t) = exit. Si l'on 
désigne par FA, 1x) la fonction de répartition de Fisher à np, 
et nr degrés de liberté, il faut, pour vérifier l'hypothèse initiale 5, 
vérifier que les variables aléatoires 


For, 2r (Si), ….: Pr 2rp, (Sx) 


sont mutuellement indépendantes et uniformément distribuées dans 
l'intervalle [0, 1]. 

Fonction de puissance d'un critère. La caractéristique numé- 
rique la plus importante du critère est la fonction de puissance W (G). 
La fonction de puissance est égale à la probabilité de rejeter l'hypo- 
thèse initiale H,5, quand la valeur du paramètre déterminant la 
forme de la distribution des probabilités dans l'espace des résultats 
des épreuves X est égale à 6. Dans le cas où le critère est non rando- 
misé 

W(8)=P{re Xc|0}. (4.1.15) 


Si à l'hypothèse H, correspond un ensemble de valeurs des para- 
mètres (, et 0 € o, alors W (8) est égale à la probabilité de rejeter 
à tort l'hypothèse Ho. Dans le cas où l'hypothèse H, est composée 
(composite), autrement dit, quand Q, contient plus d'un seul 
point 6, l'erreur de première espèce & est déterminée d'après la 
formule 
a = sup W (6). (4.1.16) 
6 € Do 
Considérons un exemple. Supposons que les essais de fiabilité 
sont conduits d’après le plan [NW, B, T]. Au cours des essais on 
n'enregistre que le nombre d (T) d'éléments tombés en panne avant 
l'instant 7. Ainsi, l’espace des résultats des épreuves est À — 
— {0, 1,..., N}. Si l'on suppose que les pannes des éléments 
sont indépendantes les unes des autres, alors d (T) est une variable 
aléatoire, suivant une loi de distribution binomiale 


P{d(T)=d|8}=CR[1—08] 8 7. (4.1.17) 


Le rôle du paramètre 6 est ici joué par la probabilité de fonctionne- 
ment sans défaillance au cours du temps 7. Comme 0<6<1, 
alors Q = [0, 1]. Supposons que l'hypothèse H, consiste en ce que 
la probabilité de fonctionnement sans défaillance 6 => 6, Go — 
— {80 > 6,} et l'hypothèse H, en ce que 8 << 65. Choisissons en 
qualité d'ensemble critique du critère distinguant ces deux hypothèe- 
ses Xer = {c+1,c+2,..., N}. Ainsi, si d (T) >c, l'hypothèse 
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H, est rejetée, si d (T) < c, alors Ho est acceptée. Nous obtenons des 
formules (4.1.16) et (4.1.17) que la fonction de puissance de ce cri- 
tère est 


N 

W(8)= D Ci (1—08)%7 g "47, (4.1.18) 
d(T)=c+1 

On montre aisément que la fonction de puissance, donnée par la 

formule (4.1.18), est monotone décroissante (fig. 4.1.2,a). Tenant 


Fig. 4.1.2 


compte de cette variation monotone, nous trouvons de la formu- 
le (4.1.17) que l'erreur de première espèce est 


N 
a— ÿ) C$(1—0,) 09 *. (4.1.19} 

d= c+1 
Si l’on se donne la valeur de l'erreur de première espèce «, la 
valeur du nombre c est égale au plus petit des nombres entiers c” 
pour lesquels 

N 
a> D Ci(1—8,) 05°. 

d=c"-1-1 

D'autres exemples de critères et leurs fonctions de puissance 
sont donnés aux $$ 4.3 et 4.4. 

Dans les cas où le paramètre 0 déterminant la forme de la distri- 
bution des probabilités est bidimensionnel, 6 = (6,, 6), il est 
commode de représenter la fonction de puissance W (6,, 86:) sur le plan 
(6,, 06:) sous forme des isolignes W (6,, 8:) = p, où p parcourt diverses 
valeurs, par exemple p = 0,05; 0,1 (0,1) 0,9; 0,95 (cf. fig. 4.1.2,b). 
Comparant les fonctions de puissance de divers critères, on peut 
choisir les meilleurs critères. Supposons que l'on puisse conduire les 
essais suivant un plan soit du type Il,, soit du type Il. A chacun 
de ces plans correspond un critère. Les fonctions de puissance des 
critères pour les plans Il, et Il: sont respectivement égales à W, (6) 
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et W3: (8). S'il s'avère que pour l’ensemble des valeurs des paramè- 
tres Q@,, correspondant à l'hypothèse initiale J,, nous avons W: (60) << 
< W, (6) et, pour 8 € Q@, nous avons W: (8) > W, (6) (fig. 4.1.3,a), 
alors le critère pour le plan Il: est meilleur que celui pour le plan II.. 
Cela découle du fait que les probabilités de rejeter à tort l'hypothèse 
Ho, quand cette hypothèse est vraie, ou de l’accepter à tort, quand 


Fig. 4.1.3 


elle est fausse, sont plus petites pour le critère du plan Il. Si l’ana- 
lyse économique ou la vérification des autres indices des plans Il;, 
Il; montre qu'ils sont approximativement équivalents, il faut alors 
utiliser le plan If. 

Considérons un exemple numérique. Si la probabilité de fonction- 
nement sans défaillance au cours du temps t est égale à ext, 6 = À, 
alors, comme nous le montrerons au $ 4.3, pour les plans 


N,=[N = 20, B, r—5] et I. —[N —20, B, r = 10], 


quand ,={i<h}. Hi—={k> À} et l'erreur de première espece 
a — 0,05, les fonctions de puissance des critères recommandés sont 
respectivement égales à 


Wi()=1—L, (1,970 +) , Wa()=1— Lo (5,425 +) | 
(4.1.20) 
Les graphiques de ces fonctions de puissance sont donnés sur la fi- 
gure 4.1.3. Il apparaît de la comparaison des fonctions de puissance 
que le critère du plan IL, est plus efficace que le critère du plan II.. 
L'instant de l'arrêt des essais pour le plan II, coïncide avec le mo- 


ment {; d'apparition de la cinquième panne, alors que pour le plan IT: 
il coïncide -avec le moment f;,o d'apparition de la dixième panne. 
4 


La durée moyenne des essais pour Il, est égale à >, (20 — d)-1 1-1 — 
d=0 
9 


— 0,2795 1-1 et pour Il: à 9 (20 — d)-1 À-1 — 0,6688 À “1. 
0 


d— 
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Ainsi, pour le plan le plus efficace Il: le temps moyen de dérou- 
lement des essais est 2,4 fois plus grand que pour le plan II,. Si le 
temps de déroulement des essais n’est pas un facteur limitatif, il 
faut utiliser le plan Il. 

I1 peut s’avérer que les fonctions de puissance de divers critè- 
res, correspondant à divers plans, coïncident. Dans de tels cas il 
faut utiliser les critères pour lesquels les autres indices (par exemple 
le temps moyen de déroulement des essais) sont meilleurs. 

Critère du rapport de vraisemblance. Pour les critères du second 
groupe, quand la forme de la distribution des probabilités Ps est 
connue et que seule la valeur du paramètre 6 est inconnue, le cas 
le plus simple est celui d'une hypothèse initiale simple et d'une 
hypothèse concurrente simple. Les hypothèses 5, H, sont dites 
simples, quand les ensembles de paramètres Q, et Q, qui leur corres- 
pondent ne contiennent chacun qu'un seul point 6,, 6,. Les indices 
les plus importants du critère sont alors l'erreur de première espèce 
W (6) et l'erreur de seconde espèce 1 — W (8,). L'erreur de seconde 
espèce est égale à la probabilité de rejeter à tort l'hypothèse concur- 
rente 77, quand elle est vraie. L'une des voies possibles de recherche 
de Critères optimaux est la suivante. On recherche parmi les cri- 
tères possédant une erreur de première espèce W (60) < & celui 
qui possède la plus grande puissance W (6,) ou la plus petite erreur 
de seconde espèce 1 — W (6,). Le résultat le plus fondamental dans 
ce sens est le théorème de Neumann-Pearson. Chaque critère peut 
être caractérisé par la probabilité p (x) de rejeter l'hypothèse H,, 
où x est le résultat des épreuves. 


Théorème 4.1.1 (de Neumann-Pearson). Supposons que les deux 
hypothèses, l'hypothèse initiale H et l'hypothèse concurrente H, 
soient simples et que les mesures de probabilité qui leur correspondent 
aient les densités de probabilité po (x) et p1 (x) *. On a alors l’affirma- 


tion suivante. 
4. Pour vérifier l'hypothèse HQ contre l'hypothèse H;, il existe un 


critère défini par la fonction de probabilité p (x) de rejeter l'hypothèse 
initiale et tel que l'erreur de première espèce est 


| p(x) po(z)dr = 0, (4.1.21) 
= x 
= { 1, Pi (x) > *po (x), 
PET 0, pi(x) <kpo(x), > 0. 
2. Si le critère vérifie les conditions (4.1.21) et (4.1.22) pour un 


certain k => 0, c'est le critère le plus puissant pour vérifier les hypo- 
thèses Ho, H, et l'erreur de première espèce est égale a a. 


* Dans le cas général ce sont des densités par rapport à une certaine mesu 
re up, les formules sont valables en remplaçant dx par pu (dx). 


(4.1.22) 
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3. Si bp (x) est Le critère le plus puissant avec une erreur de première 
espèce ne dépassant pas &, alors la condition (4.1.22) est vérifiée pour un 
certain k >>0. La condition (4.1.21) est vérifiée si seulement il n'existe 
pas de critère non randomisé dont l'erreur de première espèce est infé- 
rieure à @& et l'erreur de seconde espèce est nulle. 

Le lecteur s'intéressant à la question trouvera la démonstration 
du théorème de Neumann-Pearson dans le livre de Lehman [1]. 

I1 découle de la formule (4.1.22) que dans le cas, où P {p, (x) = 
= kpo (x)} = 0, à = 0, 1, le critère le plus puissant n'est pas ran- 
domisé. Le domaine critique de ce critère est alors déterminé par 
l'équation 


Xc={z RE > c}, (4.1.23) 


où C est choisi de manière que l'erreur de première espèce soit égale 
à aæ. Dans le cas où les densités po (x) = p (x | 00), p1 (x) = 
— p (x]|06,), où p (x | 8) est la famille paramétrique avec une statis- 
tique exhaustive S (x), nous avons conformément au critère de fac- 
torisation (cf. $ 1.6) 


p(zl0)=£(S (x), 8)h(x). (4.1.24) 
Nous obtenons de (4.1.23) et (4.1.24) que 


S'(z), 0 
* — {s Go): Es > C} — Xc(80, 0).  (4.1.25) 


Le domaine critique pour le critère le plus puissant s'exprime ainsi 
en fonction des statistiques exhaustives. Nous dirons que des deux 
critères X, et K>: de fonctions de puissance W, (6) et W: (6), ayant 
des erreurs de première espèce identiques, le critère X, est uniformé- 
ment plus puissant que le critère K2, si 


W,(8)>W: (0), 6 EG, 


et si W, (60) > W2 (0) pour une valeur au moins de 6. Si le critère 
K, est uniformément plus puissant que n'importe quel autre critère 
avec une même erreur de première espèce, il est dit critère uniformé- 
ment le plus puissant. En règle générale, les critères uniformément les 
plus puissants n'existent pas. Toutefois, pour le cas particulier, où 
la probabilité de fonctionnement sans défaillance R (ft) — e-Àt et 
où l'on utilise les plans du type V ou du type [NW, B, r}), les critères 
uniformément les plus puissants existent. Nous parlerons en détail 
de ces critères au $ 4.3. Les conditions suffisantes d'existence d'un 


critère uniformément le plus puissant sont données par le théorème 
suivant. 


16—0217 
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Théorème 4.1.2. Si le domaine critique Xc (00, 8,) donné par la 
formule (4.1.25) ne dépend pas des valeurs du paramètre 6,, il existe 
alors un critère uniformément le plus puissant. Il en sera ainsi quand 


p(z105) 1 2€ 
ele) —/ (6 (a), (4.1.26) 
où f (y) est une fonction non décroissante ou non croissante de y. 

Il est parfois utile en certains cas d'utiliser des critères bayesiens, 
basés sur les notions de fonction de risque et de probabilités a priori. 
Nous renvoyons le lecteur, désirant connaître un exposé détaillé 
de la théorie, à la littérature consacrée aux fonctions de décision [2], 
[3], [12], [13], [14]. Au $ 4.4 on a considéré deux exemples particu- 
liers de critères de Bayes construits pour les problèmes de vérification 
des hypothèses relatives aux valeurs du paramètre À de la distribu- 
tion exponentielle. Nous donnons également dans ce paragraphe la 
définition de la fonction de risque et des probabilités a priori. 

Comparaison des probabilités de fonctionnement sans défaillance 
des éléments de deux types. Considérons en conclusion de ce para- 
graphe le problème de la comparaison des probabilités de fonctionne- 
ment sans défaillance de deux types d'éléments ou de systèmes. 
Supposons que l’on a fabriqué deux lots expérimentaux d’éléments. 
La taille du premier lot est W,, la taille du second lot est V:. Les 
éléments ont été soumis à l'essai dans les conditions identiques au 
cours du temps T. Supposons encore que les pannes ont eu lieu indé- 
pendamment les unes des autres et que d, éléments sont tombés en 
panne dans le premier lot et d: dans le second. Supposons que l'indice 
principal de fiabilité est R; (T), la probabilité de fonctionnement 
sans défaillance de l'élément du i-ième lot au cours de la durée 
des essais. On demande de construire un critère permettant de véri- 
fier ou de rejeter l'hypothèse Æ,, suivant laquelle R, (T) — R: (T). 
Si l’on rejette l'hypothèse A, on adopte l’une des deux hypothèses 
concurrentes H, = {R; (T) < R: (T)} ou H2 = {R, (T) > Ra: (T)}. 
L'erreur de première espèce & ne doit pas être supérieure à une 
valeur donnée. L'espace des résultats des essais À = { x} se compose 
des points x — (d;, d2), dj = 0, ..., N;. Pour fixer les idées 
nous estimerons que V;, < V2. Dans le cas contraire le second lot 
sera dit premier lot. 

Les variables aléatoires d,, d°: sont mutuellement indépendantes 
et suivent une distribution binomiale. La probabilité de l’apparition 
du résultat (d,, d:) est donnée par la formule 


Pr (dr d)}= [IT CN RTNY RD) 


Ni-d; 


(4.1.27) 


Le rôle de l'ensemble des! paramètres H est joué par les couples 
R, (T), R:(T); OL R; (T) L 1. Les hypothèses H,5, H,, H, sont 
montrées sous forme de sous-ensembles de Æ sur la figure 4.1.4, et 
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les résultats des essais (d,, d2) sur la figure 4.1.5. Pour construire un 
critère avec un seuil de signification (ou une erreur de première 
espèce) ne dépassant pas &, nous procéderons de la manière suivante. 
I1 découle de la formule (4.1.27) et du critère de factorisation que 
d = d; + d: est une statistique exhaustive quand l'hypothèse H, 


Fig. 4.1.4 


Je 
IN ANA 
D AQ 4%” 


Fig. 4.1.5 


est vraie. Nous avons alors de la formule des probabilités condition- 
nelles et de (4.1.27) que 


ch ci CCE 
P{r=(ds, d)|d+d=d}= "= — = = , (4.1.28) 
2 CON CÀ, re 
itha— 


si seulement l'hypothèse FH, est vraie. On voit de la formule (4.1.28) 
que ces probabilités conditionnelles s'expriment en fonction des 
probabilités de la distribution hypergéométrique, dont les propriétés 


16% 


944 VÉRIFICATION DES HYPOTHÈSES DE FIABILITÉ [CH. 1V 
mm 


sont étudiées en détail au chapitre 7. Notant que P {z—(d,, de) |d,+ 
+ d2 = d} ne dépend pas de la valeur R, (T) = R: (T). nous 
inclurons dans le domaine critique X.. les points (0, d), (1, d—1),... 

.., (d’,d—d')et les points (d”, d— d”),(d”+1,d—d" — 14), ... 
... (d, 0), pour lesquels 


, s CN, C. œ paie C es C de 
Pr TT _<T < ÿ a , 
ditde=d, d=0 “NitNes dit-de=d, di=0 NitNe 9 
d céi ci: d cas cd (4.1.29) 
| De D a << _. < Y Te : 
ditde=d, dy=d” Mia ditde=d, did" 1 CNINe 


Si l'hypothèse A, est vraie, la probabilité P, de tomber dans le domai- 
pe critique ne dépasse pas, compte tenu de (4.1.27) à (4.1.30), la 
valeur &. En effet, pour toute valeur R, (4) = R, (t)on a 


Ni+Na 
P,= 2 P{lR(T)=R:(T)}P{(dr, de) E Xer| + de = d}— 


Ni+N2 
= à P{d|R;(T)=2R:(T)}-(p +p")< 
E NitNe 


<a P> P{d|R(T)=R:(T)}}=a. (4.1.30) 


Le critère avec un seuil de signification non supérieur à æ& pour vé- 
rifier l'hypothèse Ho = {R; (T) = R2 (T)} contre les hypothèses 
concurrentes H, = {R; (T) << R2 (T)} et H2 = {Ri (T) > R:(T)} 
est décrit par le système suivant de règles. Si les résultats des essais 
sont donnés par le couple (d,, d:), alors on trouve des formules 
(4.1.29) et (4.1.30) les valeurs d’ et d”. S'il s'avère que d’ << d, € d”, 
alors on accepte l'hypothèse H5. Dans le cas où d, < d,;, on rejette 
l'hypothèse AH, et on accepte l'hypothèse JJ, ; si par contre d, > d’, 
alors on rejette l'hypothèse H, et on accepte l'hypothèse H,. Lors 
des essais des éléments hautement fiables la probabilité de panne 


R; (T) est faible. Dans de tels cas il s'avère que 4 < 1 si seulement 


N, est grand. Le calcul des valeurs d’ et d” d'après les formules 
(4.1.29) et (4.1.30) est fort laborieux. Notant que dans le cas où 
di 


d a, (NS) T° 
1 | Vi ” 
M <1 ci ( æ 1, 


nous obtenons de (4.1.28) la formule approchée 
N'ÉNS? (di + de) ! 
Ptz= (ds d)ld+d= de nn 


= Ce (Re) (ré) Fr 
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La distribution hypergéométrique est ainsi remplacée par la distri- 
bution binomiale. Si l’on introduit les notations bä'(p) — Cap” (4 — 


— p}*-%, on peut conformément à (4.1.31) utiliser au lieu de (4.1.29) 
et (4.1.30), pour trouver d’ et d”, les équations 
d° d'+1 
p= D Od'(p<S< Jp), (41.32) 
di+-de=d, di=0 di-+d2=d, di=0 
d d 
p= D  bé(p<s< D) vb (p), (4.133) 
dit de=d, did” U ditéad, di=d"-1 


? 
où p — FX. , Ni & N2. On a rapporté à la table 9 de l'annexe les 


nombres d’, d” trouvés à partir de l’approximation binomiale pour 
le cas, où & = 0,1 et d, + d2 — 0(1)30. 


Dans le cas où d,, d> sont grands et le rapport >0, 1, on peut 


utiliser le fait que les fréquences Fe suivent une distribution proche 
de la distribution normale. Il est ici commode d'utiliser la transfor- 
mation y = 2 arcsin V x, dont les tables sont présentées dans le livre 
de Ÿ. Yanko [4]. On peut montrer que les Ë; = 2 arcsin V &. i — 
= 1,2, suivent une distribution De de la normale, avec des 
moyennes égales à 2 arcsin Y [1 — À, (T) | et des variances égales 
à V.- Comme ces variables aléatoires sont mutuellement indépendan- 


tes, leur différence suivra, dans le cas où |’ hypothèse H, est vraie, 
une distribution normale de moyenne égale à zéro et de variance 


égale à æ + y F- = MEN: J1] en découle que la variable aléatoire 
1 NiN> 
Q(di, d)— ( arcsin y +2 arcsin +) sn 
(41.34) 


suit une distribution proche de la normale, avec une moyenne 
zéro et une variance unité. Ainsi, si R1(T)=—R(T), alors 


P{|Q(d d>u a} To (4.1.35) 
2 


où Ua est le quantile de la distribution normale. Le critère appro- 
ché que nous avons obtenu consiste en ce que l'hypothèse Ho, = 
= {R, (T) = R2(T)} est rejetée chaque fois que | Q (d;, d) | > 
DU a. 


: 
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Illustrons l'utilisation de la table 9 de l'annexe à l’aide d’un 
exemple. On a soumis à l'essai deux lots d'éléments. Le premier 
lot comportait 500 éléments, dont 5 sont tombés en panne, le second 
lot 250 éléments, dont 10 sont tombés en ue in nos notations 


N, = 250, N:2 = 500, d, — 10, de: — 5, FN — 
vons de la table 9 de l'annexe pour la valeur d — F + do = 15 
que d’ = 1, d’ — 9. Comme d, — 10 > d” — 9, nous rejetons l’hy- 


pothèse de l'égalité des probabilités R; (T) de fonctionnement sans 
défaillance et nous acceptons l'hypothèse H, — {R, (T) << R2 (T)}. 


. Nous trou- 


$ 4.2. Vérification de l'hypothèse de la distribution 
exponentielle du temps de fonctionnement sans défaillance 


Au 8 4.3 nous décrivons les critères qui permettent de distinguer 
efficacement les hypothèses sur les valeurs de l'intensité À des élé- 
ments ou des systèmes soumis à l'essai. Ces critères dépendent 
fortement de l'hypothèse suivant laquelle la probabilité de fonction- 
nement sans défaillance au cours du temps t est égale à ef. Dans 
cette hypothèse les formules des estimations ponctuelles et d'inter- 
valle, rapportées aux $$ 3.3 et 3.4, sont vraies. Le problème se pose 
de vérifier l'hypothèse suivant laquelle la probabilité de fonction- 
nement sans défaillance R (f) = et. 

Nous rapportons plus bas divers critères de vérification de cette 
hypothèse. La diversité des critères que nous donnons ici bas est une 
nécessité de principe. En effet, en qualité d'hypothèses concurrentes 
de l’hypothèse initiale R (t) — e- on peut rencontrer diverses 
distributions (par exemple, la distribution de Weibull, la distri- 
bution lognormale, etc., cf. ch. 1). Chaque critère concret peut 
distinguer, avec un niveau élevé de certitude et pour un nombre 
limité de données relatives aux essais de fiabilité, la distribution 
exponentielle d’un nombre restreint d’autres distributions. On 
peut ainsi rencontrer des distributions concurrentes du temps de 
fonctionnement sans défaillance, qui diffèrent notablement de la 
distribution exponentielle. Néanmoins, les résultats du traitement 
des données suivant le critère utilisé seront conformes d'une maniè- 
re erronée à l'hypothèse présumant le caractère exponentiel dela 
probabilité À (f) de fon tionnement sans défaillance. Pour éviter 
de telles erreurs on recommande de vérifier l'hypothèse du carac- 
tère exponentiel d’après plusieurs critères. Nous citons plus bas 
divers critères pour vérifier l'hypothèse R (4) — e-Àf. Les auteurs 
ont abondamment puisé à cette fin dans l'article récapitulatif 
d'Epstein [5]. 

Papier à échelle exponentielle. Utilisant l'approche générale pour 
la construction des papiers probabilistes exposée au $ 3.2, 
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on peut construire un papier à échelle exponentielle des probabilités. 
Sur ce papier la famille des fonctions de répartition 


” 1—e-2(t-2) pour {> a, 
(t)= 0 pour {<a (4.2.1) 


est représentée sous forme de demi-droites y = À (x — a), x > a. 
Pour construire ce papier on utilise le fait que lors de l'applica- 
tion x = t, y = —In (1 — F) des points de la demi-bande (4, F), 


a 
Fig. 4.2.1 


t>a, OSF<1A, dans le plan (x, y) les courbes de la forme 
(4, F (6)), où F (t) est donnée par la formule (4.2.1), se transforment 
en demi-droites y = À (x — a), x > a. On obtient la distribution 
exponentielle dans le cas particulier, où a = 0. En vertu du théo- 
rème de Glivenko la fonction de distribution empirique doit être 
proche de la fonction de distribution théorique. Construisant l’image 
de la fonction de distribution empirique on doit rejeter l'hypothèse 
du caractère exponentiel de la distribution dans les cas, où le gra- 
phique de cette fonction empirique s’écarte notablement du rayon 
de la droite y — Àx,xz > 0, passant par l'origine des coordonnées. 
Il est alors utile d’avoir en vue que la famille triparamétrique des 
distributions de Weibull pour laquelle 


F (= { 1—e-At-a) pour {>a, 
(Q pour {<<a, 


donne sur le papier à échelle exponentielle des probabilités des 
courbes de la forme y = À (t — a})r. Sur la figure 4.2.1 on a repré- 
senté les graphiques de ces courbes; le cas I correspond à p > 1, 
le cas II à p — 1 et le cas III à p << 1. Conformément au tableau 
qualitatif représenté sur la figure 4.2.1, on doit rejeter l'hypothèse 
suivant laquelle la fonction de distribution est de la forme (4.2.1) 
en faveur de l'hypothèse suivant laquelle la distribution est de la 
forme donnée par la formule (4.2.2), quand la fonction empirique 


(4.2.2) 
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de distribution, portée sur le papier fonctionnel, a sa convexité 
orientée vers le haut (p << 1) ou vers le bas (p > 1). 

La construction de la fonction empirique de distribution est 
effectuée de différentes façons en fonction du type du plan d’expé- 
riences utilisé. 

Si les essais des W éléments étaient effectués d'après un plan du 
type B et si les instants d'apparition des pannes sont #,, to, ... 
. + ta, le premier procédé de construction consiste en ce que la 
fonction empirique est donnée par la formule 


Fan ()= 0, (4.2.3) 


où d (t) est le nombre de pannes ayant eu lieu avant l'instant &. 
Lors d’une telle construction nous neconnaissons qu’une partie de la 
fonction empirique de distribution, si d << N. Dans le cas, où l’on 
utilise le second procédé, on calcule les valeurs $, des temps globaux 
de fonctionnement sans défaillance dans les intervalles entre les 
pannes S, = Nt, S2 = (N — 1) (2 — ti), “se Sa=(N—d + 
+ 1) (£a — ta-1) . Nous avons démontré plus haut que les valeurs S; 
sont des variables aléatoires indépendantes dont la fonction de reé- 
partition est de la forme (4.2.1), où a — 0. La fonction empirique 
est construite d’après la formule 


Fan (=, (4.2.4) 


où d (t) est le nombre de S; < t et d'est le nombre global de pannes 
observées. 

Au cours des essais du type V on peut également utiliser ces pro- 
cédés. Pour le premier procédé on necalcule que les instants f:, 1.,...,t4 
d'apparition des premières pannes, autrement, si la i-ième 
cellule du stand était au début des essais occupée par un élément qui 
est tombé en panne à l'instant {;., les instants des pannes des autres 
éléments, qui viendront occuper cette cellule, ne sont pas pris en 
considération. Compte tenu des instants #,, ..., ta, la fonction 
empirique est construite d'après la formule (4.2.3). Pour le second 
procédé on prend en considération tous les instants d'apparition 
des pannes f;,, ..., la. Comme dans le cas des plans du type Ÿ le 
flux des instants des pannes est poissonien d'intensité WA, les varia- 
bles aléatoires S, = Nt,, So = N(t2 — ti), ..., Sa = N (ta — 
— L3-,) ont une fonction de distribution de la forme (4.2.2), où a = (. 
La fonction empirique de distribution est construite d’après la for- 
mule (4.2.4). 

Nous avons cité ces divers procédés de construction parce que cha- 
cun d'eux est dans une mesure différente sensible aux diverses 
hypothèses concurrentes. Les courbes présentées sur la figure 4.2.1 
pour l'hypothèse de la forme (4.2.2) se rapportent uniquement au 
premier procédé de construction. 
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Exemple. Supposons que les essais ont été conduits conformé- 
ment au plan [NW — 49, B, N = 49]. Les instants des pannes des 
éléments soumis à l’essai sont rapportés dans la table 4.2.1; cf. 
également [5]. 


Table 4.2.1 


Pour construire la fonction empirique, on peut utiliser la for- 
mule (4.2.3). Notons toutefois que pour les plans du type [V, B, rl 


on a MF (4;) — FT siir, F (t) = 1 — eh. Nous avons adopté 


le plan [N, B, N], alors au lieu de la formule (4.2.3) nous pouvons 
utiliser une formule quelque peu modifiée 


d(t) 


emp({) = Ni, la<i<la (4.2.3) 
Calculant les valeurs l; — —In [1 — + nous construisons sur 


le papier à échelle exponentielle des probabilités le graphique de la 
fonction empirique. La forme du graphique obtenu est représentée 
sur la figure 4.2.2. La concordance avec l'hypothèse sur le caractère 
exponentiel de la distribution est très bonne. 

Critère du %X° pour la vérification du caractère exponentiel. 
Bornons-nous à deux exemples d'utilisation du critère du #* pour 
vérifier le caractère exponentiel de la distribution. Supposons que 
les essais étaient effectués conformément au plan [W, B, T]. Le nom- 
bre observé des pannes est élevé (d (t) > 20). Soient £;, . .., tac les 
instants des pannes. Comme nous l'avons déjà indiqué au chapitre 2, 
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SB (ti) 


les variables aléatoires w;, — ST)? où S 8 (7) désigne la valeur du 


temps global de fonctionnement à l'instant f, forment un échantillon 
ordonné d (t) de variables aléatoires indépendantes uniformément 
distribuées dans l'intervalle [0, 1]. Partageons l'intervalle [0, 1] 


en * parties égales, alors en moyenne 0 points w; parmi d (T) 


0 100 200 300  t heures 
Fige 4.2.2 


tombent dans chacun de ces k intervalles. Soit d; le nombre observé 
de points w;,; tombés dans le i-ième intervalle. Comme on sait 


d(T) \2 
R dj — 
Pr = D UE) (4.2.5) 


(cf. $ 1.6) la statistique suit une distribution proche du #* à (4 — 1) 
degrés de liberté, si seulement les nombres d; sont suffisamment grands. 
L'hypothèse du caractère exponentiel de la distribution est rejetée 
avec un seuil de signification &, s'ils’avère que Vr > #i-a (4 — 1). 
Si l’on utilise le plan [N,B, rl, les valeurs des temps globaux de fonc- 
tionnement Szk(t;) peuvent être considérées comme les valeurs de 
r—1 variables aléatoires indépendantes, uniformément distribuées 
dans l'intervalle [0, S (£,)l. Si l’on introduit la notation w; = 
= [2e (ti) i — 4 9 

_SB (tr) ’ : : 


..., r — 14,et d, pour le nombre de points 


4.2] VÉRIFICATION DE L'HYPOTHÈÊSE DE LA DISTRIBUTION 251 


w, tombés dans l'intervalle [= : + |: la statistique 


r—1 72 
y, =» Le] (4.2.6) 


suit une distribution proche du #* à (4 — 1) degrés de liberté, si 
seulement les nombres d, sont suffisamment grands. 

Les formules analogues à (4.2.5) et (4.2.6) sont également appli- 
cables aux plans du type [W, V, T]. Il faut seulement tenir compte 


du fait que, lors de l'utilisation du plan [N, V, T], w:; —+, 
et lors de l’utilisation du plan [N, V, r}l, w; =4, =, 2,2. 
...…, Tr — À, où t, sont les instants d'apparition des pannes. Si les 
essais sont conduits d'après le plan [W, B, (r, T)lou[#W, V, (r. T)], 
la formule (4.2.5) est utilisée quand #, > T et la formule (4.2.6), 
quand t, < T. 

On peut trouver un exposé des questions générales liées à 
l'utilisation du critère du 4° dans l'ouvrage de Cochran [6]. La table 
des valeurs des quantiles # (4) est donnée dans l'annexe 4. 

Critère de Kolmogorov. Comme habituellement, S 3 (4) et Sy (4) 
sont égales aux valeurs du temps global de fonctionnement lors de 
l'utilisation des plans du type B ou YŸ. Si t* est l'instant de l'arrêt 
des essais, d — d (1*) le nombre total des pannes observées, alors 
en cas d'utilisation des plans [W, B, T], [N, B, rl, les points 


D ts. FE, (4.2.7) 


constituent l'échantillon ordonné correspondant à un échantillon 
indépendant de taille d(1*), égale à d(T) ou à r—1, de variables 
aléatoires uniformément distribuées dans l'intervalle [0, 1]. Lors 
de l’utilisation du plan [W, B, (r, T)] les points &;, calculés 
d'après la formule supérieure (4.2.7), quand #4 >T, et la for- 
mule inférieure, quand £,<T, possèdent des propriétés analogues. 
Des échantillons ordonnés analogues sont formés également par 
des points 
=, i=1,2,...,d(T); =, i=1, 2,...,r—1, 
(4.2.8) 


que l'on calcule en utilisant des plans du type [, V, T], 
[N, V,r], IN, V, (r, T)]. Ainsi, la fonction théorique de distribu- 
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tion est F(w)=w, 0O£<w<1, et la fonction empirique est 
Femp (w) = . LOTO ;,:;, (4.2.9) 


où d* est soit égal à d(T), si {*—T, soit égal à r—1, si {*=r. 
A. Kolmozorov a étudié le comportement asymptotique de 


Peur LFemp(o)—ui= max, {|| — W; |}. 
(4.2.10) 
J1 a montré que 
0 pour y<O0, 
lim PV Das < y} = K (y) = +: (A e-e y> 0. 
(4.2.11) 


Les valeurs de la fonction ÆX(y) sont données dans la table 15 
de l’annexe. 

On calcula par la suite certains quantiles des variables aléa- 
toires D,, données par la formule (4.2.10). Dans. la table 16 de 
l'annexe sont données les valeurs de D,,, &æ—0,2; 0,1; 0,05; 0,02; 
0,01 et 7 — 1 (1) 100. Les nombres D, vérifient la condition 


P{D,> Dao} =@. (4.2.12) 


Le critère de Kolmogorov pour la vérification du caractère expo- 
nentiel du temps de fonctionnement consiste en ce qui suit. Suivant le 
type du plan utilisé on calcule d'après les formules (4.2.7) et (4.2.8) 
les valeurs des points w;. On trouve ensuite d'après la formule 
(4.2.10) la valeur Due. Si d* >> 100, on effectue la normalisation en 
multipliant par V d*. L'hypothèse du caractère exponentiel du temps 
de fonctionnement sans défaillance est rejetée avec le seuil de signi- 
fication «@, si V d*Dye > Kia: ici K (*,) = p, autrement dit, k, 
est le quantile d'ordre p de la distribution de Kolmogorov. Si d* < 
< 100, alors on effectue la comparaison avec les nombres D, de la 
table 16 de l'annexe. L'hypothèse du caractère exponentiel de la 
distribution est rejetée avec le seuil de signification @&, si Da» > 
> Dy x; dans le cas contraire on accepte cette hypothèse. 

Critères basés sur les statistiques homogènes «w et v. Soient 
li, do, « « «, ta les instants d'apparition des pannes, enregistrées au 
cours des essais. Nous dirons que la statistique f = f (f1, . .., ta) 
est homogène, si sa valeur pour tout À => 0 vérifie la condition 


FM cos Ma)=fltn so. ta). (4.2.13) 
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11 découle de la condition (4.2.13) que dans le cas, où la probabilité 
de fonctionnement sans défaillance suit une distribution exponentielle, 
la distribution de la statistique f (4, . .., t,;) ne dépend pas de À. 
Si l’on calcule à l'avance la table des quantiles fa, tels que 


P{f(li da) <fa,|d(*)=d}= p, 


on peut construire un critère pour vérifier le caractère exponentiel. 
Le critère correspondant au seuil de signification & consiste en ce que 
l'hypothèse du caractère exponentiel est rejetée, si f > fa.1-@s 
et acceptée, si f < fi.1-. En fait, tous les critères du présent para- 
graphe sont construits d’après ce principe. Nous nous bornerons tou- 


« 


tefois ici à indiquer seulement deux statistiques: w et v. Ces deux 
statistiques sont données par les formules 


v=—, (4.2.14) 


n 
7 a 1 ER ‘ . res , 
ou z=<Y Lin ST D (x; — x)*. La statistique w est appelée 


i=1 i— 1 

statistique de Sherman [7], [8]. Si l'on remplace x; par le temps global 
de fonctionnement dans l'intervalle séparant la (i — 1)-ième de la 
i-ième panne, on peut aisément se convaincre que les deux statisti- 
ques vérifient la condition d'homogénéité et que l’on peut les utiliser 
pour vérifier l'hypothèse du caractère exponentiel. Les auteurs ne 
connaissent pas de tables des quantiles ou des fonctions de réparti- 
tion de ces statistiques. On peut montrer que dans le cas, où les valeurs 
de z, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes avec 
une fonction de répartition F (ft) — 1 — e-t, alors quand r —+ oo, 
le vecteur aléatoire bidimensionnel 


{Vr(z—1, Vr(s—1) 


suit une distribution normale de moyennes zéro et de matrice des 
variances-Covariances ||ciyll, Cis = 14, Coo — 8, Cia = ca = 2. 
LT 
Utilisant le lemme asymptotique du $ 1.6, où H (zx, y) — 7/3" Nous 
obtenons que 
22 


{ 
lim P mit) | e © dz. (4.215) 


Ainsi, s'il s'avère que n > 1et | Jr (Ur — 1) | > ue où ua est 


le quantile de la distribution normale, alors l'hypothèse sur la forme 
exponentielle de la probabilité de fonctionnement sans défaillance 
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doit être rejetée. Bartholomeu [8] a étudié l'efficacité asymptotique 


relative des critères basés sur les statistiques © et v, quand le rôle 
d'hypothèses concurrentes était joué par la distribution gamma et la 
distribution de Weibull. Toutefois, dans cette étude l'efficacité 
était comprise dans un sens plus étroit, local, quand les valeurs des 
paramètres de la distribution gamma et de la distribution de Weibull 
variaient de telle sorte que ces distributions donnaient également 
à la limite la distribution exponentielle. 

Critère F pour vérifier la constance de la fonction de risque de 
pannes. On sait (cf. chapitre 2) que l'affirmation suivant laquelle 
la probabilité de fonctionnement sans défaillance R (t) — e-t est 
équivalente à la condition que la fonction de risque des pannes 

RAR 
À (t) = — RU) 
concurrentes celles pour lesquelles À (£) est soit une fonction monotone 
décroissante, soit une fonction monotone constante de t{. Supposons 
que les essais sont conduits soit d’après le plan [W, B, rl], soit d'après 
le plan [N, V, rl. Dans le premier cas nous calculons les valeurs 


— À. On peut considérer en qualité d'hypothèses 


SE = 1; 2, ., r) du temps global de fonctionnement entre les 
pannes d’ après les formules s; — (N —i+1)(t; — t;1), to = 0, 
 — 1, ...,r, dans le second cas sd’ après les formules s; = N (t; — 


— t;- dj. Dans les deux cas s; sont des variables aléatoires indépendan- 
tes dont les fonctions de répartition sont 1 — e-* ‘. Il en découle que 
22s; suit une distribution du %° à deux degrés de liberté. Soit r — 
= Fr + re, où r >0,r2 > 0; il découle alors de la formule (4.1.9) 
que la variable aléatoire 


à 
Pre lo) = —— (4.2.16) 
Ÿ 


suit une distribution de F à v, — 2r; et v> — 2r;, degrés de liberté. 
Soit fn (V1, V2) le quantile d'ordre p de la distribution de F. 

Le critère F correspondant au seuil de signification & pour l'hy- 
pothèse Ho — {h (1) — À} contre l'hypothèse concurrente H, — 
= {h (f) -< const, À (t) soit croît, soit décroît} est décrit par le sys- 
tème suivant de règles. 

On accepte l'hypothèse H,, si 


Vlr r)=max{q(rs, r2), [Q (rs r2)l7 = 
®P (ri, ra) € J,_ a (rs. r2), 


[p (ri <<, La AL ri); un 
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dans le cas contraire cette hypothèse est rejetée. S'il s'avère que 
dir) = pr, re) > Î _a (r:, r2), on accepte l'hypothèse con- 


currente, suivant laquelle À (4) décroît. Si par contre %Ÿ (r1, r>) = 
{of nr) > fic (r2, 1), on accepte l'hypothèse concurrente 


suivant laquelle À (4) croît. 

Considérons un exemple numérique. Supposons que les essais 
étaient conduits conformément au plan [NW = 100, B, r — 6]. Les 
instants des pannes étaient {, — 3, to — 9, t3 — 16, 1, — 34, t, — 
— 48, t — 10. Les valeurs des temps globaux de fonctionnement 
étaient alors respectivement s, — 300, s: — 594, s3 — 686, s, — 
— 1398, 5, — 1344, 53 — 2090. Soit r, — rs — 3, alors 


3004 5944686 > 
p(3, 3)— 1746 1344 + 209 (3,3). 

Comme œ << 1, on a % (3, 3) — [p (3, 3)]-! & 3,3. Nous trouvons 
alors d’une table analogue à la table 11 de l'annexe que fo (6, 6) — 
= 3,055 << 7! (3, 3) — 3,3. Ainsi l’hypothèse F7, doit être rejetée 
si le seuil de signification 1 — & — 0,9. Notons toutefois que 
f0.05 (6, 6) — 4,284. Ainsi, si nous avions choisi le seuil de signi- 
fication 1 — & — 0,95, alors l'hypothèse H, aurait dû être accep- 
tée. Quel comportement adopter, s’il est évident que le choix & — 
— 0,1 est très conventionnel ? 

On peut raisonner de la manière suivante. On est en présence 
d'une tendance de décroissance de la fonction de risque des pannes 
À (1). Toutefois, le nombre de données obtenues par suite des essais 
est nettement insuffisant. En d’autres termes, « les essais ont été 
arrêtés à l’instant le plus intéressant ». Nous décidons de poursuivre 
les essais jusqu’à r — 10. La poursuite des essais nous donne ft; = 
— 108, ty — 147. to — 204, t,0 — 264. Les valeurs des temps globaux 
de fonctionnement sont respectivement égales à s; — 3572, 53 — 
— 3627, so — 5244, Si9 — 6000. Supposons maintenant que r;, — 
— 5 et r2—5. Ici (5, 5) — (6,5) 7. Ainsi, (5, 5) & 6,5; 
Jo. 975 (10. 10) — — 3.711 6,5, de sorte que l'hypothèse AH, — 
— {À (4) = À} doit être rejetée en faveur de l'hypothèse suivant 
laquelle À ({) est une fonction monotone décroissante. Le degré de 
certitude relatif au rejet de l'hypothèse AH, s’est nettement élevé. 

Critère du ÿ* pour vérifier la constance de la fonction de risque 
des pannes. Nous avons souligné dans notre exposé du critère de 
Kolmogorov que dans le cas, où l'hypothèse J, — {À (t) = À = 0} 
est vraie, les points w;, à — 1, ..., d* calculés d'après les formu- 
les (4.2.7) ou (4.2.8) peuvent être considérés comme un échantillon 
ordonné prélevé sur d* variables aléatoires indépendantes E;, . .. 

. Ege, dont chacune es uniformément distribuée dans l’inter- 
valle [0, 1]. Comme —2 In Ë; suit une distribution du #° à deux 
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degrés de liberté, la fonction 
d® ds 
Vas — — 2 > In w; — —2 > In Ë; (4.2.18) 
11 1= 1 


suit une distribution du %° à 2 d* degrés de liberté. Si l’on utilise 
le plan de l’un des types [W, B, rl, IN, B, T], [N, V, rl}, etc., on 
peut alors, d’après la formule correspondante (4.2.7) ou (4.2.8), cal- 
culer les valeurs des points w; et puis, d’après la formule (4.2.18), 
la valeur de la statistique vas. S’il s'avère que Yu >, a (2d4*) (a) 


ou que Vas << Y°a (2d*) (b), où x5 (2d*) sont des quantiles d'ordre p 


de la distribution du 4° à 2d* degrés de liberté, l'hypothèse H, — 
— {À (t) = À} sera rejetée et dans le cas (b) on adoptera l'hypo- 
thèse suivant laquelle À (?) est monotone croissante, et dans le 
cas (a) que À (£{) est monotone décroissante. Epstein recommande 
également dans son article [5] d'utiliser le critère de Bartlett pour 
vérifier la constance de la variance. 

Critère de Fisher pour vérifier la compatibilité de l’hypothèse 
sur le caractère exponentiel avec la présence d’un grand intervalle 
entre les pannes. 11 peut arriver parfois que l’un des éléments soumis 
à l’essai fonctionne sans défaillance pendant un très grand intervalle 
de temps. Il peut arriver également que lors des essais du système 
on rencontre un très grand intervalle de temps de fonctionnement 
sans défaillance. Le critère de Fisher [9] que nous allons exposer peut 
être utilisé pour vérifier la compatibilité de la présence d’un tel inter- 
valle avec l'hypothèse relative au caractère exponentiel de la distri- 
bution du temps de fonctionnement sans défaillance. 

La statistique 

max T'; 


RTL (4.2.19) 


d® 
à si 
i= 1 


est homogène. Par conséquent, si les x; sont mutuellement indépen- 
dants et suivent une distribution exponentielle F (t) = 1 — e”Àt, 
alors la distribution de n, ne dépend pas de À. Fisher [9] a montré 
que 


P {> £}— È (— 1-10 (1 —kg)T2, (4.2.20) 


On a présenté dans la table 13 de l'annexe les valeurs de g, (n), 
a — 0,05, telles que P {nm}, > ge (n)} = &, nr = 5 (5) 50. 

Comme nous l'avons maintes fois précisé plus haut lors de l’uti- 
lisation des plans pour lesquels l'instant d'interruption des essais 
t* — 1, ou t* = T, les valeurs des temps globaux de fonctionne- 
ment S; dans les intervalles (t;_,, t;) entre deux pannes consécutives 


$ 4.2] VÉRIFICATION DE L'HYPOTHÈSE DE LA DISTRIBUTION 257 


sont des variables aléatoires indépendantes, dont les fonctions de 
répartition sont 1 — et. Il en découle que, quand l'hypothèse 
H, = {A (t) = À >>0} est vraie, on a 

max S; 


P asie > qua) (d*)|d(&*)= d* aa (4.2.21) 


où S+* est la valeur du temps global de fonctionnement à l'instant t* 
d'interruption des essais, et d* =r, si t*—t,. Si &* = T, alors 
S* — S (tacr)) et d* = d(T). Les valeurs de S; sont calculées 
d'après les formules 


. ls pour les plans du type B, 


9 
N (ti —ti-s) pour les plans du type V. Eee) 


Le critère de Fisher correspondant au seuil de signification « 
consiste en ce que l'hypothèse H, = {À (f) = À => 0} est rejetée, 
quand max > £a (d*); dans le cas contraire l'hypothèse Æ, 

1<i<ds 
est acceptée. 

Considérons un exemple numérique d'utilisation de ce critère. 
Supposons que l’on enregistre les pannes se manifestant dans un 
Se A électronique. Les résultats de l'enregistrement sont les 
suivants: {4 — 16, to — 39, t3 = 45, 1, = 55, t, — 305, & — 319, 
t, — 325, t, = 345, to = 316, 10 — 420. Comme on ne soumet 
à l'essai qu'un seul échantillon et que les pannes qui apparaissent 
sont éliminées, on peut estimer que les essais sont conduits confor- 
mément à un plan du type [IN = 1, V, r — 10]. D'après la formule 
(4.2.22) nous trouvons S; — 16, ce = 13, S3 = 6, S, = 10, S, 
= 250, Se —= 14, S , = 6, Sg = 20, So —= 31, S'10 —= A Calcutant 
la statistique figurant sous le signe de probabilité dans la formule 
(4.2.21), nous obtenons que 

max S; ; 
1<i<10 250 


SD 2420 _—— 0,59 >. £o.05 (10) , 


ainsi l'hypothèse sur le caractère exponentiel de la distribution des 
intervalles doit être rejetée. 

L'apparition d’un grand intervalle entre les pannes peut être 
liée au fait que l'hypothèse Ho = {À (t) = À => 0} n'est pas vraie. 
Toutefois, il peut y avoir d’autres causes inattendues. Dans le cas 
présent il s'est avéré que l'opérateur enregistrant les pannes était 
en vacances, de sorte que les pannes n'avaient pas été enregistrées. 
Cet exemple est intéressant en ce sens qu’il attire l'attention des 
chercheurs sur la nécessité d’une analyse préliminaire plus soïgneuse 
de la qualité des données obtenues. 

Critère de Hartley de vérification de Ja compatibilité de l’hy- 
pothèse sur le caractère exponentiel avec la présence d’un grand et 
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d’un petit intervalle entre les pannes. Pour vérifier la compatibilité 
de la présence d’un grand et d’un petit intervalle entre les pannes 
on peut utiliser le critère proposé par Hartley [10]. Hartley a étudié 
la distribution de la statistique homogène 


max T; 
1<i<n 
= > —— 2.2: 
h(r, n) min os (4.2.23) 
1<i<n 
OÙ Ti, - - « In Sont des variables aléatoires mutuellement indépen- 
dantes suivant une distribution du #° à r degrés de liberté. Pour diver- 
ses valeurs de r et n il a calculé des tables des valeurs critiques 


ha (r, n) pour lesquelles 
P{h(r,n)>h(r, n)}=a, 


où &« —= 0,05, &« — 0,01. La table 12 des valeurs de ces quantiles est 
donnée dans l’annexe. Si l’on désigne par S; les valeurs des temps glo- 
baux de fonctionnement calculées d’après les formules (4.2.22) et 
par d* le nombre de pannes s'étant produites au cours des essais, 
alors la statistique 
ieria 
# <= ‘ 
h(2, d = a (4.2.24) 
1<i<d® 

suit une distribution coïncidant avec celle de la statistique donnée 
par la formule (4.2.23), où r = 2, n — d*. Cela découle directement 
du fait que les 2AS; sont mutuellement indépendantes et suivent une 
distribution du #? à deux degrés de liberté. Ainsi, le critère de Hart- 
ley appliqué au problème de la vérification de l'hypothèse du carac- 
tère exponentiel de la probabilité de fonctionnement sans défail- 
lance est décrit par le système de règles suivant. Si la valeur de la 
statistique, calculée d'après la formule (4.2.23), est telle que 
h (2, d*) >>h;-o (2, d*), alors l'hypothèse H, = {À (ft) = À >0} 
doit être rejetée. Dans le cas contraire cette hypothèse est vérifiée. 
Les valeurs des quantiles k, (2, n) pour les petites valeurs &« — 
— 0,05 (0,01) données dans la table 12 peuvent servir à vérifier 
l'hypothèse Ho, quand le rôle d'hypothèse concurrente est joué par 
des distributions proches des distributions régulières. 


$ 4.3. Critère de vérification des hypothèses relatives 
aux valeurs du paramètre de la distribution exponentielle 


Supposons que l’on puisse estimer que la probabilité de fonction- 
nement sans défaillance est égale à et, où À >> 0 est la valeur incon- 
nue du paramètre À. Dans les problèmes de fiabilité le plus grand 
intérêt représente la vérification des hypothèses composées du type 
Ho = {A Lo}, H3 = {>}, où À est une valeur firée du para- 
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mètre. La valeur À, est choisie de telle sorte que quand À < À, 
on peut estimer que la production (les éléments, les systèmes, etc.) 
est fiable, et pour les valeurs À >> À, non fiable ou insuffisamment 
sûre. On peut se représenter également une position plus large du 
problème, quand on est en présence de plusieurs hypothèses, par 
exemple 1, = {À < ho}, H) = {lo LÀ <<}, H = >M}. Ici 
H, correspond aux éléments hautement fiables, H, aux éléments 
de fiabilité moyenne, et , aux éléments insuffisamment fiables. 
Nous nous bornerons uniquement au cas de la construction des cri- 
tères de vérification de deux hypothèses A5 = {À < Ào}, H, = 
= {À >>}. Le critère sera alors construit sur la base du théorème 
4.1.1 (Neumann-Pearson). La forme du critère dépend notablement 
du plan suivant lequel on conduit les expériences de fiabilité. Nous 
estimerons qu'à l'instant initial V éléments sont soumis à l'essai. 
L'un des schémas les plus généraux de planification des expériences 
consiste en ce que l’on se donne au préalable un système de règles, 
déterminant l'instant {* d'arrêt des essais. On suppose alors que 
l'instant d'arrêt des essais dépend seulement des instants #; < £*, où 
se produisent les pannes des éléments, autrement dit, #* est une 
grandeur ne dépendant pas du futur. Dans ce cas les statistiques 
exhaustives seront d ({*), le nombre des éléments tombés en panne 
à l'instant d'arrêt ##, et S (£*), le temps global de fonctionnement. 
Pour les plans du type V (cf. chapitre 3) 


Sy(t*)= Ni", (4.3.1) 
et pour les plans du type B 
S 8 (£*) =di+ ss. + late) + [N — d (4*)] L*. (4.3.2) 


L'espace X — {x} des résultats des essais se compose de la suite des 
instants {; < !* des pannes s'étant produites avant l'instant d'arrêt, 
autrement dit, x = (fi, . .., {ux), t*). La fonction de vraisemblance 
en cas d'utilisation des plans du type V sera alors donnée par la 
relation 


Pis ces tausy LA) = (NAN 7 Sv, (4.3.3) 


où la valeur S;,-(2*) est trouvée d'après la formule (4.3.1). Dans 
le cas de l’application des plans du type Bon a 


P {ti ...) Cd(t*)s t* |A) — 
—MOON(N—1) ... [N—d(r)tile #80, (4.3.4) 
la valeur S,({*) étant calculée d’après la formule (4.3.2). 


Nous obtenons de (4.3.3) et (4.3.4) que le rapport de vrai- 
semblance est 


Re es [te (2) 02950]. 2.9 


17* 
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où A1 Ào- Il découle ainsi de (4.3.5) que le domaine critique est 
choisi dans la famille des ensembles de la forme 


Xe= {a(s), S(*):d(e*)In ()-@-2956)>c). (4.3.6) 


Comme il découle du théorème de Neumann-Pearson, le critère dont 
le domaine critique entre dans la famille des ensembles définis par 
la formule (4.3.6) possède, pour une valeur donnée de l'erreur de 
première espèce correspondant à la valeur À = À, une erreur de 
seconde espèce minimale pour À = À; (partout dans ce qui suit À > 
> Ao). Considérons maintenant les plans concrets d'essais de stand 
mentionnés au chapitre 3. 

Plan du type [N, V, T]. Quand on utilise le plan [W, V, T1] 
l'instant d'arrêt des essais est £* — T, autrement dit, il ne dépend 
pas du déroulement des essais. La statistique S (£*) — NT ne con- 
tient en elle-même aucune information sur le paramètre À, puisque 
sa valeur peut être calculée avant le début des essais. C'est pourquoi 
nous trouvons de (4.3.6) que la famille des ensembles contenant le 
domaine critique est de la forme 


Xe={d(T)> ci}. (4.3.7) 


Rappelons les notations employées au chapitre 3: 
c ” | 
L()= D et, La(Ae (d)) =e. (4.3.8) 
d=0 


Rappelons encore que les valeurs A.(d) sont données dans la table 7 
de l'annexe. Pour construire le critère ayant un seuil de signification 
non supérieur à &@ pour une valeur À = Ào, nous choisissons le plus 
petit c > 0 tel que 


co N r 
P{d(T)>chg)= D DE e-NaT 21 L (NAT) La. 
d=c+1 


Notant que La(x) est une fonction décroissante de x, nous obte- 
nons qu'il faut choisir en qualité de c le plus petit entier c 
pour lequel 


NT Aie (C). (4.3.9) 


Le critère consiste ainsi en ce que le niveau d'acceptation c, trouvé 
de (4.3.9), est comparé au nombre observé de pannes d (T). Sid (T) < 
< c, l'hypothèse À = Ào ou Ho = {À < À} est acceptée, et l'hypo- 
thèse A, = {À >> Ào} rejetée. Remarquant encore que la deuxième 
condition du théorème 4.1.2 est remplie, nous obtenons que le cri- 
tère trouvé est uniformément le plus puissant. La fonction de puis- 
sance est alors égale à la probabilité de rejeter l'hypothèse. Quand 
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la valeur du paramètre est À => 0, la fonction de puissance est donnée 
par la formule 


W (À) = 1— ZLe(NAT). (4.3.10) 


W (à) est une fonction non décroissante de À. 

Si les paramètres déterminant le critère sont données et si la va- 
leur c — c (x, T) est trouvée, on peut conduire les essais suivant 
un programme abrégé, en arrêtant les essais au moment #1 d'appa- 
rition de la c + 1-ième panne, si seulement #44, << T. L'hypothèse 
H, est alors rejetée. Pour une telle modification du plan nous passons 
en fait du plan [W, V, T] au plan [W, V, (c + 1, T)}, ce que l’on 
doit prendre en considération lors de la construction des estimations 
ponctuelles et d'intervalle du paramètre À. Dans ce cas toutefois la 
Es de puissance reste inchangée et est donnée par la formule 
4.9.10). 

Plan du type [NW, V, rl. Les essais sont arrêtés au moment £,, 
où se produit la r-ième panne. Comme f* — #,, alors d(t,) =r 
et la statistique d ({*) devient triviale. Toute l'information sur 
le paramètre À est contenue dans le temps global de fonctionnement 
Sy (t,), dont la distribution est donnée (cf. $ 3.3) par la formule 


> 
P{ASy (4) <X |A} = | 7 dt=1—L,i(x). (43.11) 
0 


La famille des ensembles X, dans la formule (4.3.6) est équiva- 
lente à la famille 


{Sv (ér) <S}. 


Prenant en considération (4.3.11), nous trouvons un S, pour 
lequel 


P{Sy (tr) < Sa | Ào} = 1 — L,_, (AoS &) = &. (4.3.12) 
Nous avons de l’équation (4.3.12) en utilisant les notations (4.3.8) 


S= Het0., (4.3.13) 
Les conditions du théorème (4.1.2) sont de nouveau remplies, c’est 
pourquoi le critère correspondant au plan [W, V, rl avec un niveau 
de signification æ& est uniformément le plus puissant. La fonction de 
puissance du critère est 


W (A) = P {Sy (4) < Sa} = 1 — Lr-s( Aie r—1)+) . (43.14) 


Plan du type IN, V, (r, T)l. Si au cours des essais suivant le 
plan [W, V, (r, T)] il s'avère que t, => T, alors t* = T et la statis- 
tique S (£*) = NT est triviale. Si par contre t?, < T', alors t* = é#, 
et la statistique triviale est d (#*) = r. La famille des ensembles 
critiques est de la forme (4.3.6). 
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Considérons sur le plan (x, y) les points (d (t), Sy (£)). A l'instant 
d'arrêt des essais #* — min (f,, 7), les valeurs (d (t*), S,.(t*)) 
sont situées sur la droite d=7r, S;(t) = Nt, << NT, sit. <T 
ou dans l'un des points situés verticalement d (T) = A PR 
et Sy(i*) = NT, si t, > T. Les états possibles sont représentés 

sur la figure 4.3.1 par la 


y= at) L, droite y—=r et par des pe- 
r tits cercles. Sur le plan 
r-1 (x, y) la famille des domai- 
L nes critiques est représentée 
C+1 2 par l'ensemble des points 
0 (d (£*), Sy (t*)) situés plus 
saut que la droite 

Î LL) y— (À, — _ 
: | sde One) y— M) x = À 
T où À >> A0. Quand # dé- 


croît, la probabilité qu'a 
Fig. 4.3.1 l'état final (d (£*), Sy (£*)) 
de tomber dans ce domai- 
ne critique est une fonction non décroissante. Deux cas sont alors 
possibles. Dans le premier À — k, est grand, et le domaine critique 
se compose seulement des points du segment formant une partie du 
segment d(t*) =r, 0O< S;({*)< NT. Dans le second cas k — 
— k2 est petit (k2 << k;), et le domaine critique comprend tous les 
points du segment d (*)=7r, OS (t*) L NT et des points 
“ NE NT), où d'(T) >c. Ces deux cas sont montrés sur la figure 
. A k = k, correspond la droite L; et à k — k2 la droite >. Lors 
ré 2. du domaine critique, déterminant le critère avec un niveau 
de signification non supérieur à &, on doit procéder de la manière 
suivante. Si 
P{;<T|h}=1—-L1(NlT)>a, 
alors nous trouvons le nombre $, pour lequel 
P (Sy (tr) < So | Ào) = 1 — Lr-1 (AS a) = &- (4.3.15) 
La formule (4.3.15) est équivalente à la relation Sc = IE Les LA 
S'il s'avère que P {t, <T | Ào } << &, alors nous incluons dans le 
domaine critique une partie des points d (T) >c, Sy () = NT, 
où c << r — 1. On peut aisément remarquer que l’événement, con- 
sistant en ce que soit {, << T, soit d (T) >> c, est équivalent à l'événe- 
ment d (T) >c. Par conséquent, le nombre d’acceptation c est trou- 
vé à partir de la condition 


P{&<TJUITZT, d(T)>c]}= 


= D Mo e-nwr=1_L(NIT)<S. (4.316) 
d=c-+1 
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Le nombre c est alors choisi comme le plus petit entier vérifiant 
(4.3.16). Ainsi, le critère pour vérifier l'hypothèse Ho = {À < À} 
avec un niveau de signification non supérieur à & consiste en ce qui 


suit. Si Sy — Het D CN T, alors les essais sont conduits 


0 
jusqu'à l'instant £* — min (£,, T). S'il s'avère alors que S, (£,) < 
< S,. nous rejetons l'hypothèse 4, = {À < À} et nous acceptons 
l'hypothèse À, = {À > A}. Si, par contre, soit t, << T'et Sy (ë,) > 
> Sa, Soit {, > T, nous acceptons l'hypothèse Ho = {À < do}. 
Si Sx > NT, nous trouvons de la condition (4.3.16) le plus petit 
nombre entier € tel que VAoT  Ai-a (c). Nous poursuivons les 
essais jusqu'à l'instant {* — min (f,, T). Dans ce cas, sisoitt, <T, 
soit {t, > T et d(T) >c, nous rejetons l'hypothèse H, = {À < do} 
et nous acceptons l'hypothèse concurrente H, = {À > Ào}. Si t, > 
>T et d(T)<c, nous acceptons l'hypothèse H, = {À < do}. 
Remarquant alors que nous n'avons nulle part utilisé la valeur À = 
= À, entrant dans l'hypothèse concurrente, nous pouvons nous con- 
vaincre de la validité de la première partie du théorème 4.1.2. 
Le critère construit est ainsi uniformément le plus puissant parmi les 
critères non randomisés de niveau de signification non supérieur 
à &«. La fonction de puissance de ce critère est donnée par la formule 


1 — L,_, (Are (1) +) . si NT > ne : 
W (à) = _ 
1— Le(NAT). si NT< het), 


(4.3.17) 


On peut réaliser les essais suivant un programme simplifié 
sans modifier la fonction de puissance. En effet, si NT > S, — 


= At-a (T— à 


L: les essais sont arrêtés soit à l'instant ff’ << {* — 


— min (£#,, T), quand la valeur du temps global de fonctionnement 
est égale à S,. si d(f’) <r, soit à l'instant £,, si Sy (t,) < Se. 
Dans ce cas on utilise au lieu du plan [W, V, (r, T)]lle plan [N, V, 
(r, HS4)], c'est-à-dire le plan pour lequel les observations sont réa- 
lisées soit jusqu'à l'instant #,, soit jusqu'à l'instant £’ < ft, si le temps 
global dé fonctionnement S,- (£") = S,. Dans le cas où NT <S,, 
on utilise au lieu du plan [W, V, (r, T)] le plan IN, V, (c, T)l, 
où c est le plus petit des nombres entiers c tels que NAT < Aie (c). 

Plan du type [N, V, (r, HS:o)l. Comme nous l'avons indiqué, en 
certains cas le plan du type [W, V, (r, T)] se ramène à un tel 
plan. Il convient toutefois de noter que de son côté le plan [W, V, 


(r, HSo)l est équivalent au plan [N, V, (r, #21. car l'instant { < 
< t, d'expiration du temps global de fonctionnement Sy ({’) — 


= Nt" = S, donne l'instant de l'arrêt des essais £’ — =". 
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Plan de type B. Plan [N, B, TI. Comme il découle de (4.3.4), 
les statistiques exhaustives d (T) et S, (T) sont toutes les deux non 
triviales. La variable d (7) suit une distribution binomiale 


P{d(t)}=d|A}=C$(1—e-2T}fe-ATIN-d), (4.3.18) 
d 
Sous la condition que d(T)=d>0,S:(T)= V4, +(N—d)T, 


ES | 


d 
où Éa = Ÿ' t, est la somme de d valeurs des variables aléatoires 


| R=1i 
indépendantes dont les fonctions de répartition ont pour densités 
ur, 
p (t) = > pour les valeurs 0 << T et p (ft) = 0, quand 


t > T ou t << 0. La densité de probabilité p (£ | À, d) de la fonction 

de répartition S } ({), sous la 

y=d(T) L condition d (T) =r, peut 

être aisément trouvée en 

utilisant la transformation 

inverse de Fourier de la 
fonction caractéristique 

ÿ(:) = M exp (bas) — 
_ {À [eGiz- AIT — 1] K 
X(iz—A)1(1—e-2Ty 07. 


Si l'on porte sur l’axe 

Ox les valeurs de S, (6) et 

Fig. 4.3.2 sur l’axe Oy les valeurs de 

d (T), alors à l'instant T 

les valeurs des statistiques exhaustives tomberont dans les inter- 

valles des points (x, y), z=0,..., N;\ (N—2) T<y< NT. 

Le domaine critique se compose des points vérifiant l'inégalité 

(4.3.6), c’est-à-dire situés plus haut que la droite L (fig. 4.3.2), don- 
née par l’équation 


(in +) d(T)—(A1— 0) Sp (T)=k. (4.3.19) 


Soit p(s|À, d) la densité de probabilité conditionnelle du temps 
global de fonctionnement S,(f), quand d(T)=—d; la constante k 
est alors trouvée de la condition 


N R(d,h) 
» | p(slé, À) ds |-Ch11—e-#7Jde-A0TN-8) ag, (43.20) 
d=1 (N-d)T a 
où la limite R(d, k) est déterminée comme il découle de (4.5.19) 
par la relation 


R (d, k)= max {(W—4 T, [in (FE) 2x] A—a)t}. (4.3.21) 
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Le critère de niveau de signification « ainsi construit consiste 
en ce qu’à l'instant {—T les essais sont arrêtés. Si 


[in (5) ] d(T)— (M — A) ST) > lo (4.3.22) 


alors on rejette l'hypothèse H, = {À < À} et l’on accepte l’hypo- 
thèse concurrente. Dans le cas contraire on vérifie l'hypothèse H, — 
= {À < A}. Ce critère possède la plus grande puissance au point 
À — M, toutefois il n'est pas uniformément le plus puissant. La fonc- 
tion de puissance de ce critère est déterminée par la formule 


N R(d, k,) 
W (=> [ p(sld, À) dsC[1—e-àTj{e-AT(N-4), (4.3.93) 
d=41 (N-d)T 


On voit des formules (4.3.20) à (4.3.23) que l’utilisation de ce critère 
implique que l’on dispose de tables spéciales, qui ne sont pas élabo- 
rées à l'heure actuelle *. On peut proposer un critère simplifié (et 
notoirement plus faible que celui que nous venons de décrire) basé 
uniquement sur les valeurs de la statistique d (T). On recommande 
ici de choisir le plus petit entier c de manière que 
\ 
Ÿ x (A — e-loT)t e-AT(N-d) € &. 
=C 

L'hypothèse H, = {À < A} est rejetée en faveur de l'hypothèse con- 
currente, si d(T) >c. Si d(T)< c, l'hypothèse Æ, est acceptée. 

Notons que sans modifier la fonction de puissance donnée par 
la formule (4.3.23), on peut réaliser les essais suivant un programme 
abrégé. L'instant de l'arrêt des essais £* correspond à l'instant quand 
il devient évident que pour { = T l'inégalité (4.3.22) ou l'inégalité 
inverse sera vérifiée. Dans le cas général, {* dépend de la position 
de la droite /, et pour simplifier notre exposé nous omettrons la des- 
cription des règles permettant de réduire la durée des essais sans 
modifier la fonction de puissance donnée par l'équation (4.3.23). 

Plan du type [N, B, rl. Ici t* —1#,, d(t*) = r, autrement dit, 


T 
la statistique est triviale, et S, (£,) — 2 ty + (N — d)t, possède 
une fonction de répartition pour laquelle 
t 


ÀS 
r-1 

P{Sp(t)<S |A} = | pr cd. (4.3.24) 

U 


* Comme l'ont montré les calculs numériques réalisés par Y. Béliaev, 
E. Tchépourine et T. Toporichtchéva, pour de faibles rapports d (T)/N le gain 
obtenu en utilisant le couple de statistiques {d (T), Sg (T)} est faible. Dans 
ce cas on peut obtenir de bons résultats en utilisant des critères randomisés 
analogues à (4.3.7), mais avec un choix aléatoire de c. 


266 VÉRIFICATION DES HYPOTHÈSES DE FIABILITÉ [CH. IV 


Le domaine critique est de la forme 
Sp(tr) LS as 


où conformément à (4.3.24) et (4.3.8) la valeur S, est trouvée 
en tant que solution de l'équation 


205, h 
| 77 dt = 1 — Lin (hoSa) = (4.3.25) 
0 
A — À A 
autrement dit, Sy = Aa (UN . Ainsi, si Sp (£,) < ee — : 


À Ào 
alors on rejette l’hypothèse “Hi = 1 = {A & ho}, Si, par contre, S, > 
A — 1 
UE , alors on adopte l'hypothèse 1, = {À < Ào}- C'est un 


critère uniformément le plus puissant avec un niveau designification &. 
La fonction de puissance est égale à 


W(A)=1— Lis (Aie (r—1) Te) (4.3.26) 


Au cours des essais suivant un programme abrégé on détermine t{* 
comme l'instant. où soit le temps global de fonctionnement atteint 
< niveau S4 et {, > t*, soit {* = 1, et Se (£,) < Sc. Dans le pre- 
mier cas on rejette l'hypo- 
thèse H, = {À >> A0}, dans 
le second cas on rejette 
l'hypothèse AH, = {À Lo}. 
Notons qu’en cas d’une 
telle réduction, les essais 
sont réalisés conformément 
au plan [W, V, (r, HS,)l]. 
Plan du type [NW, B, 

(r, T)]. La construction du 
Fig. 4.3.3 critère est analogue à celle 

que l’on utilisait dans le cas 

du plan [W, B, TI. L'ins- 

tant de l'arrêt des essais est £* — min (£,, T), c’est pourquoi les 
valeurs possibles de d (#*), S (t*) coïncident avec les intervalles con- 
7. les points de la forme (d, y), où d = 0, nn WN—-dT< 


< NT. Notons que P {d ()=kIA =  cà ph (1 — p}\-#, 
où Fenes et k<r, P{d() ra) = À Chpi (1 — 
kR 


— p)}*-#. Soit ps (s | d, À) la densité de probabilité conditionnelle 
de S 3 (T *) sous la condition d (t*) — d. Le domaine critique se com- 
pose des points situés au-dessus de la droite / (fig. 4.3.3). 


(in +) 2 (-hiyer 
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La constante À — k, est choisie de manière que pour À = À, la pro- 
babilité pour que les valeurs de 4 ({*), S,(t*) tombent plus haut que 
la droite / soit égale à &. Exprimant cette probabilité à l’aide des 
densités de probabilité conditionnelles p, (s |r, À) et l'égalant à «@, 
nous obtenons l'équation transcendante 

r R(R,.@) 


D | Pa(slho d) dsP{d(t*)—d}—a, (4.3.27) 


d=1(N-d)T 


R(ke, a)=max| (N—0)T, (nt — ka) Ga 7]. 


Ainsi, si la constante k, est trouvée, on rejette l'hypothèse 
Ho={1<h} quand l'inégalité 


(in +) d(E*)— (io) Se) > (4.3.28) 


est vérifiée. Si c’est l’inégalité inverse de (4.3.28) qui est vérifiée, 
alors on accepte l'hypothèse J, = {À < Ào}. De même que le critè- 
re élaboré pour le plan [W, B, TI], le critère ainsi construit n'est pas 
uniformément le plus puissant. Il n’assure la plus petite erreur de 
seconde espèce qu’au point À = A1. La fonction de puissance pour un 
tel critère est donnée par la formule 


r A(&, ke) 


W()=Y | Pn(sld, À)dr-P{d(t*)—=d|A}. (4.3.29) 


d=i(N-a)T 


De même que dans le cas du plan [W, B, T|], on peut, sans modifier 
la fonction de puissance, réaliser les essais suivant un programme 
réduit, en les arrêtant à un instant tel que, quel que soit le déroule- 
ment ultérieur des essais, le signe de l'inégalité (4.3.28) ou de l'iné- 
galite inverse ne puisse être modifie. 

Plan du type [W, B, (r, HS:)]. Pour les plans du type [W, B, 
(r, HS5o)] l'instant de l'arrêt £* coïncide soit avec l'instant #,, 
soit avec l'instant, où pour la première fois la valeur du temps glo- 
bal de fonctionnement devient égale à un nombre donné So. Un cas 
particulier des plans de ce genre est le plan [W, B, (N, HS:)l, 
correspondant à la valeur r — N. Quand on utilise le plan [W, B, 
(N. HS:)], l'instant f* de l'arrêt des essais coïncide soit avec l'ins- 
tant fx de la panne du dernier des W éléments soumis à l'essai, soit 
avec l'instant, où pour la première fois la valeur du temps global 
de fonctionnement atteint le niveau donné S,. Nous avons montré au 
$ 3.3 du chapitre précédent que si l’on prend en qualité de paramètre 
temporel la valeur du temps global de fonctionnement, alors les 
« instants » des pannes, rapportés dans un tel « temps » et égaux 
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à S;: — Sg(t;)}, forment un flux de pannes de Poisson (l'intensité 
À. Nous supposons comme partout au $ 4.3 que la probabilité du fonc- 
tionnement sans défaillance de chaque élément soumis à l’essai 
est égale à e”àt. Ainsi, le plan [W. B, (r, HS:)] est équivalent au 
plan [W. V, (r, T)], où l'on doit considérer en qualité de paramètre 
temporel la valeur du temps global de fonctionnement et respecti- 


S e- e e «= 
vement 7 = + . Nous obtenons ainsi, en reformulant le critère corres- 
pi 


pondant au plan [W, V. (r. T)], un critère de la classe des critères 
non randomisés avec un seuil de signification non supérieur à & pour 
vérifier les hypothèses 7, = {À < Ào} et Hi = {À > A0}. Ce critère 
est donné par le système suivant de règles. 

Si Sa = Met 0) << Sy, nous poursuivons les essais jusqu’à 

0 

l'instant {* — min ({,, to), où to se trouve de la condition que la 
valeur du temps global de fonctionnement S » (to) = So. Dans ce cas, 
si i*—1t,et Sp(t;) < Sa, l'hypothèse H5 = {A LA} est rejetée. 
Dans les cas où 1* = 45, l'hypothèse H5 — {À < Ào} est acceptée. 


ns > So. Dans ce cas il faut 


trouver le plus petit entier c, (c < r) tel que ÀoSo = A3-e (c). L'hy- 
pothèse Ho = {A < ho} est acceptée quand f, > to et d (to) < c. 
S'il s'avère que to << {, et d (to) >c ou t, << to, alors l'hypothèse 
Ho = {À L ho} est rejetée. 

La fonction de puissance de ce critère est donnée par la relation 


7. [he | , >) 


1— Le (So), So < ET. 


I1 peut arriver que Sc 


W (à) = (4.3.30) 


Considérons en conclusion les règles de réunion des résultats des 
essais de fiabilité obtenus pour une planification multitype. Il peut 
arriver que nous disposions de données sur les essais de fiabilité, 
réalisés dans diverses organisations suivant divers plans. Un cas 
typique de ce genre est fourni par les essais des éléments ou de sys- 
tèmes coûteux. Le problème se pose de construire un critère avec 
un niveau donné de signification pour distinguer les hypothèses 
Ho = {<< ho} et H;, = {À > À} sur le paramètre déterminant la 
fiabilité de l'élément. Soit X; — {zi} l’espace des résultats des es- 
sais, correspondant à l’utilisation d’un plan du type II; (par Fe 
l'un de ceux que nous avons considérés plus haut), à — 1, ., M; 
P: (æ | À) est la densité de probabilités du résultat x; € X: Le Il est 
naturel de supposer que les résultats des essais (z1, . .., x.) sont des 
variables aléatoires mutuellement indépendantes. Dans cette hypo- 
thèse tout l’ensemble des essais z — (x, . .., x.) peut être considé- 
ré comme une variable aléatoire adoptant des valeurs dans l’espace 
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X = X1 X...X Xm, dont la densité de probabilité est p (x | À) = 


m 
— [[ p; (zi | A). Nous pouvons maintenant utiliser la technique stan- 
i=1 


dard pour dégager les statistiques exhaustives et appliquer le critère 
du rapport de vraisemblance. Nous nous bornerons à l'analyse de 
deux exemples pour illustrer notre affirmation. 

Supposons que dans l'établissement « i» on a soumis à l'essai 
Ni éléments, i — 1, ..., m. Les essais ont été réalisés d'après le 
plan {W, V, T;]l. On demande de construire un critère avec un seuil 
de signification non supérieur à & distinguant les hypothèses Ho — 
= À Lo} et Hi ={À >}. Nous obtenons de la formule (4.3.3) 
que la densité de probabilité p (x | À) de réunion de tous les résul- 
tats des essais est de la forme 


mn LL 


Len 
ST 2 NT 


m à 
ptzlh= I] MPa 6e 4 (4.3.31) 
i—=1 


Il découle de la formule (4.3.31) que D = 2 d; (T;) est une statisti- 


= 
que exhaustive. Comme par hypothèse les d; (T;) sont des variables 
aléatoires mutuellement indépendantes, suivant une distribution de 
Poisson de paramètres AN,T;, alors D suit également une distribu- 


mn 


tion de Poisson de paramètre A — DANIT:. Conformément à 


(4.3.6) l'ensemble des domaines critiques est de la forme (D = &), 
k = 0, 1, 2, ... On choisit en qualité de k le plus petit nombre 
entier c, pour lequel 


m1 


P{D>c (ko) =1—L(X ANT) La. (4.3.32) 


Utilisant les notations (4.3.8) on peut écrire (4.3.32) sous la 
forme de l'inégalité 


> hoViT i < Ay-ac. (4.3.33) 


Le critère est ainsi décrit par le système suivant de règles. L'hypo- 
thèse H5 — {À < À} est rejetée, quand le nombre global de pannes 
D que l'on a observé dans tous les m établissements est supérieur 
au nombre c trouvé de la condition (4.3.33). Si, par contre, D = c, 
l'hypothèse 1, = {À < À} est acceptée. Ce critère est uniformé- 
ment le plus puissant dans la classe des critères non randomisés de 
seuil de signification non supérieur à «@. 

En qualité de dernier exemple considérons le cas de deux séries 
d'essais. Dans la première série on utilisait le plan [N,,B,r;] 
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dans la seconde le plan [W:, B, T2]. La densité conjointe de proba- 
bilité des deux résultats des essais est de la forme 


( 2 
p (& |A) = (Wire (Wabaacre) Hé TO x 67 MS (HSE TE (4.3.34) 


Où (Nm =N(N—1)...(N—m+1). 

I1 découle de la formule (4.3.34) que pour À — À la statistique 
exhaustive sera le couple (d (T2), S& (4,1) + SE (T2)), où d (T2) 
est le nombre de pannes dans la seconde série d'essais et S$? (T2) 
la valeur du temps global de fonctionnement à l’instant ? dans la 


i-ième série d'essais. Prenant le logarithme du rapport de vraisem- 
blance AS , Où À >> A0, nous obtenons que le domaine critique 
0 


est de la forme 
(in FE) de (Ta) — (do) LS (47) + SP (T1 > Ka. (4-3.35) 


La valeur À, est trouvée de la condition que pour À — À, la proba- 
bilité qu'a l'inégalité (4.3.35) d’être vérifiée doit être égale à «. 
Le critère construit consiste en ce que l’hypothèse Ho = {À <o} 
est rejetée, quand l'inégalité (4.3.35) est vérifiée, et acceptée, quand 
l'inégalité inverse de (4.3.35) est vérifiée. Ce critère donne une valeur 
minimale pour l'erreur de seconde espèce pour À = À,. Toutefois 
il n'est pas uniformément le plus puissant. 


$ 4.4. Critère progressif pour vérifier l'hypothèse 
sur la valeur du paramètre À de la distribution exponentielle * 


Dans les paragraphes précédents nous avons considéré des critè- 
res correspondant au cas, où les essais étaient effectués d’après des 
plans concrets des types B et V. Une autre approche pour la construc- 
tion des critères, basée sur la notion de fonction de risque, est éga- 
lement possible. Malheureusement, dans la plupart des cas les crite- 
res construits ne présentent qu’une valeur pratique très relative. 
La cause en est que la construction de la fonction de risque exige la 
donnée des valeurs numériques des probabilités a priori et de la 
valeur des pertes qu’entraîne une décision erronée. La forme du critère 
dépend notablement de ces paramètres dont les valeurs ne peuvent 
être estimées qu'avec un degré élevé d'incertitude. Bien que la sub- 
jectivité du choix des paramètres influe notablement sur la forme du 


* Le matériel exposé dans ce paragraphe s’écarte eau peu du cadre 
de ce livre. Nous omettons les détails des démonstrations, de sorte que notre 
exposé présente un caractère heuristique. Dans un autre ouvrage que nous avons 
projeté pour compléter celui-ci, nous donnerons un exposé systématique des 


applications de la théorie des processus aléatoires dirigés aux problèmes de la 
théorie de la fiabilité. 
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critère obtenu et abaisse sa valeur pratique, la description de la 
classe des critères optimaux est utile à de nombreux égards. En cer- 
tains cas les critères ainsi obtenus possèdent des propriétés très pré- 
cieuses. L'un des aspects les plus attirants de cette théorie est le 
critère progressif du rapport de vraisemblance de Wald [2], [3]. 
Dans le présent paragraphe nous exposerons ce critère sur l'exemple 
de la vérification de l'hypothèse sur la valeur de l'intensité du flux 
de Poisson. 

Considérons le problème de la construction du critère de vérifi- 
cation de deux hypothèses simples sur la valeur du paramètre À 
du flux de pannes. Supposons que l’on ait soumis à l'essai MN élé- 
ments, pour lesquels la probabilité de fonctionnement sans défail- 
lance de chaque élément au cours du temps t est égale à R (ft) = ex. 
L'hypothèse initiale A, consiste en ce que À = À, et l'hypothèse 
concurrente H, = {À = À}, À >> o. Si les essais sont conduits 
avec remplacement des éléments tombés en panne (plans du type Ÿ), 
alors le flux aléatoire des instants des pannes est poissonien d’inten- 
sité égale à VA, (cf. $ 3.2), quand l'hypothèse FH; est vraie. Si le 
remplacement des éléments tombés en panne n’est pas effectué (plans 
du type B), alors l'intensité des pannes varie (cf. $ 3.2). Supposons 
que deux nombres soient donnés avant les essais: 6, la probabilité 
pour que l’hypothèse 7, soit vraie et 6, la probabilité pour que l’hy- 
pothèse H, soit vraie; 00 + 6, = 1. Ces probabilités sont dites 
probabilités a priori. Par critère nous entendrons une règle d'après 
laquelle on détermine l'instant de l'arrêt des essais et où l’on accepte 
l'une des hypothèses H;. Supposons que la probabilité d'adopter 
à tort l'hypothèse J;, quand c'est l'hypothèse , qui est vraie, est 
égale à &;. Désignons par W; la valeur de la perte subie du fait que 
nous acceptons l'hypothèse A ;, alors que c'est À,-_; qui est vraie. 
Convenons de désigner par n! la réalisation du flux aléatoire de pan- 
nes dans l'intervalle de 0 à £. Si #4, . . ., tac, sont les instants des 
pannes, alors n! = (4, . .., fact), t). Pour la commodité des nota- 
tions nous noterons chaque critère et la caractéristique qui lui cor- 
respond par une même lettre ô. Par exemple, l'instant {* de l'arrêt 
des essais correspondant au critère Ô sera désigné par {3. Comme nous 
l'avons déjà montré plus haut, la densité de probabilité de la réali- 
sation n‘ est donnée par la formule 


pen là) = (WA)A e7 Sy (4.4.1) 

pour les plans du type V et 
pe (ni A) = (NW), A0 e7 Sel) (4.4.2 
) ) ) 


pour les plans du type B. Ici S;(4) et SA(£) sont les valeurs des 


temps globaux de fonctionnement 2 


Sy()=Nt, Sp(t)=IN—d(t}t+ D ti. (4.4.3) 
1—À1 
où {; << t sont les instants des pannes. 
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La conduite des essais entraîne des dépenses déterminées. C’est 
pourquoi nous supposerons que dans l'intervalle de temps ({, { — 
+ At) les dépenses sont égales à c(n') Af. Ainsi, les dépenses au 
ni des essais jusqu'à l'instant de l'arrêt des essais sont égales 


à | c(n‘) ds. Il est souvent rationnel d'estimer que c(n') = c, 


N 0. Toutefois, quand on utilise des plans du type PB, il peut se 
produire des cas, où c (n‘) = cIN — d(t)l. Les dépenses moyennes 
T (80: Ô), liées à l'utilisation du critère Ô, se composent des pertes 
moyennes dues aux décisions erronées et des dépenses liées à la réa- 
lisation des essais. Ecrivant en détail nous obenons 


r (80, 6) = 8040 Wo + 01% W 1 +- 


t 


+ 6oMo [ Î c(n') dé | + 6,M, [ [e (n') ds | : (4.4.4) 


M; singnifie que l'espérance mathématique correspond à l'hypothèse 
H;. Notre problème consiste maintenant à construire un critère 6 
pour lequel avec des valeurs données des probalilités a priori 06,;, 
des valeurs des pertes W; et du coût c (n'), la valeur de la fonction de 
risque est minimale. Le critère minimisant la fonction de risque est 
appelé bayesien. 

Plan du type V. Supposons que c (n') = c >0. Nous obtenons 
de (4.4.4) 


r (00: Ô) = 80 [too -- CMote] + [1 — 00] (&W'i cMite]. (4.4.5) 


Utilisant (4.4.5), on peut aisément obtenir que pour les valeurs 
Oo = A8 +(1—2)08%, où 0OLA<1, 0 LB) LI, on a la relation 


r (AO + (1—à)01%, 6) — cr (8, 8)+(1—2)r (06, 6). (4.4.6) 


Nous utiliserons plus loin l'égalité (4.4. 6). Soit 6; la probabilité 
a posteriori qu'a l'hypothèse H, d’être vraie, si l’on observe la réa- 
lisation n‘ du flux de pannes. Nous avons d'après la formule de Bayes 


t Oipe (‘| À:) 4.7 
de Bope (n! 1 0) + Oipe (nt #1) F7 


Nous ne considérerons que les critères qui sont des cas limites des 
critères du type discret. V. Mikhalévitch [12] a appelé réguliers de 
tels critères. Les critères du type discret sont caractérisés par le 
fait que pour eux la décision d'arrêter ou de poursuivre les essais 
n'est prise qu'aux instants multiples de At. Le cas du temps continu 
s'obtient par un passage à la limite, quand At |! 0. Le flux aléatoire 
de pannes n' est poissonien, de sorte que le nombre de pannes se 
produisant dans l'intervalle (£4, t + Af) ne dépend pas du fait à 
quels instants et en quelle quantité on observe les pannes dans l'in- 
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tervalle (0, t). Il en découle que le nombre de pannes d (s) se produi- 
sant au cours du temps s, 0 < s < £, est une réalisation d’un proces- 
sus de Markov à accroissements indépendants. Il découle de la théo- 
rie générale des processus dirigés (cf. [3], [13]) que la règle (critère) 
optimale de décision minimisant la fonction de risque (4.4.5) ne dépend 
que des valeurs de la probabilité a posteriori 6. Les valeurs de 6! 
données par la formule 
(4.4.7) constituent un pro- 
cessus de Markov. Cela dé- 
coule du fait que .la proba- 
bilité 0! peut être exprimée 
d’une manière univoque 
par le rapport de vraisem- 
blance p: (n'| M)/pr (n° | A0). 
Nous verrons plus bas que 
le rapport de vraisem- 
blance ou, ce qui revient 
au même, son logarithme 
est un processus de Markov. 

Comme à chaque instant 
de temps t{ on adopte l’une 
des deux décisions possi- 
bles sur l'arrêt des essais 
et l'acceptation de l’une des hypothèses Æ;, ou la poursuite 
des essais, il est utile de considérer deux fonctions de risque 
liées à ces décisions. Soit Parr (0) le risque minimal associé 
à la décision de l'arrêt des essais à l'instant ?, quand la valeur de 
la probabilité a posteriori est égale à 6f, 0 — 1 — 6f. Si l’on 
considère que l'hypothèse 7, est vraie, cette décision est alors 
erronée avec, une probabilite 0! ct la valeur moyenne des pertes 


est égale à BW. 

Sur la figure 4 44ona porté sur l’axe des abscisses les valeurs de 
0f et sur l’axe des ordonnées les valeurs des pertes. La perte mini- 
male dans les conditions de l'arrêt du processus à l'instant #, est don- 
née comme on peut le voir sur la figure 4.4.1 par la formule 


W 
66W0 OIL 
Wo+W 
Parr (8!) = Sn (4.4.8) 
0tW,, 61> 7 Ta: 
Ainsi, pour que la perte . minimale à ri de l'arrêt £, il 


accepter l'hypothèse Æ7, et pour les 


Fig. 4.4.1 


faut pour les valeurs 6, < ;; 7 


valeurs 6! > Tr, accepter l'hypothèse H:. 


Soit G la classe des critères pour lesquels avec une probabilité 
unité (presque sûrement) on adopte la décision de poursuivre les essais 


18—0217 
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quand l'instant f est atteint. Introduisons la notion de risque mini- 
mal de la poursuite optimale des essais Ppours (0!), en le définissant 
par la formule (cf. [1]) 


Ppours (0) — infr(8;, 6). (4.4.9) 
ÔEG 


Pour le critère optimal minimisant le risque (4.4.5) il est possible 
de prendre aussi bien la décision d’arrêter que celle de poursuivre 
les essais. C'est pourquoi la valeur du risque minimal est 


p (84) = min [Parr (85); Ppours (B4)]- (4.4.10) 


Si l'on connaissait la valeur Ppours (0!), alors, en tenant compte de 
(4.4.10), le critère optimal pourrait être décrit par le système suivant 
de règles. Supposons qu’à l'instant # la valeur de la probabilité 
a posteriori soit égale à 0! On-doit calculer les valeurs Parr (0!) 
et Ppours (0!). S'il s'avère que Parr (0!)  Ppours (05), il faut pren- 
dre la décision d'arrêter les essais. Si, par contre, Parr (0!) > 
> Ppours Ga, il faut poursuivre les essais. Si à l'instant ts de l'ar- 


rêt Of FT , on accepte l'hypothèse 7, ; dans le cas contraire on 


accepte l'hypothèse 5. 

Notons que l'équation (4.4.10) est une équation typique de la 
programmation dynamique [14]. 

Nous ne connaissons pas la valeur P,ours (85) et il n’est pas faci- 
le de la trouver. Efforçons-nous de contourner cette difficulté. 
1 découle de l'équation (4.4.6) que 


inf r (A0E 1 + (1—X)012, 6)> 
ÔEG 

> infr (8441), 6)+(1—A)infr (842), 6). (4.411) 
ÔEG ÔEG 


Utilisant la notation (4.4.9) on peut écrire (4.4.11) sous la forme 


Ppours (A84(1) + (4 — À) 842) > 
> MPpours (841) -+ (1 — À) Ppours (04/22). (4.4.12) 


I1 découle de (4.4.12) que Ppours (0) est une fonction convexe de 6. 
Comme chaque fonction convexe bornée supérieurement est continue, 
il découle de l'inégalité évidente Ppours (0) Z 0 la continuité de 
Ppours (6). 

d La forme approximative du graphique Ppours (0) est montrée 
sur la figure 4.4.1. Supposons qu'il existe un intervalle (6°, 6”) 
tel que de 6 € (6°, 6”) il découle que Ppours (8) << Parr (0); alors 
dans ce cas il faut poursuivre les essais tant que 6! € (6”, 8"). Les 
essais sont arrêtés à l'instant #4, où pour la première fois la valeur 


Of sort des limites de l'intervalle (0’, 0"). Si 6/6 & 6’, alors on 
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accepte l'hypothèse F,. Si, par contre, gfs > 0”, alors on accepte 
l'hypothèse H.. 

Le calcul des valeurs 6{ d'après la formule (4.4.7) est malaisé. 
C'est pourquoi nous effectuerons quelques transformations. Nous 
obtenons de la formule (4.4.7) que 

_ M7! pe (fl) 7 7-1 09 — 8680 
T (= [in Ro | In Erres (n£] À) =[in A ]n se] (4.4.13) 
La formule (4.4.13) donne une application biunivoque faisant corres- 
pondre aux points 6! € (0, 1) les points zx (t) € (—o, +oo). L’iné- 
galité 61 << 62 0;:€ (0,1) se transforme alors en inégalité ze << x1, 
où zx; est l’image du point 6;. Utilisant les formules (4.4.1) et (4.4.3) 
nous obtenons que le premier membre de (4.4.13) est de la forme 


z(t)=d(t)—ct, (4.414) 


où 


Soit zo l’image de 0” et x; l’image de 6” lors de l’utilisation de la 
transformation (4.4.13), quand 6€ (6°, 6”). Le critère optimal 
minimisant le risque (4.4.5) consiste alors en ce qu’il faut enregis- 
trer le nombre de pannes d (t) se produisant jusqu’à l’instant # inclu- 
sivement, puis d’après la formule (4.4.14) trouver la valeur z (+). 
Les essais sont arrêtés à 

l'instant fs, quand pour la Z(t) 

première fois la valeur z (+) 
sort des limites de l’inter- 
valle (zo, x). Si zx (ts) Lto, 
il faut accepter l’hypothèse 
H,; si, par contre, x (4)> 
>, il faut accepter l’hy- 
pothèse AH. 

Une telle interprétation 
du critère optimal est une 
conséquence de la monoto- Fig. 4.42 
nité de l'application, don- 
née par la formule (4.4.13). 

Du fait de la monotonité, les événements 0° << 8f < 60”, 6 < 67, 
6: > 0” sont équivalents aux événements zo << x (t) < mx, x (1) > 
> mn, z(t) Lzro. La forme approximative de la trajectoire x (4) 
est montrée sur la figure 4.4.2. Les valeurs des points limites x 
et x, sont trouvées de la condition que les valeurs des erreurs de 
première et de seconde espèces soient respectivement égales à &o 
et &. L'erreur de première espèce est égale à la probabilité pour 
que l'intersection avec le niveau z; ait lieu avant celle avec le 


18* 


Accepter H, 


Accepter H, 
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niveau zo, quand À = À. L'erreur de seconde espèce est égale à la 
probabilité de l'intersection du niveau zoavant le niveau z,, quand 
À = À. Nous notons alors que le caractère optimal du critère n'est 
influencé ni par les valeurs des pertes W;, ni par les valeurs des 
probabilités a priori 04 Par conséquent, si 6* est un critère 
différant du critère optimal, a ses erreurs de première et seconde 
espèces, les mêmes que celles du critère optimal, alors 


r (80, 6) LT (Bo, Ô*). (4.415) 


Soit W5=—1—W, W,—W ; ‘alors pour tout 6€(0,1) nous obte- 
nons de (4.4.5) et (4.4.15) 


6Mots + (1 — 6) Mits L0oMhte + (1 — 6) Mit. (4.4.16) 
Nous obtenons de l'inégalité (4.4.16) que 
Mots << Motos, Mio <'Mitose (4.4.17) 


Ce résultat peut être interprété de la manière suivante. 

Propriété du critère optimal. Le critère optimal, distinguant deux 
hypothèses simples H, —[À=A0] et H;—[À — À] avec des erreurs 
données de première espèce «, et de seconde «,;, exige en moyenne 
une durée moindre de conduite des essais que tout autre critère avec les 
mêmes erreurs de première et de seconde espèces. 

I] ne faut pas oublier que la durée moyenne minimale des essais 
ne correspond qu'aux valeurs À = À et À = À. Il existe d’autres 
critères qui exigent une durée moindre de conduite des essais pour 
certaines valeurs À =£ À,, i — 0, 1. 

Considérons maintenant les questions liées au calcul des valeurs 
zo et x, telles que les erreurs de première et de seconde espèces sont 
égales à &o et &,. Soit u; l'espérance mathématique conditionnelle du 
rapport de vraisemblance à l'instant, où l'on atteint le niveau x;, 
i = 0, 1, quand l'hypothèse AJ, est vraie. D'après la formule des 
espérances mathématiques conditionnelles on a 


M [ED | P{X1—=1[À =) (4.4.18) 

ui—=M, Xi |: i— = Ag}: «4. 
pe (n © | A0) 

où Y; sont des variables aléatoires données par les formules 


1, (ts) = To; 0, z(ts) = zo, 
= { 0, z(ts)>z1 = | 1, z(ts)>z4. (4.4.19) 


{ 

Remarquant que M, je D à, | MX =P{;—1|A=A) et 
Pr (n © | Ac) 

tenant compte des relations évidentes 


P{y;—1lA—=A)=1—0a, P{li—1lA—do)=@, (4.4.20) 
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nous trouvons de (4.4.18), (4.4.19) et (4.4.20) que 


D ms. ue ai. 
M=png Hs (4.4.21) 
Dans les conditions, où l’on décide que l'hypothèse H; est vraie 
à l'instant d'arrêt des essais 


t 
nt D] Pts (n 1.) ALES [u(ts)] 
t SE S= 
Pt, (n ° ] o) 


où y (te) = [in n | x (ts); sup et inf sont étendus à toutes les valeurs 
? 


, (4.4.22) 


x (ts) à de tels instants d'arrêt des essais, auxquels correspond 
l'acceptation de l'hypothèse H,. Les grandeurs figurant aux premier 
et second membres des inégalités (4.4.22) ne sont plus des variables 
aléatoires. Utilisant ces inégalités dans la formule (4.4.18) et tenant 
compte de (4.4.21), nous obtenons les inégalités 


inf y(ta) sup (fs) 

er et, (4.4.23) 
{af y(ta) _ sup y({s) 

ei=1 << <e ii ©, (4.4.24) 


Si à l'instant {4 on accepte l'hypothèse J,, alors z(ts)=2%o, de 
sorte que les inégalités (4.4.23) sont équivalentes à l'égalité 


CRT TS (4.4.25) 
Nous trouvons de l'équation (4.4.25) la valeur du niveau d’accep- 
tation de l'hypothèse A, 


= In: In SL. (4.4.26) 
A l'instant 1< ty zx (2) < zx, par conséquent, à l'instant { = 1#, 
Z (to) < x, + 1, puisqu'avec une probabilité unité (presque süûre- 
ment) les pannes, dans l'hypothèse du caractère exponentiel de la 
probabilité de fonctionnement sans défaillance, ne peuvent se pro- 
duire simultanément. Tenant compte de cela, noustrouvons de (4.4.24) 


GER (EU arr 


Résolvant les inégalités (4.4.24) par rapport à zx, nous obtenons les 
estimations inférieures et supérieures du niveau zx, d'acceptation 
de l'hypothèse H,—[1=À;]: 


(in + (- 


M) <r<im( =). (44.28 
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Si e >, alors on peut prendre en qualité de zx, la valeur 
0 


In (=) . Notons que dans ce cas on obtient un critère auquel 
0 


sont associées des erreurs de première et de seconde espèces infé- 
rieures à &o et &,. Dans ce cas toutefois la durée des essais est en 
moyenne quelque peu accrue. La valeur du niveau zx, ne peut être 
obtenue explicitement. Toutefois, en utilisant la technique des 
équations différentielles et aux différences finies, on peut obtenir 
des équations transcendantes, dont la solution est z:. 

Nous exposerons maintenant les résultats de [11]; cf. égale- 
ment [15]. 

Le processus aléatoire x (t) donné par la formule (4.4.14) est mar- 
kovien. C’est une conséquence simple du fait suivant lequel les 
pannes, qui peuvent se produire par la suite, ne dépendent pas du 
déroulement du processus zx (t) dans le passé. A l'instant £ = 0, 
x (0) = 0, toutefois nous considérerons d'abord le cas plus général, 
quand x (0) — x. Soit P; (x) la probabilité d’accepter l'hypothèse 
H, = {À = À}, quand la valeur du paramètre est égale à À, x (0) — 
— x. En d’autres termes, la probabilité P; (x) est égale à la pro- 
babilité pour que le processus coupe le niveau zx, avant le niveau zx. 
La probabilité de l'erreur de première espèce est &œo = Pi, (0), et la 
probabilité de l'erreur de seconde espèce est &, — 1 — P;, (0). 


Les conditions aux limites sont de la forme 
0, TL To: 


Pa (e)= | 1, CT > Ti: 


Tenant compte des variations éventuelles des valeurs du processus 
x (t) au cours du temps (0, At), nous avons pour les valeurs z telles 
que Zo << zx << x, d'après la formule des probabilités totales, 


P;(z)=(1— NX At) Pi (x —c At) + 

+ NA At Pi(x+1—cAt)+o (At). (4.4.30) 
Nous obtenons de l'équation (4.4.30), où | o (At) | < À* (At), 
0 < At< NA”! que P; (x) est une fonction continue de x dans l'in- 


tervalle (xo, x). Au point x = x, cette fonction admet une disconti- 
nuité, étant donné que d’après (4.4.29) P; (x;) = 1 et 


(4.4.29) 


X1 — X0 


Pa(x;—e)<1—P {a (2) —— 0} il = 
Tenant compte de cela et écrivant l'équation (4.4.30) sous 
la forme 


P;(r)—P;(r—cAt) _ 
At E 


— NP; (x —c At) + 
+ NAP;,(z+1—cAt)+o(1), (4.4.31) 
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nous obtenons que P; (x) est dérivable dans l'intervalle (xo, x:), 
à l'exception d'un seul point x = zx; — 1 dans le cas, où zo << x — 1 
Nous obtenons de (4.4.31) en passant à la limite quand A t—+0 une 
équation différentielle et aux différences finies 


AE L NAP; (x) = NAP(x +1), (4.4.32) 


OÙ Lo LT, zx — 1. La solution de (4.4.32) est détermi- 
née par intégration par tranches. L'’unicité est assurée par la véri- 
fication des conditions: 

I]. P; (x) est continue pour les valeurs z< z;; 

IT. P; (zo) — 0; 

III. P1 (x) = 1,z > zx. 

Soit n (x) un nombre entier tel que 


Ti—z—1<Ln(r) Lr—r. 


On peut s'assurer par vérification directe que la solution de 
l'équation (4.4.32), vérifiant la condition rapportée plus haut 
(4.4.1), est la fonction 


NA NÀ . 


n(x) 

-(——}x —1)À NX -—"}k 

P;(x) = 1+-ce Ce D C2 (az 4) ee € | : 
k=0 


(4.4.33) 


Utilisant la condition II nous obtenons l'expression de la cons- 
tante c: 


N 


À n(xo) NA 
= { D A Ltmi—ro— 9 e |" &.4.34) 
k=—0 


Ainsi, compte tenu de (4.4.33) et (4.4.34), Pi(x) — 


NàÀ : 
— & {Los Ti, mn. ZT], ou 


ND. 
(ro — X) _ 


NA 
£ (zo Lis et z) =1 — € 
n(x 


va 
48 NA 
2-7 Le-:-0 — € | ” 
 _  — (4.4.35) 
n(xo) __NA 
D lan nee T 
—=0 


La valeur de x, nous est inconnue; se rappelant la relation entre 
P;, (0) et les erreurs de première et de seconde espèces nous obtenons 


deux équations transcendantes, dont chacune peut être utilisée 
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pour trouver x: 


AE 4.4.36 
£ (20; Li LAS 0)=1—c4. ( 4. ) 


i No M\ fl M 
Il est utile de noter que —< = N (h}) (1) LE —= 


= N In pi (1 — F 1, d’où il découle que la solution x, des équations 


(4.4.36) dépend de À, À; uniquement par leur rapport Le 


Si la valeur du paramètre À = À4, à = O0, 1, alors la probabilité 
L (À) d'accepter l'hypothèse Æ,, probabilité appelée caractéristique 
opérationnelle, est donnée par la formule 


L(A)=1—P(0)=1—8 (xs rs =, 0). (4.437) 


Une autre caractéristique utile du critère optimal est le temps moyen 
T; de la durée des essais, quand la valeur du paramètre est À. Nous 
avons montré que pour le critère optimal, pour des valeurs identiques 
des erreurs de première et de seconde espèces, le temps moyen J'; de 
la conduite des essais n'est pas supérieur à la valeur pour tout autre 
critère pour les valeurs À = À, et À = À,. Si l’on désigne par T (x) 
le temps moyen de la réalisation des essais sous la condition que 
z (0) = x, on peut établir d’une façon analogue une équation diffé- 
rentielle et aux différences finies que vérifie T1 (x). Cette équation 
est de la forme 


ca) dT 1 


LNATa(2)=1+NATa(z +1). (4.4.38) 


La solution de réunies js : 38) est donnée par la formule 


Li À = 
Ti (a)= OT #5 OT Len x 0 x 
, NA 7 k 1 (xi-x-1) 
NT Je ” 
n(x)-1 NA k 
x Sec Re Lémi—z—k—1)22 7). (44.39) 


k=0 j= 
Nous trouvons la constante c’ de la condition T1 (zo) = 0. La carac- 
téristique 71 que nous avons introduite plus haut, égale au temps 
moyen de la durée des essais, peut aisément être exprimée en fonc- 
tion de T; (x): 


Ti=T(0). (4.4.40) 
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Dans l'ouvrage [15] sont rapportées les tables de la fonction 
£ (x a, 0) pour diverses valeurs de n On y cite égale- 


ment les valeurs de la fonction À (zo, Li; 1) . La durée moyenne 
des essais est 


Ti= 5h (ze zh, Fe) (4.4.41) 


>| 


Plan du type B. Pour le cas des plans du type B les statistiques 
exhaustives sont le nombre de pannes d (t) se produisant avant l'ins- 
tant t et la valeur du temps global de fonctionnement S, (t), donnée 
par la formule (4.4.3). La probabilité a posteriori 6 qu'a l’hypothè- 
se Ho = [À = Àol d’être vraie est calculée, de même que dans le cas 
des plans du type V, d'après la formule (4.4.7), où ps (n° |A) est 
donnée par la formule (4.4.2). Ainsi, 6{ dépend des valeurs de S, (t) 
et d (t). Notons que 6! n’est pas un processus de Markov, comme cela 
était pour les plans du type V. Si l'on suppose que le coefficient de 
coût des dépenses c (n‘) = c (NW — d (t)), alors en vertu de la formule 
(4.4.4) la valeur moyenne du risque pour le critère Ô est égale à 


1 
r (Go, 8)= À Gi laWi+ MIS 5 (to). a @az) 


{ 
Nous avons ici utilisé la relation S (€) = { [N — d(s)] ds. Le 


problème central est la recherche du critère optitral pour lequel la 
valeur de la fonction de risque admet un minimum. A l'heure actuel- 
le nous ne pouvons pas donner une solution complète de ce problème, 
mais seulement indiquer les voies de sa résolution. Comme aupara- 
vant, il faut adopter à chaque instant # l’une des deux décisions: 
soit arrêter les essais, soit les poursuivre. Pour prendre la décision 
optimale on doit connaître de toutes les données obtenues seulement. 
la valeur de S, (t) et d (t). Introduisons deux fonctions de risque: 
Parr (S, d), le risque minimal lié à l'arrêt des essais, et Phours (S, d), 
le risque minimal lié à la poursuite des essais, où S = S, (t), d = 
— d(t). L'espace de phase des valeurs du processus de Markov 
S(t), d(t) se compose des points (x, y) des rayons du plan, où 
z>0,y = 0, 1,..., N.Sila valeur dest fixée et si S, (t) parcourt 
les valeurs de 0 à +, alors la valeur de la probabilité a posteriori 
8! croît de la valeur —% — — jusqu'à l'unité. Le risque minimal 
1 
00+-01+ (5) 


lié à l'arrêt des essais est 


Pure (S, d) = min [8W,, 6W;] . (4.4.43) 
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Soit G la classe des critères Ô pour lesquels on adopte la décision 
de poursuivre les essais quand les valeurs S,(t)—3S et d(t)=d 
sont atteintes ; on a alors 


Ppours (S, d) = inf r (0! (S, d), d). (4.4.44) 
dG 
Si les valeurs de ces risques sont connues, le risque minimal 
p(S, d) vérifie dans le cas général l'équation 
p(S, d)=min{p,,.(S, d), Ppours(S, d)]. (4.4.45) 


La structure du critère optimal est décrite par le système suivant de 
règles. Si jusqu'à l'instant { d'apparition de d pannes on prenait 


ge Wo 


P, (S, à) 


ours 


Zone 


| 
| de poursuite ! 
| des essais | 
d oc? ; S7 S 

d d ; | 

Zone d'acceptation re d'acceptation 

de l'hypothèse Hs de L'hypothèse Ho 

Fig. 4.4.3 


la décision de poursuivre les essais, par contre, aux instants { > à 
on ne décide de poursuivre les essais que dans le cas, où 
Ppours (S 8 (t), d) << Parr (Sp (4), d). La décision de l'arrêt des 
essais est prise à l'instant 4, dès que Ppours (S 8 (ta), d) > 
> Parr(S p (ét), d), ou à l'instant ft, {43 << t< ti, si pour la pre- 
mière fois à cet instant Pours (S 8 (t): d) > Parr (S 8 (4), d). De 
cette manière, tous les points du rayon (S, d), S > 0 sont divisés 
en trois zones (fig. 4.4.3). Pour les valeurs S << S on arrête les essais 
et on accepte l'hypothèse A,, pour les valeurs S, Si < S < Si 
on poursuit les essais et, enfin, pour les valeurs S >> S3 les essais 
sont également arrêtés et l’on accepte l'hypothèse À. Ayant calculé 
d’après les valeurs &;, W;, c, 6; les fonctions de risque pa,.(S, d) 
et Pours (S, d), on peut trouver pour les valeurs d = 0, 1, ... 

., N — 1 les couples de points critiques S%, S”. Notons qu'à 
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l'instant ti, de la panne du dernier élément on doit arrêter les 
essais. Ainsi Sy = Sx — SN, autrement dit, le point critique est 
unique. On trouve $}; de l'équation 


B(Sp(tn), N)Wo=60 (Set), N)W:, (4.4.46) 


qui découle des règles déterminant le critère et de l'équation (4.4.43). 
Sur la figure 4.4.4 on a signalé les intervalles (S%, Sä) par des 
traits gras. Tant que la trajectoire (S, (£), d (t)) passe par les points 
des intervalles (S%, Sa), les essais 
doivent être poursuivis. Si la 
trajectoire coupe la frontière à 
droite, on décide d'arrêter les 
essais et on accepte l'hypothèse 
H,; si la trajectoire coupe la 
frontière à gauche, on arrête les 
essais et on accepte l'hypothèse 
H,. On peut obtenir les valeurs 
Ppours (S, d) comme la solu- | 
tion d'un système d'équations Fig. 4.4.4 
différentielles. Par exemple, en 
considérant les variations de S, d au cours du temps ({, { + At), 
quand d = N — 1, nous obtenons 


Ppours (So — 1) — Ppours (S + At, N— 1) (1 = 
— AN) +XAtPpar(S, N)+o(Af). (4.4.47) 
Nous obtenons de (4.4.47) l'équation différentielle 


dPpours (5, V—1) 
EE ——— — hppours (S, N—1)+ Mar (S, N) = 0. 


D'une manière analogue nous pouvons déduire d’autres équations. 


$ 4.5. Méthodes non paramétriques d'estimation 
de l’homogénéité du matériel statistique 


L'un des problèmes statistiques importants de la théorie de la 
fiabilité consiste à vérifier l’homogénéité du matériel dont dispose 
l’expérimentateur (la qualité de la production, l'absence d'influence 
des dispositifs d'essais sur les résultats des épreuves, la répercution 
de la modification du processus technologique sur la qualité des arti- 
cles, etc.). Dans ce cas il arrive souvent que nous ne nous intéressons 
pas à la distribution des probabilités de l'indice étudié d'homopgé- 
néité ; le problème consiste seulement à vérifier l'hypothèse suivant 
laquelle la distribution reste inchangée. Nous nous bornerons ici à con- 
sidérer seulement la position du problème dans certains cas simples 
pour lesquels on a proposé des solutions satisfaisantes. 
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Considérons tout d’abord un problème classique de statistique 
mathématique : on dispose de deux séries de résultats d'observations 
indépendantes 


Ti, Lo...) Lm 
et 
Yi Yo; es) Un: 


La première série d'observations a été effectuée sur la variable aléa- 
toire ayant la fonction de répartition continue F; (x) et la seconde 
sur la variable aléatoire ayant la fonction de répartition continue 
F2 (x). On demande de vérifier si l’on peut estimer que F, (x) — 
— F2 (x), que les résultats des observations ne contredisent pas cette 
hypothèse ? C’est ainsi que se pose le problème quand on veut savoir 
si l’on peut juger que la production de deux usines est de même 
qualité ? Une position analogue du problème apparaît souvent quand 
on veut étudier l'influence du changement des équipes sur la qualité 
de la production et dans de nombreux autres cas. 

Un grand nombre de méthodes ont été proposées pour résoudre 
ce problème, elles sont basées sur divers principes, dont certains 
seront exposés dans ce paragraphe. 

Critère des signes. Ce critère est d’une application très simple, 
mais il utilise d’une manière très peu économe l'information contenue 
dans les résultats des observations. Il peut toutefois dans de nom- 
breux cas être très utile pour le traitement préliminaire puisqu'il 
n’exige pas de calculs tant soit peu compliqués. Lors de l'applica- 
tion du critère des signes on suppose que F;, (x) = F2 (x). On construit 
les différences 


2 —= Li Vis 2 — TL — Ya. .., Zn = Ln — Yn- 
En vertu de l'indépendance des variables x; et y; chacune de ces 


différences peut prendre avec une probabilité + une valeur positive 


et avec une probabilité + une valeur négative (une fonction de 
distribution continue ne peut prendre la valeur zéro qu'avec une 
probabilité égale à zéro). si l'hypothèse F, (x) — F2: (x) est vraie. 
Nous nous trouvons ainsi dans le cadre du schéma de Bernoulli. 
Si notre hypothèse est vraie, le nombre des différences positives 


° e n . . e e . , 
s'’écartera relativement peu de 3 - Ainsi, un nombre élevé de diffé- 


rences positives, de même qu’un nombre élevé de différences négati- 
ves, témoigne du fait que l'hypothèse avancée est fausse. 

Comme, conformément à la formule de Bernoulli, la probabilité 
pour que le nombre de différences positives observées soit égal à k 
est P, (4) = C1 


3h nous pouvons élaborer la règle suivante: on se 
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donne un seuil de signification & (autrement dit, la probabilité de 
rejeter une hypothèse, quand elle est vraie, est inférieure ou égale 
à a). Nous rejeterons l'hypothèse F; (x) = F2 (x) chaque fois, où 
le nombre de différences positives s’avérera supérieur au nombre r,, 
re étant le plus petit des nombres vérifiant la relation 
r, +1 r +2 n 
GET + CE +... + C7 (5) <a. 

La règle ainsi formulée représente le critère unilatéral de signes. 
Le seuil de signification ne dépasse pas & pour notre choix de r«. 

Il est de même aussi légitime que dans le cas d’un nombre élevé 
de différences positives de rejeter l'hypothèse à vérifier en présence 
d'un nombre élevé de différences négatives (c'est-à-dire quand le 
nombre de différences positives est petit). Si nous adoptons pour le 
nombre de différences négatives la même limite r, que pour les diffé- 
rences positives, nous pouvons formuler le critère bilatéral des signes: 
nous rejetons l'hypothèse F; (x) — F2 (x) chaque fois, où le nombre 
de différences positives s'avère supérieur à r« ou inférieur à n — ra. 
La probabilité de rejeter à tort l'hypothèse F, (x) = F2 (x) ne dépas- 
se pas alors 2&, puisqu'elle est égale à 


CS + Ci +... +0 + 


r, +1 T +2 


HIT HG +... += 


= 2 (CET + CET +... LC) 2e. 


Pour les valeurs de nr comprises entre 5 et 100 on a élaboré des tables 
des limites du domaine critique dans le cas des seuils de significa- 
tion égaux à 1 %, 2 %, 5 % pour le critère bilatéral des signes. 
Ces mêmes tables sont applicables également au critère unilatéral 
des signes, mais pour les valeurs respectives 0,5 %, 1 % et 2, 5 % 
du seuil de signification. Quand »r => 100, on peut appliquer le théo- 
rème intégral de Moivre-Laplace et utiliser l'égalité approchée 


Tr +1 ro +2 n 
[Cr HORS SC 
co rè 
_ NE. = 
=P{b>re) 7 | 6°? d=0, 
2ran 
Vn 


d’où l’on trouve aisément à l’aide de la table de la distribution nor- 
male la valeur de r. pour chaque 7. Par exemple, si nr — 225, il 
convient de prendre pour le critère unilatéral des signes, quand & = 
= 0,005 ; 0,01 ; 0,025, respectivement les valeurs r,; — 131 ; 129 ; 127. 

Pour illustrer l’application du critère des signes citons un exem- 
ple emprunté au livre de I. Dounine-Barkovski et N. Smirnov [28]. 
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Prenons l’exemple rapporté aux pages 268 et 183 d'échantillons de 
20 articles fabriqués par une machine-outil et dans lequel on présente 
les hauteurs des anneaux intérieurs des roulements à billes estampés 
respectivement les 6 et 12 mars 1951. Les résultats sont réunis dans 
la table 4.5.1. On demande si l’on peut estimer que la machine ne 
s'est pas déréglée entre le 6 et le 12 mars. 
On voit de la table 18 de l'annexe que l'hypothèse suivant laquelle 
la hauteur des anneaux n'a pas été modifiée doit être rejetée. La pro- 


babilité pour qu’une hypothèse vraie soit rejetée à tort est inférieure 
à 0,00083. 


Table 4.5.7 
n°S des anneaux dans l’ordre 1 2 3 4 5) 6 7 
de traitement 
Le 6 mars 1 44 32,22 1,9 |a1,88| 1 44 31,17 | 31,68 
Le 12 mars 32,17 | 32,61 | 32,68 | 32,29 | 32,56 | 32,25 | 32,28 


n°5 des anneaux dans l’ordre 
de traitement 


Le 6 mars 1.28 12 32,12 


31,58 | 31,87 


0 31,87| 


Le 12 mars st, 32,46 | 32,48 | 31,70 


32,30 | 31,73 


Signe de la différence -[-|-[-[-|-1- | 


n°S des anneaux dans l'ordre | 15 16 17 18 149 20 
de traitement 

Le G mars ÊTRE 31,73 1,48] 21.881,06 4 | 
Le 12 mars [1,00 32,47 | 32,74 | 32,26 | 32,92 ca | 


Signe de la différence | + | — | — | — | — | _— | 
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Attirons l'attention sur le fait que lors de l'application du cri- 
tère des signes on doit prendre les résultats des observations non 
ordonnés en grandeur. C’est pourquoi si nous observons par exemple 
la durée de vie des articles fabriqués par deux usines et si nous enre- 
gistrons successivement les durées de vie des articles au fur et à mesure 
de leur mise hors service pour le premier lot #,, £, . .., {, et pour 
le second lot Ti, T2, . . ., Th, nous ne pouvons pas appliquer le 
critère des signes à ces deux suites. Un artifice simple permet toute- 
fois d'utiliser le critère des signes dans le cas du plan [W, B, NI. 
A cette fin nous numérotons à l'avance les articles dans un ordre arbi- 
traire avant de les soumettre aux essais, puis nous comparons les 
résultats des essais en écrivant les deux séries des résultats des essais 
dans l'ordre de cette numération. 

Critère de Wilcoxon. Ce critère d’une application simple, bien 
qu’asymptotiquement le plus puissant dans le cas de la distribution 
logistique, fut proposé il y a plus de vingt ans par Wilcoxon pour 
vérifier l'hypothèse suivant laquelle une variable aléatoire est en: 
moyenne plus grande qu'une autre. 

Supposons que les variables aléatoires E et n possèdent des fonc- 
tions de répartition continues F, (x) et F2 (x). Nous dirons que la 
variable aléatoire E est plus petite que la variable aléatoire n si pour 
tous les x on a l'inégalité F,(x) > F, (x). Comme F2 (x) croît plus 
lentement que F;, (x), cela signifie que pour tout x la grandeur n 
a une plus grande probabilité d’être supérieure à x que £. Ce problème 
présente un intérêt particulier pour la théorie de la fiabilité, ainsi 
que pour d’autres domaines pratiques. 

On dispose de deux suites de résultats d’observations indépendan- 
tes 


Lys Los ce. Im 
et 


Us Yas e-., Un: 


On demande si l’on peut estimer que F; (x) = F2 (x) ? 

Mélangeons les deux suites d'observations et disposons-les dans 
l’ordre de croissance. Nous obtenons alors une suite de nombres 
décroissants (en tout m + n). Si notre hypothèse F, (x) = Fo (x) 
est juste, on peut s'attendre à ce que les nombres des deux suites se 
sont bien mélangés. Pour estimer quantitativement le degré de ce 
mélange on calcule dans le critère de Wilcoxon le nombre d’'inversions 
des termes de la première suite par rapport à la seconde. Si dans la 
suite commune ordonnée un certain x est précédé par un y, nous di- 
rons qu'à cette valeur de x correspond une seule inversion. Si un cer- 
tain x est précédé par k valeurs de y, à cette valeur de zx on associe Æ 
inversions. Le nombre total des inversions est égal à la somme des inver- 
sions de tous les z. 
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Conformément au critère unilatéral de Wilcoxon l'hypothèse 
Fi (x) == F2 (x) est rejetée, si le nombre observé d'’inversions U 
dépasse une certaine limite U,. 

Dans le critère bilatéral de Wilcoxon l'hypothèse F, (x) = F, (x) 
est rejetée aussi bien dans le cas, où le nombre d'’inversions dépasse 


la limite U,, que dans le cas, où le nombre d’inversions est inférieur 
à la limite U Un. 

I1 convient maintenant de déterminer ces limites. Evaluons 
d’abord l'espérance mathématique et la variance du nombre d'inver- 
sions. Pour chaque couple d'observations zx; et y; définissons une 
variable aléatoire z;; de la manière suivante: 

{ 4, si Ti > yj, 
0, si Li L FE 


Il est clair que P {x œyi} = P {x <yi} * et que U = Zzy, où 
la sommation est étendue à toutes les valeurs de à et j. Nous en tirons, 


étant donné que Mz;; — = + et que le nombre de tous les termes de la 
somme est égal à mn, 


mn 
MU = T9 * 


. Par des calculs quelque peu compliqués on peut trouver tous 
les moments centraux de la grandeur U. En particulier 


DU = (m+n—1). 


On démontre que quand min(m, n) + oo, on a l'égalité 
limite suivante 


U—MU 


| 
vo <e) 7x . 


Par ailleurs ce théorème donne une bonne approximation pour m + 
+nr>20 et min(m,n) > 3. 


* Si les grandeurs E et n sont indépendantes et possèdent une fonction de 
répartition F (z) continue, alors 


oO x 


P&>n= [if Fu ] aF(2)= +. 


—0 —©@ 
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Si l’on effectue les calculs pour des données présentées dans la 
table 4.5.1, on établira que le nombre d'inversions U est égal à 40. 
En vertu de la relation limite que nous venons de citer on peut écrire 
la suite d'égalités 


U — 200 160 U — 200 
P{U<40)-P {TE < Ter} <P RE < 


<—4| <0.0001. 


Nous en concluons que le critère de Wilcoxon, de même que le critère 
des signes, permet de rejeter l'hypothèse de l'absence d’un dérègle- 
ment de la machine à estamper entre le 6 et le 12 mars. 

Pour les petites valeurs de m et de »r on a élaboré pour le critère 
de Wilcoxon des tables des valeurs critiques U, et U, avec un seuil 
donné de signification. Nous présentons ces tables dans l'annexe 
(cf. table 19). 

Attirons l'attention sur le fait que le critère de Wilcoxon ne tient 
pas compte des valeurs prises par la variable aléatoire lors des essais 
n° {.n 2,etc. Pour appliquer ce critère on doit connaître seulement 
la suite ordonnée des valeurs des résultats d'observations. IÏl en dé- 
coule que la méthode de Wilcoxon est bien adoptée, en particulier, 
au cas de la vérification de l’homogénéité de la qualité des matériels 
de deux séries d'essais de durée de vie effectués suivant un plan du 
type [WN, B, NI. Chaque série d'essais peut alors comporter ! un nombre 
différent d'articles. 

Nous formulerons au sujet des critères de Wilcoxon et de signes 
une remarque qui montrera que ces deux critères ne peuvent être 
utilisés, généralement parlant, pour comparer l'hypothèse F, (x) — 
— F2 (x) avec une autre hypothèse arbitraire. Un exemple simple 
nous montrera que l’on peut trouver un cas, pour lequel les deux 
distributions F, (x) et F> (x) sont notoirement différentes, alors que 
le critère des signes et le critère de Wilcoxon montrent une bonne 
concordance avec l'hypothèse F;, (x) = F2 (x). Il s'avère, en plus, 
que quand le nombre des observations croît à l'infini, la probabilité 
d'une telle prise de décision tend vers 1. 

Supposons que la fonction de répartition F, (x) soit définie comme 
suit : 


px), si <a, 
F(s=4 +, sia<r<b, 
(zx), si z>b; 
les fonctions œ (x), w(x) sont non décroissantes, continues; la 
1 


première croît de 0 à Z et la seconde de + à 1. 


19—0217 
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La fonction de répartition F: (x) est définie par les égalités: 
0, si z<a, 
Fi(x)= 4 xx), si a<x<b, 
4, six >b; 


X (x) est une fonction continue, croissante de 0 à 1. 
On voit aisément que dans notre exemple le nombre de signes dans 


PES . . n . 
le critère des signes sera toujours proche de —- et le nombre d'’inver- 


. mn . . PES . 
sions proche de T: Ainsi, les deux critères nous conduiront presque 


toujours à une conclusion erronée. Bien entendu, notre exemple 
a été spécialement élaboré et en pratique il est difficile de supposer 
que l’on rencontre des distributions aussi artificielles. Lors d’un 
examen rapide du matériel statistique la division des signes en deux 
groupes, de même que celle des inversions en deux groupes très diffé- 
rents apparaissent très nettement, de sorte qu’un chercheur même 
peu expérimenté ne peut se tromper. 

Critère de N. Smirnov. N. Smirnov a proposé et a élaboré un cri- 
tère * intéressant, consistant, pour vérifier l'hypothèse de l’homo- 
généité du matériel statistique. Supposons que comme auparavant 
on dispose de deux séries d'observations indépendantes dont les 
résultats sont 

Lis Lo es Lm: 
Yis Y2s - - -; Yn- 
Construisons les deux fonctions de répartition empiriques 


Sm(x)= © et Ta (z)= ©. 


où ki(xz) et (x) sont respectivement les nombres x; et y; 
inférieurs à z. Construisons les grandeurs 


an = SUP [Sm (7) — Tn (x)] et Dmn =SUP|Sm(r)—Tn(zx)|. 
N. Smirnov a démontré que, quand min (m, n7) — oo, on a les 
relations limites 
me + 222 
Dan (z) =P (Ve Din <:} — 1—e 22% pour z>0 
et 
Dan (2) — P (VE D <:} — K (z) = 


_ D (—1}*e-2## pour z>0. 
R= — © 


* C'est-à-dire tel que la probabilité d'accepter une hypothèse fausse tend 
vers zéro quand le nombre d'essais tend vers l'infini. 
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Quand m = n, comme l’ont démontré B. Gnédenko et V. Koro- 
liouk, on peut trouver non seulement des lois limites simples, mais 
aussi les distributions exactes pour tout nr. Pour chaque valeur de 
z définissons le nombre entier c d’après la formule 


C—= 12 V 2n]. 
Alors. si l'hypothèse F,(r)—F,(x) est vraie et si la fonction 
F;(zx) est continue, on a 


Di (z) = P{V 2n Dhn < 2} —0 pour z<0, 


n—-c — 


Con 
D; (2) = 1 — œ pour 0<L:< & 


? 
2n 2 


D, (z)=0 pour Dr. 


+. -[i 


Di(z)=DA(s)=1 pour :> 7] —. 

Nous ne rapportons pas ici la démonstration de ce théorème pour 
ne pas alourdir notre exposé par les détails techniques de la démons- 
tration. 

Comme tout procédé statistique, la méthode proposée est d'autant 
meilleure que le nombre d'observations est élevé. On peut affirmer 
avec une probabilité non inférieure à 0,95 que la distribution est 
modifiée, si pour un nombre d'observations égal à » la grandeur nD, 
atteint ou dépasse les valeurs indiquées dans la table 4.5.2. 


Table 4.5.2 


25 | 30 | 39 50 75 100 


10 11 12 14 17 19 


Les données présentées montrent que pour des petites valeurs de 
n le critère de N. Smirnov est peu sensible. Notons, en outre, que l’on 
ne peut pas construire pour le critère de Smirnov des exemples sem- 
blables à celui que nous avons construit pour les critères des signes 
et de Wilcoxon; ce critère est consistant. Dans la table 21 de l’an- 
nexe on a présenté les valeurs des probabilités : 


P{n|Sn(xz)—Tn(z)| <<} 
pour les valeurs entières de 4. 
198 
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Les théorèmes cités peuvent être étendus à un problème plus 
compliqué quand on vérifie la coïncidence des fonctions de réparti- 
tion F, (x) et F2 (x) non pas dans tout le domaine des valeurs de z, 
mais de —o, à la valeur pour laquelle F, (x) = F: (x) = 6. C'est 
précisément à un tel état de choses que l’on a affaire quand les essais 
sont réalisés d’après le plan [W. B, r]. Imaginons que l'on ait posé 
deux séries d'essais du type mentionne. La première série comporte 
m articles, et la seconde 2. Dans le premier cas les essais sont pour- 
suivis jusqu’à la r-ième panne, dans le second, jusqu’à la s-ième 
panne. Supposons encore que m et nr soient choisis de telle sorte que 
_. = — — 0. Dans l'hypothèse que F, (x) = F2 (x) soit une fonc- 
tion continue, I. Quit [21] a démontré divers théorèmes limites sur 
l'écart maximal des deux distributions empiriques dans un intervalle 
donné. Nous nous bornerons à énoncer certains cas particuliers de 
ses résultats. 

Introduisons les notations 

Dn(8)= sup [Sm(r)—Tn(x)] 
x, F1(x)<0 
et 
Dmn (8)= Sup |Sm(z)—Tn(x)|: 


x, F1(x)<8 
Alorsiquand min(m, nr) —+ co, on a les relations 


P (Ve fn (0) <z} — D+(z, 0) 


ét 
P {y = Dmn (8) <2} —+ D (z, 8) 
O 
D (z, = | UT due? [ 7 du) 
et ou on 
a u2 
O(z, = | | e T du+ 
00 a u° 
29 (—1Y er | Ta. 
| +23 (0e sk u | 
LS L z a —i+#4—8) 


7 V0u—8 * *  V64—6) 

Pour le cas m—n, E. Rvatchéva [25] a trouvé la distribution 
exacte des statistiques Di,(0) et Dyhh(08). G. Mania a calculé les 
tables des distributions ®+(z, 8) et ®(z, 6) [22], [23]. 

+ /i 


Chapitre 5 
RÉSERVATION SANS RENOUVELLEMENT 


$ 5.1. Introduction 


La réservation est l'une des principales méthodes d'élévation 
de la fiabilité qui permet, du moins en principe, d'augmenter indé- 
finiment la fiabilité du système. 

La réservation consiste en ce qu'à un élément (à un bloc) du Sys- 
tème on adjoint un ou plusieurs éléments (blocs).de réserve, qui au 
fur et à mesure de l’apparition des pannes sont branchés à la place 
de l'élément principal (du bloc) et assument ses fonctions. 

Dans ce qui suit nous emploierons pour des raisons de commodité 
le terme de « réservation de l'élément » comprenant par « élément » 
aussi bien un élément, comme partie RO du système, 
qu’un bloc et même le système tout entier. 

Nous appellerons dans ce qui suit l’ensemble ue par l'élément 
principal et ses éléments de réserve le groupe de réserve: 

La réservation des éléments peut se diviser en plusieurs types, 
suivant l’état des éléments de réserve à l'instant de mise en service. 

1. Réserve chargée. Les éléments de réserve se trouvent au même 
régime que l'élément principal, leur fiabilité ne dépend pas de l’ins- 
tant, où ils sont branchés à la place de l'élément principal. 

Nous entendrons dans ce chapitre par fiabilité la probabilité de 
fonctionnement sans défaillance au cours d'un temps donné, et par 
non-fiabilité, la probabilité d'apparition d’une panne au cours de ce 
temps. 

2. Réserve non chargée. Les éléments de réserve se trouvent au 
repos et, par conséquence. ne peuvent pas tomber en panne avant 
l'instant de branchement à la place de l’élément principal. 

3. Réserve allégée. Les éléments de réserve se trouvent à un régi- 
me allégé jusqu’à l'instant de branchement à la place de l'élément 
principal. Au cours de leur attente en réserve ils peuvent tomber en 
panne, mais avec une probabilité plus petite que la probabilité 
de la panne de l'élément principal. Il est évident que la réserve allé- 
gée est le type le plus général de réservation, alors que les deux pre- 
miers types représentent des cas particuliers extrêmes. 

Dans le présent chapitre nous considérerons en détail ces trois 
types de réserve, nous établirons des formules exactes. et approchées, 
estimant la fiabilité du groupe de réserve, et nous considérerons éga- 
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lement certaines propriétés générales des systèmes avec réservation. 
Nous ne considérerons pas le problème de la réservation optimale dans 
ce chapitre. Nous supposerons plus bas que le remplacement de l'élé- 
ment tombé en panne par un élément de réserve a lieu instantané- 
ment. Nous estimerons également que les éléments tombés en panne 
ne sont pas renouvelés (d’où le titre de ce chapitre). La réservation 
avec renouvellement sera étudiée au chapitre 6. 


$ 5.2. Réserve chargée 


Dans le cas d’une réserve chargée l’élément se trouve à un même 
régime avant et après le branchement. C'est pourquoi la fiabilité 
de chaque élément ne dépend pas du fait à quel instant il a été bran- 
ché, autrement dit, ne dépend pas de l'instant 
des pannes des autres éléments. Nous estimons 
que le temps, durant lequel l'élément tombe en 
panne est remplacé par un élément de réserve, 
est pratiquement égal à zéro et que le disposi- 
tif de branchement (s’il existe) est absolument 
fiable. 

Supposons que l’on ait un élément princi- 
pal et n7 — 1 éléments de réserve (fig. 5.2.1). 

Désignons par 


Fig. 5.2.1 


P1(&); P2(t), -... Pn (4) 


la fiabilité des éléments correspondants et leur non-fiabilité par 
g1(£), ga(t), ...,qn(t) (gx —1— pu). 

. Soit P, (t) la fiabilité du groupe de réserve et @, (f) sa non-fia- 

ilité. 

Par hypothèse, la panne se produit à l'instant, où le dernier des 
éléments branchés tombe en panne. C'est pourquoi pour qu’au cours 
du temps t le groupe de réserve tombe en panne il faut qu’au cours 
de ce temps tombe en panne chacun de ses nr éléments. Comme toutes 


les pannes sont indépendantes, nous obtenons d’après le théorème du 
produit des probabilités 


Qn (£) = q1(£)-q2 (2) - - ., qn (4). (5.2.1) 
En écrivant cette égalité pour les fiabilités, nous obtenons 
Pa(t)=1—1[1—p:1(#)][1—p2(4)] -..[1—pa(t)]. (5.2.2) 


Remarquons qu'il découle de ces formules que la fiabilité du groupe 
de réserve ne dépend pas de l’ordre de branchement des éléments de 
réserve. Î1 en découle également que la fiabilité du groupe de réserve 
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est déterminée par les valeurs de la fiabilité des éléments à cet instant 
et ne dépend absolument pas du fait comment variaient les fonctions 
de fiabilité des éléments avant cet instant. 

Si tous les éléments possèdent la même fiabilité, c'est-à-dire si 


Pa()=p2()=...=pa(t)=p(t), g()=1—-p(). 
alors les formules se simplifient : 
Qn (#) = g" (), (5.2.3) 


(autrement dit, la non-fiabilité du groupe de réserve est égale à 
celle d’un élément, élevée à une puissance égale à multiplicité de 
la réserve) et respectivement 


Pat =1—11—p({#}". (5.2.4) 


La formule (5.2.3) est très simple et commode. Elle peut être 
aisément résolue par rapport aux grandeurs entrant dans sa composi- 
tion. Si, par exemple, nous nous donnons la non-fiabilité q (t) d'un 
élément et que nous devons trouver un nombre d'éléments de ré- 
serve tel que la non-fiabilité Q, ({) ne dépasse pas une valeur don- 
née ©, alors de l'inégalité 

g<Q 


nous obtenons 


Si, par contre, après s'être donné le nombre d'éléments de 
réserve, on doit déterminer quelle doit être la fiabilité de chacun 


d'eux, alors on a 
g=y Q. 


Dans le cas de la loi exponentielle 
Pr (t)=e "8 


il est utile de remarquer que si les fiabilités des éléments sont 
proches de l’unité, alors 


t 


qui) =1—e "> lat. 
Ainsi 
Qn = Aile ee Ant. (5.2.1) 
et pour les éléments également fiables 


Qn & (M). (5.2.3') 
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L'erreur relative dans la formule (5.2.1) ne dépasse pas la valeur 
Met... tn y 
a 


En outre, les seconds membres des égalités (5.2.1”) et (5.2.3) 
sont non seulement approchés, mais donnent pour la non-fiabi- 
lité une estimation par excès. 

J1 découle de l'inégalité 1—e*<z que gx (t)< Ant, d'où 


Qn Le : + Ant”. 


Les formules (5.2.1”) et (5.2.3’) sont commodes dans le cas, où 
nous connaissons non pas les fiabilités des éléments, mais les risques 
respectifs de panne À. 

Le temps moyen de fonctionnement du groupe de réserve est 
déterminé de la formule 


Ta = | P,(t)dt. (5.2.5) 


— 


Si les fiabilités des éléments sont données analytiquement, alors 
le temps moyen peut dans de nombreux cas être calculé sous une 
forme finie. 

1) Loi exponentielle 

pr(t)=e""#", 


Le, 


a = | [1 — Il (1—e77at) | a = 


0 
= | [> ent S er Artaa)t D D e Artastant #6] dt = 
0 
— 


R R<S R<s<I 
1  _ A  — 
Pis Diese + À FR TR + 1) MtAzte.+n 
<s 


Pour le cas des fiabilités égales 
p(t)=e"?, 


le temps moyen est obtenu encore plus simplement 
Fr = | [1 — (4 —e-M)"] dt. 
RE 
Introduisons une nouvelle variable 


Z = 1—eaf. 
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1 1 
1 (Un 1 :  _— 
Ta=z | — d=z((U+s+#4...+e 1) dz — 

0 Ü 


Comme le temps moyen de fonctionnement d'un élément est 
1 
Ti, alors 


, 1 1 " 
Ta=Ti(1+s+z+... +2). (5.2.6) 
Si r est grand, alors on peut calculer approximativement le temps 


moyen d'après la formule 7, = T; (in n + C + x) , Où C = 


— 9,57712 est la constante d'Euler. 
2) Loi de Weibull. Nous nous bornerons ici et dans l'alinéa sui- 
vant au cas des fiabilités égales 


p(t)=e"#, 


Ta= [i1—( ea dre D Ca (— 1 [eau ge = 
U Rk=—1 


Læ] 


ou 


3) Loi de puissance p (t) — 


FA [o À 
| (1+-) 
moyen n'existe pas), 


Si la fonction de probabilité est donnée sous forme graphique ou 
en certains de ses points, alors on peut déterminer le temps moyen 
d’après la formule (5.2.5) par intégration numérique. 

Supposons que N éléments identiques aient été soumis aux essais 
poursuivis jusqu'à. la panne du dernier élément, de sorte que les 
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résultats des essais ont donné les grandeurs 
OLT<LT< ... Ty, 


qui sont les temps aléatoires de fonctionnement des éléments ordon- 
nés dans l’ordre de croissance. La fonction empirique de fiabilité 


est À (1) = 1—+ , Où # désigne le nombre de pannes s'étant produi- 


tes jusqu’à l'instant £. Portant cette fonction dans la formule (5.2.5), 
nous obtenons 


N 


Ta [1 (4 — 2 (0))"] dt = SC, 


N?n 
0 k=1 


Ainsi, le temps moyen de fonctionnement du groupe de réserve 
peut être déterminé directement d’après les résultats des essais. 

I1 peut sembler à première vue de notre exposé que le temps moyen 
T, peut être aisément calculé soit à l’aide de formules exactes, soit 
avec une approximation suffisante d'après les résultats des essais. 
Or. il n’en est pas ainsi. En effet, la valeur du temps moyen 7, 
est déterminée principalement par le comportement de la fonction 
de fiabilité p ({) pour de grandes valeurs du temps, dépassant nota- 
blement le temps moyen de fonctionnement de l'élément. Plus vite 
la fonction p (t) décroïît, quand { — oo, plus petit sera 7,, et inver- 
sement. Théoriquement, le temps 7, peut varier dans des limites 
suffisamment larges, à savoir 


Ti LTn<ATi. 


Or, la fonction de fiabilité p ({) est le plus souvent connue que dans 
un intervalle limité de temps, qui est soit plus petit, soit du même 
ordre de grandeur que le temps moyen de fonctionnement d’un élé- 
ment, car ce temps moyen est souvent mesuré par des dizaines et 
des centaines de milliers d'heures et il est impossible physiquement 
de poursuivre les essais durant un temps tellement long. 

Dans le cas, où la fiabilité est donnée analytiquement, ces raison- 
nements conservent encore leur valeur. 

En effet, quand nous disons, par exemple, que la fiabilité suit 
une loi exponentielle, nous entendons habituellement par cela que 
sur l'intervalle de temps qui nous intéresse le risque de panne À ({) =àÀ 
est constant. Qu'en sera-t-il plus loin, nous ne le savons pas, et 
c'est précisément ce comportement ultérieur de À ({) qui détermine 
la valeur 7. 

C'est pourquoi les formules rapportées plus haut ne sont valables, 
probablement, que pour une classe assez étroite d'éléments, pré- 
cisément pour les éléments dont la période de « vieillissement » est 
bien étudiée. 

Pour la majorité des éléments il suffit d’avoir une estimation 
simple, bien que grossière, du temps moyen 7. Etablissons une telle 
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estimation. Supposons que la fonction g ({) a sa convexité orientée 
vers le haut 


= | 1 — q" (#)] dt. 
U 


Effectuons le changement de variables z—g(t), t—%(z2). La fonc- 
tion Ÿÿ(:) a sa convexité orientée vers le bas. Après le change- 
ment de variables intégrons par parties 


1 ! 


EE | (—:")dp(z)=n À 2" lb (2) ds. 


ü (Ù 


P(2)>%(a) + (a) (:— a), 
puisqu’une courbe dont la convexité est orientée vers le bas est 
située plus haut que toute tangente à cette courbe. 
Nous en tirons 


Il vient alors 


1 
Tan | 21 1p(a)+p"(a)(5—e)] ds = (a) + (a) (=). 
(1) 


Comme le nombre a est arbitraire, posons a — . Nous obtenons 


n +1 


n 


n+1 


Ti>b(ir) où s(7)> 
et en définitive 


1 
P(Tr)< (5.2.7) 


Pour évaluer le degré d’exactitude de cette inégalité, établis- 
sons d’une façon analogue une estimation par défaut. Supposons 
pour cela que notre élément vieillit, c’est-à-dire que le risque de 
panne À(t) croît de façon monotone. On a alors 

{ 
— [at at 
p=el  —e-At, 


la fonction A(£) ayant sa convexité orientée vers le bas, et 


= | [1 — (4 — e-A@)"] di. 
0 


Effectuons le changement de variables z2— A(t), 4—œ(z) et inte- 
grons par parties 


PT. | 1 (A—e-)"] dp(z)=n | (1 — e-*)"-1 6° (2) dz. 
0 0 
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Procédant comme dans le cas précédent, nous obterons 


Ta <p(a)+p'(a)[1+5+...+5 el. 


Posons 
a=1+++ : ++. 
Alors 
Ta<p(1+++...+à) 
ou 


1 1 
A (Th) <L1 To 1 .. +. 
Nous obtenons donc pour la fiabilité l'estimation 


1 ! 
P (Th) — eAlTn) > Ut ° Pen) 


On peut montrer aisément que la différence 
1 1 
In(r+1)—(1+5+ +++) 
tend, en décroissant de façon monotone, vers une limite égale 
àa—C. C'est pourquoi 
(2+1)p(Tr)> 


On peut relâcher les conditions pour lesquelles les inégalités (5.2.7ÿ 
et .(5.2.8) sont valables. Il suffit qu'à partir d’un certain {t = to 
les tangentes aux graphiques p (t) et 1n {p (t)]-! soient situées plus 
bas que ces courbes. Alors, Si Th, >t4, on a l'inégalité 


0,56 = e-C<(n+1) p(Tr)<1. (5.2.9) 


Cette inégalité montre que pour déterminer le temps moyen de 
fonctionnement du groupe de réserve on peut utiliser la formule 
approchée 


Ha D (tt. Ho 6 0,56 ... (5.2.8) 


1 5 
D Tn)=- (.2.10) 


Dans ce cas l’approximation étant réalisée par défaut, nous sous- 
estimons le temps moyen, autrement dit, la vraie valeur de 7, est 
un peu plus grande que la valeur calculée. 

Pour établir cette formule Lu nous avons supposé que 
les fonctions g (t) et A (£) = In PC) ont leur convexité orientée vers 
le bas. Si cela a lieu à partir d’un certain t; l” inégälité (5.2.9) sera 
vérifiée à partir d’un certain indice n. 
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On voit de la formule (5.2.10) comment croît le temps moyen 
avec l’accroissement de la multiplicité de la réservation. Par exem- 
ple, pour la loi de Weibull 

T4 1 


nid ? 


T, + ETES 


le temps moyen croît lentement. 
Pour la loi de puissance 


s je a n—-1 ° 
| F-) 


Titre) ts 


le temps moyen croit notablement plus vite. 

Lors de la considération de la réserve chaude nous avons supposé 
que c’est toujours un seul élément qui fonctionne, alors que les autres 
sont en réserve. Dans certains cas le caractère du système est Lel que 
tous les r éléments effectuent simultanément une certaine fonction, 
et pour que cette fonction soit remplie, il faut qu'au moins m de ces 
n éléments soient en état de service. Cela signifie que la panne du 
groupe de réserve a lieu au moment de la (n — m + 1)-ième panne. 

Si l’on suppose que les pannes des éléments sont indépendantes, 
on peut aisément trouver la fiabilité du groupe de réserve. Dans le 
cas général, quand les fiabilités des éléments sont différentes, con- 
sidérons le polynôme 


P (x) = (P17 + gs) (P2T + ge) + + + (PnT + Qn) = 
= Pan" + Panne + + Pnrz* +... + Pro. 


Ilfest évident que le coefficient P,, est la M pour qu'à un 
instant donné k éléments exactement des x éléments considérés soient 
encore en vie. 

Il en découle que 


Pa= à Par. (5.2.11) 
Si tous les éléments sont également fiables, alors 


Ph = à Cr pg"*. (5.2.12) 


En conclusion de ce paragraphe indiquons une interprétation theéo- 
rique probabiliste de la réserve chaude. 
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Soient Ti, Ts, . . ., T les temps aléatoires de fonctionnement de 
l'élément principal et des éléments de réserve que nous estimerons 
également fiables, et t+(*) le temps aléatoire de fonctionnement du 
groupe de réserve. Il est alors évident que 


TN) = max (T;, T2, ..., Tn). 


Nous pouvons considérer les grandeurs Tt, comme des observations 
indépendantes réalisées sur une variable aléatoire suivant la loi 
de distribution g(t). Soient 


PR 


les valeurs de 7, disposées dans l’ordre de croissance. La suite de 
T4. est appelée échantillon ordonné. On remarque aisément que 


TM) = 7T,. 


Ainsi, l'instant de panne du groupe de réserve est le terme 
extrême de l'échantillon ordonné. Dans le cas décrit par la for- 
mule (5.2.12) l'instant de panne 


TM) = Ta-m+1: 


Cela signifie que lors de l'étude de la réserve chaude nous pouvons 
appliquer la théorie bien développée de la distribution des termes 
d'un échantillon ordonné [2]. 


$ 5.3. Schéma de mort 


Considérons un schéma théorique probabiliste qui peut être lar- 
gement utilisé lors de l'étude des divers types de réservation [3]. 
Pour plus de commodité nous décrirons ce schéma dans les termes de 
la théorie de la fiabilité, bien qu'il soit applicable également dans 
de nombreux autres cas (par exemple, en biologie, en médecine, 
etc.). Soit donné un système se composant d'un certain nombre d'élé- 
ments pouvant tomber en panne. Le flux des pannes ainsi formé 
est soumis aux conditions suivantes : 

1. Si à l'instant t ont eu lieu À — 1 pannes, alors, indépendam- 
ment des instants d'apparition de ces pannes, la probabilité pour 
que dans l’intervalle de temps infiniment petit (f, £ + At) une panne 
se produise est égale à 


Ar At + o (At), 
et la probabilité pour que dans cet intervalle il ne se produise 
pas de pannes est égale, à 
1 — Az At + o (At). 
2. A l'instant d'apparition de la #7-ième panne le fonctionnement 


du système cesse et par la suite aucun changement ne se produit dans 
le système. C’est pourquoi À,+, = Ü 
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Nous montrerons que ces deux conditions déterminent entière- 
ment le flux fini de pannes, et si elles sont remplies, la nature des 
éléments qui composent le système n’a plus d'importance, ni la 
façon dont ils sont réunis dans le système, ni les éléments qui tom- 
bent en panne, ni enfin comment ces pannes influent sur les autres. 

Notons encore que la seconde condition n’est pas très importante 
et n’est liée qu’au caractère spécifique de la théorie de la réservation, 
car la réserve est toujours finie et, par conséquent, avant la panne du 
groupe de réserve il ne peut se produire qu’un nombre fini de pannes. 

Si à l'instant £ il s’est produit k — 1 pannes, nous dirons que 
le système se trouve à l’état k. Désignons par n, (t) la probabilité 
pour qu’à l'instant t le système se trouve à l’état k. Alors x%,+1 ({) — 
— Q, (t) est la probabilité pour que le système tombe en panne 
à l'instant t, autrement dit, c’est la non-fiabilité du système. Compa- 
rant les états du système à deux instants infiniment proches t ct 
t + At, nous obtenons d’après la formule des probabilités totales 


Tin (£ + At) = Tin (4) Ans At + 7 (£) (1 — AgAE) + 0 (At). 
Nous en tirons, quand At—+0, le système d'équations différentielles 
T4 SOS An: (£), 
FR = Anita (4) — Ana (4) (k=2, 3, ...,n), (5.3.1) 
Hn+1 — Ann (4). 
Les grandeurs nñ4 (£) vérifient les conditions initiales x, (0) = 1, 
fn (0) = 0, pour k > 1. 
Pour obtenir la solution de ce système sous une forme compacte, 


il est commode d'utiliser la transformation de Laplace. Introduisons 
la notation 


ak (p) = nn (t) e-l' dt. 


Les grandeurs a4(t) vérifient le système suivant d'équations algé- 
briques : 
—1+ pa; (p)= — Mai (p), 
par (P) = Àn-10n-1 (p) — Axar (p) (F—2,3,...,n), (5.3.2) 
Pan+i (P) = Ann (P). 
Résolvant ce système, nous obtenons 


Mn 
M(p=s (= ani (p), 


anti = An (P); 
d'où 
his: sde 


An+1 (P) = p(p+M)...(p+An) | 


(5.3.3) 
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Appliquant la formule d'inversion de la transformation de 
Laplace, nous obtenons la probabilité cherchée 
c+1i00 
EE …. An ept 
27 __ P(p-+—M)...(p+n) 


C—100 


Tnss (6) = dp (c>0). (5.3.4) 


Nous pouvons remplacer le contour vertical d'intégration par un 
contour fermé parcourant dans le sens positif les zéros du dénumé- 
rateur. Nous avons alors d'après le théorème principal des résidus 


Tn+! (£) = 1 — Y ETES À ho “8 is (5.3.5) 
R= 1 


O(z)=(z+) (zx +de) ... (x + An). 


Cette formule est valable uniquement pour le cas, où tous les 
nombres À, sont différents. Dans le cas contraire la formule se 
complique quelque peu, et nous ne l'écrirons pas. Notons seulement 
le cas particulier À, — À. Nous avons alors 


: Àn ept 
Tin) = 5 ICE LS dp. 


Dérivons les deux membres de bass par rapport à {: 


; An Antn-1 : 
Hn+1 O = | TE dP= Ep At. 


Nous en déduisons 


{ 
Tn+1 (6) = Te At dt — 5 0 e-M (5.3.6) 
(1) 


Il n'est pas très commode de calculer les probabilités 7,44 (t) 
d'après la formule (5.3.5). Le fait est que cette probabilité est habi- 
tuellement petite (rappelons que dans nos problèmes x, +, ({) désigne 
la non-fiabilité du groupe de réserve), alors que les termes du second 
membre sont grands. C'est pourquoi chaque terme doit être calculé 
avec un degré élevé d’exactitude. Par ailleurs, il est difficile d’en- 
trevoir à partir de la formule (5.3.5) quel caractère qualitatif doit 
présenter la dépendance de x, +, ({) du temps et des paramètres À;. 

C'est pourquoi il est rationnel de trouver des formules approchées 
simples pour %7,+; (£), dont chacune servirait pour un diapason déter- 
miné de variation du temps et des paramètres À... 

Première formule approchée. Développons la fonction 5%,+4 (4) 
en série suivant les puissances de £. 
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Pour cela nous développerons en série la fonction sous le signe 
d'intégration dans la formule (5.3.4) 


ept ePt 


Ml EE 


ee 


—(i+h+.. +) == ms RARE. + An-jÂn + 
HMHN) + + (—1) nr — "50 She +... 


Sr = pa AA A, k>0. 
kitho+...+hkn=k 


Prenons en qualité de contour d'intégration un cercle de rayon 


R> max À, et intégrons cette série terme à terme. Nous obtenons 
1£<R£N 


= n+kh 
Tin (4) = ie ce. An D Sa TT (1) (5.3.7) 
° k=0 


Démontrons que cette série possède la propriété remarquable sui- 
vante, caractéristique pour de nombreuses séries régulières alternées : 
pour n'importe quelles valeurs de t > 0, n et À, => 0, l'erreur que 
l'on commet en rejetant tous les termes de la série à partir d’un cer- 
tain rang possède le même signe que le premier terme rejeté et est 
toujours inférieure en valeur absolue à ce terme. Considérons pour 
des raisons de commodité la fonction 


_ Tn+1 (1) ue ER  — 
(= x 2ri | p(p+h) ... (p+A) cp 


Trouvons la dérivée 
pp 1 ePt (p + Ân — Ân) _ _ 
OT | PA a 07 0 net (8) Anfn (). 
Du fait que fn (t)>0, nous obtenons alors que /2({)< fn_1 (4) 
OÙ fn ()< ie (t) dt; fo(t) = 1, par conséquent, f,(#)<£, f2(4) << 


LT ce  O< 
Nous pouvons bis rechercher une borne inférieure 


fn ()> În-1 (€) — An 


20—0217 
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ou 


tn+i 


{ 
fn (t)> Pres (9) dE — de ET 


Nous en tirons 
hi) > th 


t2 


f2() > —-(M+ y 


ARE 7, tn+1l 


Poursuivant de cette manière nous obtenons l'estimation 
cherchée 
21+1 


2 Sr ET (— 1)° < În (4) << Does. = (— 1) . (5.3.8) 


Pour Z—0, nous obtenons en res 


PNY EE PA ER + An) ET Pr O<F 


ou 
Me ce. An [1— bei pin à) 
< Ado CP Ant? (5.3.9) 


n | : 


in 
RTS L'Hn+1 (4) << 


d’où il découle que pour les probabilités fn:1({) on a la formule 
approchée 
nn () Mern qn (5.3.10) 


n | 


et l'erreur relative de cette formule ne dépasse pas la grandeur 


M +h2+.. +An , 
n +1 


Comme le montre l'inégalité (5.3.9), on peut utiliser la formule 
(5.3.10) même quand l’erreur relative est grande, puisqu'elle donne 
une borne supérieure de notre probabilité. En cas de nécessité on 
peut inclure encore quelques termes de la série (5.3.7), étant donné 
que cette série converge rapidement. 

Comme nous le démontrerons dans ce qui suit, les grandeurs À, 
sont dans les problèmes de la théorie de la réservation égales à la 
somme des risques de panne de certains éléments constituant le 
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système. La formule (5.3.10) sera exacte dans le cas, où les nombres 
À,.t sont en moyenne petits. Or, si les À,t sont petits, on a 


eat m1 —hnt. 


C'est pourquoi les nombres À,{ seront approximativement égaux aux 
sommes des non-fiabilités des éléments correspondants. 

Par conséquent, la formule (5.3.10) est applicable dans les pro- 
blèmes de réservation dans les cas, où les fiabilités des éléments con- 
stituant le groupe de réserve sont relativement proches de l'unité. 
Dans ce cas il ne sert à rien d'augmenter la multiplicité de la réser- 
vation. 

Seconde formule approchée. On peut parvenir à une fiabilité 
élevée par un autre moyen, en constituant un groupe de réserve 
à partir d’un grand nombre d'éléments non fiables. Dans ce cas il 
est clair que la formule (5.3.5) n’est pas applicable. De même la 
formule approchée (5.3.10) ne peut servir non plus. C'est pourquoi 
nous citerons, sans fournir de démonstration, une seconde formule 
approchée qui servira pour le cas où les grandeurs À,f sont finies et n 
est grand. 


n 


1 
Si + Ÿ (Ant) — 0, quand nr —+ co, alors pour les grandes valeurs 
k=1 
de rx on a la formule approchée 


_Ÿh, 
mn 
nu (t) & M... pn, k=1 ; (5.3.11) 


n | 


pour laquelle le terme principal de l’erreur relative est égal à 
n 
1 e 
Ze D (ut). 
k= 1 


Nous avons étudié plus haut le comportement de la probabilité 
An+1 (t) principalement pour les cas, où elle est petite. Considérons 
maintenant une autre approche du schéma de mort qui nous permet- 
tra d'étudier le comportement de la fonction x, +; (£) pour les grandes 
valeurs du temps. Désignons par 71, le temps aléatoire, s'écoulant 
entre la (4 — 1)-ième et la k-ième panne (fig. 5.3.1). 

Dans ce cas 

Tn= ++... + 


est la durée de vie aléatoire de notre système. Par définition la. 
probabilité 


Tn+1 (£) = P{Th < t} 


est la loi de distribution de la variable aléatoire 7,. En outre, il 
découle des conditions formulées au début de ce paragraphe que les 


20° 
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grandeurs T, sont mutuellement indépendantes et suivent une loi 
exponentielle 


Pér, <t}=1—e hf. 


Par conséquent, la durée moyenne de vie du système est 


MTi= De (5.3.12) 


et sa variance 
4 
DT, — ÿ ER 
k—1 


La distribution de la grandeur 7, en tant que somme de variables 
aléatoires indépendantes doit, avec la croissance du nombre n de ter- 


Fig. 5.3.1 


mes, tendre vers la loi normale sous des conditions très larges. Le 
plus commode est d'utiliser les conditions de Liapounov formulées 
comme suit: si 


lim 2%/(2 +) =0. (5.3.13) 


nn —+ 00 hk—{ k 
alors 
T.—MT 1 F7 
limP4z < Tr <n)=— |e - dt. 
ee | VD7, : V2 


X1 


Nous obtenons alors pour les probabilités x,+, ({) une troisième 
formule approchée. 

Si la condition (5.3.13) est remplie, alors pour un grand n et pour 
tous les { pour lesquels le rapport 


t—MT, 


VDTA 
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est borné, on a l'égalité approchée 


t—-MTn 
VDTn +2 
1 "\ÉS 
Wn+1 (4) SD VA | e * dx. (5.3.14) 


Ilustrons l'application du schéma de mort sur l'exemple de la 
réserve chargée. 

Supposons que les fiabilités de nos éléments soient identiques 
et suivent une loi exponentielle 


bn 


pa ()= er. 


Dans l'intervalle de temps allant jusqu'à la première panne tous 
les x éléments fonctionnent. Considérons dans cet intervalle un laps 
de temps infiniment petit ({, & + h). La probabilité pour que durant 
ce laps de temps un élément donné ne tombe pas en panne est égale 
à e”A, et la probabilité pour qu'aucun des n éléments ne tombe en 
panne est égale à 


er —{—nhh+o(h). 
Comme la probabilité d'apparition de deux ou d'un nombre plus 


élevé de pannes durant ce laps de temps est de l’ordre de à, 
la probabilité d'apparition d’une seule panne est 


nhh + o(h). 
Ainsi, 
À: — nÀ. 


Dans l'intervalle de temps compris entre la première et la seconde 
pannes 2 —1 éléments fonctionnent, par conséquent, 


M=(n7—1)A. 
En général, 


An=(n—k+1)h (k=1,2, ...,n), 
Anti = 0. 


Comme les pannes des éléments sont indépendantes et suivent une loi 

exponentielle, l’apparition d’une panne d’un élément au cours d'un 

laps de temps donné ne dépend pas du fait combien de temps cet 

élément a fonctionné et quand les pannes des autres éléments ont 

de lieu. Par conséquent, notre flux de pannes est un processus du type 
mort. 
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Appliquant la formule (5.3.5) nous obtenons que la non-fiabilité 
de notre groupe de réserve est égale à 


et 
Qn (#)= nu (1) = 1— DE LS -3 M (—1 = 


D Cn(— 1)" e—kM = (1 —e-apn, 


RkR=0 


Si pour l'intervalle donné de temps les fiabilités des éléments 
sont proches de l'unité et si n est petit, alors conformément à 
la première formule approchée nous avons 


nÀ (n—1)A...X 


TNn+1i (£) Dé n | 


= (A6). 

Dans ce cas la seconde et la troisième formules approchées ne 
sont pas valables. La durée moyenne de vie du groupe de réserve 
est alors en vertu de (5.3.12) 


1 1 1 1 1 1 
Mi taprte tes (++... +). 


Nous avons obtenu des formules que nous avions établies directe- 
ment plus haut. 

Considérons maintenant le cas plus compliqué d'une réserve char- 
gée, quand les pannes de certains éléments modifient la fiabilité 
des autres. Du point de vue physique nous pouvons nous représenter 
ce cas de la manière suivante : z éléments fonctionnent simultanément 
et remplissent une même fonction. Si l’un des éléments tombe en 
panne, les autres éléments seront plus chargés, leurs paramètres de 
fonctionnement varieront, de sorte que la fiabilité des éléments en 
fonctionnement sera modifiée. 

Supposons que dans chaque intervalle compris entre deux pannes 
consécutives le risque de panne de l'élément soit constant et ne 
dépende que du nombre d'éléments en fonctionnement. Si à un instant 
donné ne sont pas tombés en panne # éléments, le risque de panne de 
chacun d'eux est égal à pu. 

Dans les notations du schéma de mort nous obtenons 


M=Nhn; .. Ân = (n—#k+1) Bn=h+1 
Ân+: = (0. 
Nous pouvons alors calculer la non-fiabilité de notre groupe de 


réserve d’après la formule (5.3.5). Si les fiabilités de tous les 
éléments sont proches de l’unité, la première formule approchée donne 


Qn (t)= Ans (6) & Lib - -. né. 
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La durée moyenne de vie du groupe de réserve est 
1 1 1 
M i,=—+———— +... —. 
Pa Dpt Tu 
Considérons le cas particulier 
Un = Un =: —= lim À, . Ums=... = =0, 
autrement dit, les pannes de certains éléments ne modifient pas la 
fiabilité des autres, mais le groupe de réserve ne peut remplir ses fonctions 
que tant que le nombre d'éléments en fonctionnement n'est pas inférieur 
à m. A l'instant, où le nombre d'éléments en fonctionnement devient 
égal à m— 1, il se produit la panne du groupe de réserve. Dans ce cas 
M=nh, h=(n—1)À, ..., ÀAn-mx = MA, 
Ân-m+2 = 0 
et la non-fiabilité de notre groupe de réserve est 
de —kAt R-m 
_ . e n!(—1) 
Qn(t)= Tn-m+z (1) = 1 — 2 =D TT TE ni" 
=m 


Transformant cette somme, nous obtenons en définitive 


n 
Qu(é)= D) Cr(—e-“}e-m-nu 
k=n-m+1 
que nous aurions pu établir directement. 
Dans le cas des fiabilités élevées la première formule approchée 
donne 


Qn() = CRT (M) TE, 
La durée moyenne de vie du groupe de réserve est 


1 1 1 
MT h = RDA Te Tr 


nÀ 
Si m et n sont grands, alors 
1 
1. "TS 
MT, & ln 4 
FN D 


, , 1 1 1 
et l'erreur est de l’ordre de a) ; 


$ 5.4. Réserve non chargée 


Nous supposerons dans le cas d’une réserve non chargée que l’élé- 
ment de réserve ne peut pas tomber en panne tant qu'il n’est pas 
en service et que l’état de repos de l'élément de réserve ne modifie 
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pas sa fiabilité à l’état de fonctionnement. En outre, nous estime- 
rons comme plus haut que le temps, durant lequel l'élément tombé 
en panne est remplacé par un élément de réserve, est pratiquement 
nul et que le dispositif de branchement est absolument sür. 

Supposons que nous disposions d'un élément principal et de nr — 1 
éléments de réserve. Désignons par p4 (t) la fiabilité du k-ième élé- 
ment et par g, (t), sa non-fiabilité. 

Après avoir fonctionné durant un temps aléatoire t,, l'élément 
principal tombe en panne et est remplacé par le premier élément de 
réserve qui fonctionne durant un laps de temps aléatoire 7, etc. Le 
dernier élément de réserve, après avoir fonctionné durant un laps de 
temps aléatoire t,, tombe en panne, ce qui entraîne la panne de tout 
le groupe de réserve. Ainsi, la durée de vie aléatoire 7, du groupe de 
réserve est 


Tn=T+Tto+... +Th. (5.4.1) 
Les grandeurs 7, sont indépendantes et 
P {tr << 1} = qu (4). 


Désignons par Q, (t) la non-fiabilité du groupe de réserve. La fonction 
Q, (t), en tant que loi de distribution de la somme de n termes indé- 
pendants, est déterminée par les formules 


Qn ()= À an (£—7) Qn-1 () dr, (5.4.2) 
0 
Qù () = gi (6). 


Appliquant successivement ces formules pour x = 2, 3, ..., nous 
pouvons calculer la valeur exacte ou approchée de ©, (é). 

La durée moyenne de vie du groupe de réserve peut être très sim- 
plement déterminée comme suit 


Tinèy = MTn= D Mu= > se (5.4.3) 
En particulier, si tous les éléments sont également fiables, alors 
152: — N + moy- (5.4.4) 


Supposons maintenant que les fiabilités de nos éléments suivent 
une loi exponentielle 
pa(t)=e" 7x. 


Conformément au paragraphe précédent nous avons 


Qn (4) = Nn+i (£). 
Par conséquent, pour calculer la non-fiabilité Q, (t) on peut utiliser 


les formules (5.3.4), (5.3.5), (5.3.7) et les formules approchées (5.3.10), 
(5.3.11), (5.3.14). 
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Attirons particulièrement l'attention sur la formule approchée 
(5.3.10) 
At Àot ... nt 
Qn (9 & HP ee 
Nous avons pour les grandeurs Ant Æ 1 — ent = qu (t), 
puisque cette formule est valable quand les À,f sont petits. Par con- 
séquent, nous pouvons l'écrire sous la forme 


Qn (4) _ gi (t) 20 en {n @) (5.4.5) 


Cette formule permet de se représenter clairement le gain que nous 
pouvons obtenir dans le cas d’une réserve non chargée (comparer 
à (9.2.1)). 
Si les non-fiabilités de tous les éléments sont égales 
pr(t)=e"À, 
alors en vertu de la formule (5.3.6) nous avons 


n— 1 
On (D=1— ZX ex 
k=0 


Remplaçant dans cette égalité l’unité par la série qui lui est 
égale 


Qn (= D GP ent (5.4.6) 


qui est plus commode pour les calculs. A partir de cette série 
nous pouvons établir une formule approchée simple et donnant 
une très bonne approximation 


ECOLE At çuy2 _. 
Qn o=2 Ar € Snlre [14 + + Je 
ur (At)° (As) : 

AU EEE Enr EE Sevres a É 
(1-75) 
ou 
Qn (+) — 0 eut, (5.4.7) 


nl (1-5) 
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L'erreur relative est alors de l’ordre de 
(A)? 
(n+1)2(n+2) | 
Si ÀAt<1, on peut utiliser une formule approchée tout à fait 
simple 
Atyn 
Qn () & te, 
qui est un cas particulier de (5.3.10). 


On calcule également la grandeur @,({f) dans le cas, où les 
fiabilités suivent une loi normale 


(5.4.8) 


_(x-a2)? 
pr (£) = … TE | e 2% dr (On & an). 


{ 


La durée moyenne de vie 7, du groupe de réserve sera la 
somme des variables aléatoires normales indépendantes T, et, par 
conséquent, sera elle-même distribuée suivant une loi normale de 
moyenne 


G—=G+a+... tan 
et de variance 
oi +0 ...—+0%. 


Par conséquent, nous avons 


1 ( _ {—a 
VE Je 20 dr =© | ; }- 


(Comme © < a, on peut négliger la fraction d’intégrale comprise 
entre —oo et zéro.) 

On peut enfin calculer aisément la fonction Q, (t) pour le cas, où 
les fiabilités de tous les éléments sont égales et où la fréquence des 
pannes s'exprime par la formule 

° œya— 1 
q' (£) _ a et. 


Qn (£) De 


Nous avons alors 
anœna—i 


Q= se" 


Dans la majorité des cas on ne peut pas calculer la grandeur @, (t) 
sous la forme finie. C'est alors que les différentes formules approchées 
ainsi que les estimations de la fiabilité présentent un intérêt parti- 
culier. Démontrons tout d’abord une affirmation simple permettant 
de trouver de telles estimations. 
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Soient qq; (ft), Q2(t), ..., qn (t) les non-fiabilités de l'élément 
principal et des éléments de réserve, supposons qu'il existe des fonctions 
monotones non décroissantes qi (£), qo (t), ..., An (£) et gs (t), go (t), . 


.… On (t) telles que dans l'intervalle de temps considéré 
qu (4) Lg (gr (9) (E=1, 2, ..., n). 


Supposons encore que les fonctions Q, (t) et Qn (£) soient déterminées 
respectivement à l'aide des fonctions gn (t) et gx (t) de la même façon 


que la fonction Q, (t) est déterminée à l’aide des fonctions qx (t) (cf. 
(5.4.2)). 


On a alors sur l'intervalle de temps considéré 


Qn (4) <Qn (1) Qn (1). (5.4.9) 


Démontrons ces inégalités par récurrence. Pour #7 —1 elles 
sont évidentes. Supposons que (5.4.9) est vraie pour un nombre 
n—=k. Nous avons alors 


t 
Que (E)= À ques (7) Qi (r) dr < 
0 


t 
< | nes (£— 7) Qù(r) dr = | Qu (r) din (E—7) dr < 
0 0 


< | Qr(r) ghti (7) dr = nes (E — 7) Où (re) dr = Que (2) 
0 
ou 


Qna+: (£) <Qns: (£). 


On démontre d’une manière analogue l'inégalité à gauche. Utilisons 
maintenant ces inégalités. 

1) Supposons que sur l'intervalle considéré de temps les non-fia- 
bilités des éléments vérifient les inégalités 


Ant << gh (4) < Ant. 


On démontre aisément que 


QE et (=, 


d’où 


Es — 2 TO, << — Ân gr, (5.4.10) 
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2) Supposons que les risques de panne de nos éléments vérifient 
sur cet intervalle de temps les inégalités 


An L'An (4) L'An. (5.4.11) 
Nous avons alors 
LA 
: - Vagcod - 
1—er Lt) =1—e ° &i—e-hrt  (5.4.12) 


et nous pouvons utiliser en qualité d'estimations les formules 
(5.3.5), (5.3.6) et (5.3.7) en y portant respectivement A4 et A4. 
I] découle en outre de (5.4.12) que 


qu (e) LA —e rt Ant, 
d'où découle l'inégalité 
Qn (6) << ep. 
3) Généralisant le cas 1), nous pouvons supposer que les 
non-fiabilités vérifient les inégalités 
Ant qn (4) L'ER. 


Ce cas se présente par exemple quand les fiabilités des éléments 
suivent la loi de Weibull 


p(t)}=e"xr. 
Nous avons alors g({}—1—e-*<}tz. On démontre aisément, 
en intégrant successivement d’après la formule (5.4.2), que 
+ AnT (&i+1) ... T(an +1) 
D'(Gi+... anti) 
M4... nl (@1+1) +. T (an +1) 
A Paemone ce 0 0 


Par ailleurs, on peut démontrer dans ce cas que si æ >1*, 
alors 


part. +an € Qn (D 


Qn (Lt tan 
4) Supposons maintenant que nos Rene vieillissent, 
c'est-à-dire que les risques de pannes 


{ 
he () = ue 


* Cela est naturel, car si les nombres @, étaient inférieurs à l'unité, la 
valeur du risque de panne au point zéro serait illimitée. 
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ne sont pas monotones croissants. Introduisons la notation 
{ 
An (€) = | A (tr) dt. Les fonctions A: (t) ont leur convexité orientée 


0 
vers le bas, de sorte que sur l'intervalle (0, £) on a l'inégalité 
An (r) <+ An (1). 


Par conséquent, 
4 
gn(t)=1—e LI —e €, 
de sorte que pour obtenir une borne supérieure de la fonction 
Qn (t) on peut utiliser la formule (5.3.7) en y remplaçant À4 par 


la grandeur —-- HO, Renforçant l'inégalité, nous pouvons écrire que 


Qn (4) << 


En particulier, si les fiabilités de tous les éléments sont identi- 
ques Az (t)=A(t), alors 


AO AE, (5.4.14) 


n— 1 


Qn(<1— 3 LD eat, (5.4.15) 


k=0 


Les estimations effectuées plus haut nous permettent de for- 
muler la très importante conclusion suivante: dans presque tous 
les cas la grandeur 


qgi(t) -.. n (t) 
n | 


est soit une bonne approximation pour la fonction @, (f), soit une 
borne supérieure de cette fonction. Remarquons qu'en prenant par 
excès la non-fiabilité Q, (f), par cela même nous prenons par excès 
la non-fiabilité de tout le système. Cela fait que nos prévisions seront 
quelque peu plus pires que la réalité. Tous ces raisonnements nous 
donnent le droit d'utiliser la formule approchée (5.4.5), du moins 
quand les non-fiabilités g, ({) sont suffisamment petites. La commodi- 
té de cette formule approchée réside, entre autres, en ce que pour cal- 
culer la fiabilité du groupe de réserve il nous suffit de connaître les 
valeurs des fiabilités des éléments uniquement à l'instant final #, 
alors que pour pouvoir utiliser la formule exacte (5.4.2) nous devons 
connaître le comportement de la fonction de fiabilité sur tout l'inter- 
valle (0, f). 

En conclusion comparons les réserves chargées et non chargées. 
Soient 


LTE To; . Tan 
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les temps aléatoires de fonctionnement des éléments principal et de 
réserve. Le temps aléatoire de fonctionnement du groupe de réserve 
pour le cas de la réserve chargée sera alors 


TA = max (tis: To, 545, Th), 
et pour le cas de la réserve non chargée 

Tertre + + Tn. 
Or, il est clair que 


1 2 
T{ ) = max (tv, To, Tn)LUHTV+H... Ltn= Zn. 


Nous en concluons: la réserve non chargée est dans tous les cas plus avan- 
tageuse que la réserve chargée *. 

Pour obtenir une comparaison quantitative entre ces deux types 
de réserve écrivons pour le cas de la réserve chargée la formule 
exacte 


Qn (£) = qu (£) g2(t) - qn (t) 
et pour le cas de la réserve non chargée la formule approchée 


(2) sy __91(t)g2(t) -.. qn (t) 
QP (20e 0 m0, 


Comme nous l'avons montré, dans l'intervalle de temps qui 
nous intéresse, cette dernière est valable, si les fonctions g, ({) 
sont approximativement linéaires. Il en découle que 


Q%? (t): 
autrement dit, lors du passage à la réserve non chargée la non-fiabi- 
lité diminue de n1! fois. Voyons, enfin, comment augmente le temps 
moyen. Supposons que tous les éléments ont une même fiabilité 
soumise à une loi exponentielle. 

Alors, pour la réserve chargée nous avons 


Q9 (Os rl] à 


1 
Toto, (1+5+ ET ++) S lmoy (In 2 + C) 


? ° 2 . 
et pour la réserve non chargée Tnt: Nous en tirons 


1 1 
TU, Tata Inn+c 
TC) n RL 
moy 


._ * Rappelons que les dispositifs de branchement sont considérés absolument 
sûrs. 
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Plus la multiplicité de la réserve est élevée, plus le gain ‘en 
temps moyen sera grand. Par exemple, pour z2—2 nous avons 
T{2) 4 


moy. __ 


D 0 


et pour r = 10 


$ 5.5. Réserve allégée 


Dans de nombreux cas il n’est pas avantageux d'utiliser la réserve 
chargée, car du fait des pannes des éléments de réserve elle ne donne 
pas le gain escompté en fiabilité. Par ailleurs nous ne pouvons non 
plus utiliser la réserve non chargée, car à partir de l'instant de 
branchement de l'élément jusqu’à l'instant, où il commence à fonc- 
tionner, il s'écoule un certain temps, l'élément « s’échauffe », 
alors que les conditions d'exploitation ne tolèrent pas de pause dans 
le fonctionnement de notre système. 

En pareils cas on applique souvent la réserve dite allégée, dont 
l’idée principale consiste en ce qu'avant la mise en service l'élément 
de réserve se trouve à un régime allégé et après être branché commen- 
ce à fonctionner à un régime normal. L'élément peut également tom- 
ber en panne alors qu'il se trouve en réserve, maïs, en général, avec 
une probabilité moindre. | 

Supposons que le groupe de réserve se compose d’un élément prin- 
cipal et de z — 1 éléments de réserve. Désignons par pf" (t) la fiabili- 


té du k-ième élément en état de fonctionnement et par pf (x, t) 
la probabilité conditionnelle pour que le k-ième élément de réserve 
ne tombe pas en panne en se trouvant à l’état de fonctionnement dans 
l'intervalle de temps (t, ft), sachant qu’il n’est pas tombé en panne 
dans l'intervalle (0, +) précédant sa mise en fonctionnement (+ est 
l'instant, où l'élément est branché). Chaque élément de réserve est 
branché à l’instant, où le dernier (dans le temps et non par ordre de 
numération) des éléments précédents tombe en panne. 
Désignons par 
Ts Tor ce.) Tr 


les temps aléatoires de fonctionnement des éléments principal et 
de réserve: soit 


Tr= max T4. 
1<i<R 


Il est évident qu’à l'instant T, a lieu la mise en service du 
(4 + 1)-ième élément. 
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Considérons la fonction 
Qu) =P {Tr <t. 


Il est clair que ©, (t) est la non-fiabilité de l'élément principal et 
Q, (+), la non-fiabilité du groupe de réserve formé de l'élément prin- 
cipal et du (4 — 1)-ième élément de réserve. Q@, (£) est la non-fiabi- 
lité cherchée de notre groupe de réserve. Notons encore que les temps 
aléatoires 7, dépendent l’un de l’autre, car la durée de vie de l’élé- 
ment de réserve dépend de l'instant de sa mise en service, autre- 
ment dit dépend des temps précédents T:. 

Etablissons la relation entre deux fonctions consécutives ©, (t) 


et Qn+1 (6) 


Quai (Et) = P {Try LE = P {Tr <t, Th CC t} = 
t 


= P{r<Ti<T+ dt, Thr Lt} = 


P {tas Lt] Tr =T} dOr (t). 


Ot—, ve 


Nous avons pour la probabilité 


Pts t|Ta=t}=1—P {ru > t|Ta=t} = 1 — ph (v) phta (r, à), 
d'où nous tirons 
t 


Quai (= | 11— pi (r) pl: Gr, D1dQ: (D. (5.51) 


0 


Comme Q, (ft), la non-fiabilité de l’élément principal, nous est connue, 
nous pouvons d’après cette formule déterminer successivement toutes 
les fonctions @, (t). Toutefois, l’application de cette formule est 
rendue difficile par le fait que nous ne connaissons habituellement 


pas la fonction p£ (x, 0). Sa détermination empirique nécessite un 
énorme matériel statistique, car cette fonction dépend de deux argu- 
ments. C’est pourquoi nous pouvons supposer en première approxi- 
mation que le fonctionnement de l'élément à mi-charge ne se réper- 
cute point sur sa fiabilité de fonctionnement à pleine charge. Nous 
avons alors 


pO (x, t)= ph) (t—7). 


Notons encore que les réserves chargée et non chargée sont des cas 
particuliers de la réserve allégée. 
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Nous avons pour la réserve chargée, en utilisant les notations 
doptées plus haut, 


PE” (x) = pa (r), pÉ° (x, t)= 


et pour la réserve non chargée 


Ph (t) 
PR (T) 


? 


pr (t)=1, ph (ts t)= pat"). 

Pour obtenir des formules efficaces pour la fiabilité du groupe de 
réserve dans le cas de la réserve allégée supposons que les fiabilités 
des éléments à l’état de fonctionnement comme au repos suivent une 
loi exponentielle et que la fiabilité de l'élément à l’état de fonction- 
nement ne dépend pas du temps passé au repos. Analysons d’abord 
le cas, où les fiabilités de tous les éléments sont identiques. Soient 
À, le risque de panne de l'élément au régime allégé, et À, le risque 
de panne de l’élément au régime de travail. Si jusqu’à l'instant con- 
sidéré (4 — 1) éléments sont tombés en panne, alors l'un des élé- 
ments non tombés en panne se trouve au régime de travail et les 
(n — k) autres au régime allégé. C'est pourquoi le risque global de 
panne est 


M=A+(n—k) À. 


Il est clair que notre processus est un cas particulier du processus 
de mort et nous pouvons appliquer toutes les formules que nous avons 
établies auparavant. 

Portant la grandeur À, dans la formule (5.3.4) nous obtenons 


A(A+HA) ... [At(n—1)à 
Qn (t)= (A+) L (n— 1) Le 
x | ePt dp 
4 pP(P+A)(Pp+A+X) ... [p+A+(n—1) A] | 


« 


Calculons la dérivée par rapport à { des deux membres de cette 
égalité et dans l'intégrale obtenue effectuons le changement de 
variables p + À —s. 
Qu (= -AUED-TALE DA À 
ue RE 2xti S(S+A)...[s+(n—1)À] 
A A A _ 
= À (1++) (145): . [1+ nya L AUX 
A2. (n—1) à estds 
2ni Js6+D..s+h-D 4 
On;tvoit aisément que le second facteur est la non-fiabilité du 


groupe de réserve composé de z2—1 éléments pour le cas de la 
réserve chargée. C'est pourquoi 


Qa(t)= A (1 ++) — [1 +] (—e-M)mie-at, 


21—0217 
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d’où nous tirons 
{ 

Qn (ét) = A (1++) _— [1+— 5) Î (A—e-M)Me-At di — 
0 


n—1 
A A 1e (A+) 
=A(1++).. [1 +57] ZONE — (5.5.2) 


Pour des faibles valeurs de nr et des fiabilités des éléments pas 
trop proches de l'unité il est commode d'employer cette formule. 
Dans le cas des fiabilités élevées on peut utiliser la formule (5.3.10) 
qui prend alors la forme 

Qn (#) = PE RE nt 122 À (5.5.3) 


n! 


L'erreur relative n'excède pas la valeur 
n— 1 
(A+ 2) +. 


Nous pouvons enfin utiliser pour calculer @, (t) la série (5.3.7). 

Considérons maintenant le cas le plus général, où les éléments 
possèdent des risques de panne différents. 

Soient À;, le risque de panne du k-ième élément au repos, et A:, 
le risque de panne du k-ième élément à l'état de fonctionnement. 

Lors de la considération de ce cas nous ne pouvons plus utiliser 
le schéma de mort, car le risque global de panne dépend non seule- 
ment du nombre des pannes s'étant produites jusque-là, mais aussi 
du fait quels sont les éléments qui sont tombés en panne. Pour déter- 
miner la fiabilité du groupe de réserve utilisons la formule générale 
pour la réserve allégée. 

Dans notre cas nous avons 


ph (t)=e "xt, ph (tr, t)=e 
Portant ces valeurs dans la formule (5.5.1), nous obtenons 


—ARCE-T) 


t 
_ A T-AL({-T) 
Qu (4) né | AT ART) GO (x), Le 


Q()—=1—e-At, 


Nous aurions pu alors calculer la fonction Q4(t), puisque tou- 
tes ces intégrales sont simples. Il est toutefois plus commode 
d'utiliser la transformation de Laplace. Soit 

ax (p)= | e PQ} (t) dt. 


0 
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Dérivant l'égalité (5.5.4) nous obtenons 


t 
Qh (6) = Qù-1 (4) —e 4 Qu 1 (6) + | Age RARE; (x) dr. 
0 


pt 


Multipliant cette égalité par e?° et intégrant en £ nous obtenons 


an (P) = Gn-(p)——À— ap (p +), 
FRS (5.5.5) 


A 
a; P)=FR- 


Nous en déterminons &; (p), qui, comme on le remarque aisément, 
est une fraction rationnelle dont les zéros du dénominateur sont 
connus 


A(p) _ À (p) 
PE BG) PP. + 


La transformation inverse de Laplace conduit à la formule 


n "_r _ 
Qn (£) — 1 2 Pret e-Phi. (5.5.6) 


(On aurait pu également obtenir une formule explicite pour @, (4), 

mais elle est trop volumineuse.) On détermine aisément de la formu- 

le (5.5.5) le temps moyen de fonctionnement du groupe de réserve. 
Soit 7 Ke le temps moyen de fonctionnement du groupe de réser- 

ve formé des k premiers éléments de notre grand groupe de réserve. 
Il est évident que 


TA — [Qi (t) dt = — a (0). 
0 


Dérivant (5.5.6) et posant p—0, nous obtenons 


15 — Hi A DE T FL PRE (Az), 
(5.5.7) 


(1) 1 
moy = A: ’ 


d’où nous pouvons déterminer la grandeur 7). Etablissons main- 


tenant une formule approchée pour @, ({) en supposant que les fia- 
bilités des éléments de réserve sont proches de l'unité. Cela signifie 
que les risques de panne À, et A, sont petits. Nous pouvons choisir 
une grande unité de temps pour que les grandeurs À, et A, ne soient 
pas petites. Il est alors évident que l'intervalle de temps sur lequel 
nous considérons notre groupe de réserve sera petit. 


21° 
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C'est pourquoi en établissant notre formule approchée nous pou- 
vons adopter le schéma suivant : les grandeurs À:, A, et n sont fixées 
et le temps { — (0. 

Développons la fonction Q, (f) en une série des puissances de # 


Qn (#) = Ant" + Bit .. 
(Le développement commence à partir de £", car, pour qu'au cours 
d’un petit intervalle de temps t les À premiers éléments de notre 
groupe de réserve soient tombés en panne, il faut que se soient pro- 
duites au moins * pannes, la probabilité de chaque panne étant de 
l'ordre de t, la probabilité de Æ pannes est de l'ordre de f".) 
Les grandeurs a; (p) auront alors le développement 
ARk! Bn(k+1)! 
an (p)= + AD. 
Portant cette expression dans la formule (5.5.5) et comparant les 
éléments des termes principaux nous obtenons 


A = 4x1 RTE el 


d’où 
A __ A4 (Az+ 2) (A3+ 243)... [An+(n—1)k] 
n — ” ES D > 


Comme le temps {—>0, nous obtenons, en conservant le premier 
terme du developpement suivant les puissances de f, la formule 
approchée 


Qn (4) Z A (Ai + À) RER °e (An + (nr —1) An] En. (5.5.8) 


(Comparez à (5.5.3).) 

A l'appui de cette formule posons et résolvons le problème suivant: 
dans quel ordre doit-on disposer les éléments de réserve pour que la fia- 
bilité du groupe de réserve soit maximale ? Il est intéressant de noter 
que dans le cas des réserves chargée et non chargée la fiabilité du 
groupe de réserve ne dépend pas de l’ordre des éléments. Supposons 
que l'ordre soit optimal. Dans ce cas la transposition de deux élé- 
ments voisins ne peut qu'accroître la fonction @, (+). 

C'est pourquoi 
Qn (1) __ M (A+)... [An +(k—1) An) es + Een [An (= 1)Anln 
<LÔ, (t)— A4 (A2+ 2). [An + ka] Mau 9 An+1]1-..[An+(n—1) An] en, 
où @, (t) est la non-fiabilité du groupe de réserve dans lequel les 
k-ième et (k4+1)-ième éléments ont été interchangés. 

Simplifiant les facteurs communs, nous obtenons 


[AR + (k— 1) An] (Anes + Anss) LAn + An) LA + (4 — 1) Ans] 
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ou, après quelques transformations, 
he À 
Ant An” 


d'où il découle que dans le cas de la disposition la plus avanta- 
geuse des éléments on doit avoir l'inégalité 
À2 Às Ân 
AE de (5.5.9) 
On peut donner aisément une interprétation physique de ces condi- 
tions : si les fiabilités de deux éléments en état de fonctionnement 
sont égales, il faut d’abord utiliser celui d’en- 
tre eux qui en régime allégé est le moins 
fiable, car dans ce cas il est plus probable que 
les deux éléments pourront fonctionner; au 
contraire, si les deux éléments sont également 
fiables en régime allégé, alors on doit conférer 
le premier rang à celui d'entre eux quiestle y, 
plus sûr en état de fonctionnement, car le pre- 
mier élément a plus de chances d’être utilisé 
que le suivant, lequel, au moment où son 
tour viendra, peut avec une plus grande pro- 
babilité tomber en panne. Les inégalités (5.5.9) 


donnent un sens quantitatif à ces représen- Pa 
tations. 
Bien que la réserve allégée comporte en Fig. 5.5.1 


tant que cas particuliers extrêmes la réserve 
chargée et la réserve non chargée, on ne doit pas penser qu'elle 
représente le schéma le plus général de réservation de l'élément. 

On aurait pu s’efforcer de construire par une voie uniquement 
déductive un tel schéma général, mais cela n’est pas nécessaire. 
Considérons plutôt deux schémas concrets qui nous indiqueront cer- 
taines voies d’une telle généralisation. 

1) Supposons que l'on ait un élément principal et nr — 1 éléments 
de réserve (fig. 5.5.1). Dans l’intervalle compris entre deux pannes 
voisines le risque de panne de chaque élément est constant et ne 
dépend que de la place qu'occupe cet élément dans la série des élé- 
ments non tombés en panne. 

Soient 1, le risque de panne de l'élément fonctionnant à l'ins- 
tant donné, et u2, le risque de panne de l'élément suivant non tombé 
en panne, etc. Grossièrement parlant, chacun des éléments non tom- 
bés en panne, au fur et à mesure que s'approche son tour de tomber 
en panne, s'’échauffe de plus en plus. Sur la figure 5.5.1 des cinq 
éléments deux ne sont pas tombés en panne. Si à l'instant £ s’est 
produite la (k — 1}-ième panne, le risque global de panne est alors 


Àn = Ho + +... + Un-h 
et nous sommes de nouveau en présence du schéma de mort. 
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2) Le second schéma [4] a un caractère différent. Dans certains 
systèmes radio-électroniques on distingue deux types de pannes, la 
rupture et le court-circuit. Si dans un circuit en série un court- 
circuit s’est produit, l'élément ne fonctionne pas, mais le courant 
le traverse de sorte que le fonctionnement des autres éléments n'est 
pas affecté. Au contraire, si c’est une rupture qui a eu lieu, tout le 
circuit est mis hors service. 

Dans le cas d’un couplage en parallèle, un court-circuit provoque 
la mise hors service de tous les éléments, car la résistance de l'élé- 
ment dans lequel s’est produit le court-circuit devient pratiquement 


n 
mm, 


Fig. 5.5.2 


nulle et le courant ne passe pas par les autres éléments. Par ailleurs, 
la rupture de l’un des éléments ne provoque pas la panne des autres. 

Ainsi, la réservation en cas d'un court-circuit consiste en un 
couplage en série et en cas d’une rupture, en un couplage de plusieurs 
branches en parallèle, et pour se garantir de ses deux sortes de pannes 
nous employons un couplage série-parallèle. Chaque branche com- 
porte nr éléments, et l’on compte m branches dans le circuit (fig. 5.5.2). 
Pour résoudre le problème supposons que les ruptures et les courts- 
circuits ne modifient pas la fiabilité des éléments, qui continuent 
à fonctionner. Nous estimerons également que si la rupture d'un 
élément a eu lieu, alors un court-circuit ne peut pas se produire, 
et inversement. 

Pour déterminer la fiabilité de tout le groupe de réserve introdui- 
sons les événements suivants. Désignons par À;; le fonctionnement 
normal de l'élément à de la j-ième branche, par B;;, la rupture de 
cet élément et par C:y, son court-circuit. Soit À; le fonctionnement 
normal de la j-ième branche; cet événement a lieu quand aucune 
rupture ne se produit et que dans un élément au moins on n'observe 
pas de court-circuit. Soit B; la rupture de la j-ième branche qui a lieu 
dans le cas, où se produit la rupture d’un élément au moins de cette 
branche. Soit C'; le court-circuit de la j-ième branche qui a lieu quand 
tous ses éléments sont court-circuités. 
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Soit enfin À le fonctionnement normal de tout le groupe de réser- 
ve. Ces divers événements sont liés entre eux par les relations: 


A5 = [[ (4i5+Ci5— II Gi, 
4=1 i—1 

B; = Il (Ai5 + Cri), 

C; — Il C3, 


A= Ï] (4;5+8B;)— IT B:. 
= 1 j=1 
Nous pouvons en tirer la fiabilité cherchée. Soit 


p=P (4i;), g=P(B:;), r=P(Ci;). 
Nous avons alors 
P(4;)=(p+r) =r", 
P(B)=1—(p+7r)", 
et la non-fiabilité du groupe de réserve est 
Pmn =P(A)=({—r")"—[1—(p+7r)"]". (5.5.10) 


Cette formule permet, par exemple, de calculer pour un nombre 
donné d'éléments de réserve NW = mn la longueur optimale des bran- 
ches pour laquelle la fiabilité P,,, est maximale. 

On étudie exactement de la même manière le schéma dans lequel 
les groupes d'éléments reliés en parallèle constituent une chaîne 
en série. Bien entendu, nous n'avons considéré qu'une variante des 
plus simples et, partant, pas très réelle de notre problème. Le schéma 
peut être compliqué de diverses manières ; il est rationnel, par exem- 
ple, d'estimer qu'après une rupture il ne peut pas se produire de court- 
circuit, mais qu'après un court-circuit il peut se produire une rupture et 
cela avec une autre probabilité ; il est également naturel de supposer 
que les courts-circuits dans la branche modifient la fiabilité de ses 
éléments et que la rupture d'une branche modifie la fiabilité des élé- 
ments des autres branches. 


$ 5.6. Prise en considération de la non-fiabilité 
des commutateurs 
Pour débrancher l'élément tombé en panne et brancher à sa 


place dans le système un élément de réserve il faut un certain dispo- 
sitif que nous appellerons dans ce qui suit commutateur. Bien entendu, 
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le rôle de ce « commutateur » peut être tenu par un opérateur, mais 
en règle générale dans ce cas il faudra un laps de temps appréciable 
pour trouver et remplacer l’élément défectueux. Là où de tels arrêts 
dans le fonctionnement du système sont absolument inadmissibles 
ou indésirables, on a recours à des commutateurs automatiques, qui 
à l'instant de la panne d’un élément branchent automatiquement 
l'élément suivant. 

Nous avons estimé jusqu'ici, lors du calcul de la fiabilité du 
groupe de réserve, que les commutateurs sont absolument sûrs, de 
sorte que nous ne les avons pas pris en considération. Cependant, 
les commutateurs réels peuvent eux aussi tomber en panne. Nous 
passerons maintenant au calcul de la fiabilité du groupe de réserve 
en tenant compte de ce facteur. 

Nous résolverons d'abord ce problème dans des hypothèses très 
simples. Nous estimerons que le commutateur ne peut tomber en 
panne qu’à l'instant de branchement et que la probabilité de cette 
panne ne dépend pas du numéro de l'élément de réserve que l’on 
branche, ni du temps de fonctionnement des éléments de réserve 
précédents. Nous supposerons enfin que le commutateur fonctionne 
également dans le cas, où il doit opérer le branchement d'un élément 
de réserve déjà tombé en panne. Nous pouvons alors considérer 
deux cas. 

Dans le premier cas le groupe de réserve tombe en panne dès que 
le commutateur tombe en panne (cela aura lieu, par exemple, dans 
le cas, où l’on a prévu un seul commutateur pour tous les éléments 
de réserve, ou dans le cas, où la panne de l’un des commutateurs 
entrave le fonctionnement des autres). 

Dans le second cas chaque élément de réserve possède son propre 
commutateur. Si l’un des commutateurs tombe en panne un autre 
vient le remplacer. 

Considérons séparément ces cas pour les réserves chargée et non 
chargée. Nous supposerons pour plus de simplicité que tous les élé- 
ments soient également fiables, et nous désignerons leur fiabilité 
par p (£) et leur non-fiabilité par g (t). 

a) Réserve chargée, premier cas. Le groupe de réserve se compose 
d'un élément principal, de r — 14 éléments de réserve et de nr — 1 
commutateurs. 

Soit A4 l'événement consistant en ce que le k-ième commutateur 
sera le premier à tomber en panne et 4,, l'événement consistant en 
ce que tous les commutateurs fonctionneront. Si & désigne la proba- 
bilité de la panne d’un commutateur, alors 


P{Ar}=a(1—a)"1, P{4,}=(1—a)""1. 


Si l'événement 4, a eu lieu, alors dans notre groupe de réserve 
fonctionneront l'élément principal et le (4 — 1)}-ième élément de 
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réserve. 
C'est pourquoi, en vertu de la formule des probabilités totales, 
la non-fiabilité du groupe de réserve sera 
n—i 


” k1 À nn _ 9a+pqt(Î—a)" 

Qn= D a tagt+(t—apig = ELEC. (5.6.1 
Avec la croissance de x cette non-fiabilité tend vers une limite 
différente de zéro 

ga 
Qu: 
C'est la non-fiabilité minimale que l’on peut atteindre dans le cas. 
considéré. 

Si p (t)}=e"Àt, nous pouvons calculer, en vertu de la formule. 

(5.6.1), le temps moyen 


n 
1 Ter (at 
Ter D — 


b) Réserve chargée, second cas. Soit 44 l'événement consistant 
en ce qu'au cours du fonctionnement du groupe de réserve X des- 
n—1 commutateurs ont fonctionné 


P(Ax:)=C#_, (1—a)"a" #1. 
La non-fiabilité du groupe de réserve est alors 


n— 1 
Qn ()= Chi(t—a) at #1g#i=g([({—a)g+al"1. (5.6.2) 


Dans ce cas Q, (i) tend vers zéro avec la croissance de 7 et, par con- 
séquent, en augmentant le nombre d'éléments de réserve, nous pou- 
vons atteindre une fiabilité aussi élevée que nous voulons du groupe de 
réserve. 

Si p (t) = et, le temps moyen de fonctionnement du groupe de 
réserve est 


n 
«n) 1 1— ah œ 1—an 
Bye + D + 
k=—1 
c) Réserve non chargée, premier cas. Supposons que l'événement. 
A, ait le même sens que dans le point a). Désignons par @, (t) la 
non-fiabilité du groupe de # éléments comportant des commutateurs 
absolument sûrs. Nous avons alors, en vertu de la formule des proba- 


bilités totales, 
n—1 


Qn ()= 2 P (Ar) Qn (t) = 2 a({—a} 10 (1) +(1—a)"10, (6). 
(5.6.3) 
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A l'appui de cette formule il n’est pas difficile de ARS le temps 


moyen de fonctionnement du groupe de réserve TG. Si fmoy est le 
temps moyen de fonctionnement de l'élément, alors 


n— 1 
—(1{—aœ\n 
y = = [> œ (1 — a)" 1k+ n (1 — a)" ] {moy = er {moy 
Rk=1 
(5.6.4) 


Le plus grand temps moyen auquel nous pouvons parvenir en 
augmentant indéfiniment le nombre d'éléments de réserve est 
fN=—+00 œ 
Si la fiabilité des éléments suit une loi exponentielle 


pt) —=e"M, 


nous pouvons obtenir une expression finie pour la non-fiabilité 
Q, (t). Dans ce cas nous avons 


At 


Rkh—1 
Que (ge dt D ex 
U s=0 


Portant ces valeurs dans la formule (5.6.3) et transformant la 
somme obtenue, nous parvenons à l'expression définitive 


n—i 
At (1— aœ)ls 
PAf(t) = 1—Qn (t) = Ha in et. (5.6.5) 
Avec la croissance de x la fiabilité tend vers la limite 


lim P, (t) = > Ma, At — e-0it, 


N—+00 
8—=0 


Cette égalité montre que dans le cas des commutateurs non fiables 
du premier type la fiabilité ne peut être rendue aussi élevée que l’on 
veut. 


Si Àt & 1, on peut utiliser la formule approchée 
Qu () ant+ 10 or, (5.6.6) 


Il en découle, par ailleurs, qu’il n’est pas rationnel de prendre 
de nombre d'éléments de réserve très élevé. Si 


[At Li & at, 
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l'adjonction d'éléments de réserve complémentaires n’augmente pas 
notablement la fiabilité. Par exemple, si Àt = 0,1; &« — 0,01, il n’est 
pas rationnel d’avoir plus de deux éléments de réserve, puisque 


QU < 0,001. 


d) Réserve non chargée, second cas. Supposons que l'événement 


A, ait le même sens que dans le point b) et que @, (t) désigne, comme 
auparavant, la non-fiabilité du groupe de k éléments dont les commu- 
tateurs sont absolument sûrs. Dans ce cas nous avons 


n- 1 
Qn (t) = 2 Ch, (1— a)" a" "10 (4). (5.6.7) 
On peut montrer qu’à la différence du cas précédent 
lim @Q, (t) = 1. 


Cela signifie qu’en augmentant le nombre d'éléments de réserve, 
on peut atteindre une fiabilité aussi élevée que l’on veut du groupe 
de réserve. La formule (5.6.7) permet de calculer aisément le temps 
moyen de fonctionnement du groupe de réserve 

n—1 
Toy = lmoy 21 Ch (1— a) a" 1(k+ 1) = 

R=U 


= tmoy (1 +(2—1)(1—«)]. (5.6.8) 


Dans le cas de la loi exponentielle p(f)—=e-t, la formule (5.6.7) 
est de la forme 


n—1 At 


QnO=D Chit-o) at (Herdz (5.6.9) 
R—0 


(t) 


et ne peut plus être simplifiée. 

Elle permet toutefois d'obtenir de simples formules approchées. 
Si, par exemple, Àt € 1, on peut alors calculer les valeurs approchées 
des intégrales et poser 

Àt 
zh (At)R+FI 
0 


et si les probabilités & sont petites, il suffit de conserver dans la 
somme (5.6.9) un ou deux derniers termes seulement. 

Les problèmes que nous avons considérés n’épuisent pas, bien 
entendu, tous les cas qui peuvent se présenter lors de la réservation 
avec des commutateurs non fiables. 

En premier lieu, les commutateurs peuvent tomber en panne non 
seulement à l'instant de branchement, mais aussi à d’autres instants. 
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En second lieu, le commutateur peut parfois fonctionner spontané- 
ment à un instant aléatoire du temps et brancher un élément de ré- 
serve, alors que cela n’est pas encore nécessaire. Nous appellerons un 
tel événement la commutation erronée. 

Il s’est avéré possible de résoudre le problème, c’est-à-dire de 
trouver la fiabilité du groupe de réserve en tenant compte de ces deux 
facteurs. 

Considérons la réserve non chargée. Supposons que le groupe de 
réserve se compose de l’élément principal et de z éléments de réserve 
dont la fiabilité suit une loi exponentielle 


p(t}=erÀt. 


Nous supposons encore que la panne du commutateur ne soit pas 
réparable, autrement dit, après une telle panne le groupe de réserve 
cesse de fonctionner quand tombe en panne l’élément de réserve 
durant le fonctionnement duquel le commutateur est tombé en 
panne. 

Comme nous l’avons mentionné plus haut, la panne du commuta- 
teur peut être de deux types. C’est, en premier lieu, une panne « gra- 
duelle », se produisant durant le fonctionnement de l'un des élé- 
ments. Nous estimerons que le temps s’écoulant avant qu'une telle 
panne se produise est distribué suivant une loi exponentielle de para- 
mètre u. En second lieu, le commutateur peut tomber en panne 
à l'instant de branchement. Nous désignerons par & la probabilité 
de cet événement. 

Nous estimons que les pannes des deux types sont indépendantes. 
En outre, nous supposons l'indépendance de l'apparition des pannes 
aux instants de commutation. Supposons encore que le flux des 
commutations erronées soit poissonien de paramètre v et que les 
commutations erronées puissent se produire tant que le commutateur 
fonctionne. Nous estimerons, enfin, que les pannes des éléments, les 
pannes du commutateur et les commutations erronées sont indépen- 
dantes. 

Construisons un processus de Markov décrivant le fonctionnement 
de notre groupe de réserve et élaborons le système d'équations diffé- 
rentielles qui lui correspond ; résolvant ce système nous trouverons 
la fiabilité cherchée du groupe de réserve. 

Numérotons les éléments, en affectant l'élément principal de 
l'indice 0 et les éléments de réserve des indices 1, 2, 3, ..., n. 

Introduisons les états suivants caractérisant le fonctionnement 
du groupe de réserve : 


(k, 1), k=0, 1,...,n, 


le k-ième élément fonctionne et le commutateur est en bon état : 
(k, 0), k=0, 1,..., n, 
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le k-ième élément fonctionne et le commutateur est défectueux ; 
(0), le groupe de réserve ne fonctionne pas. Désignons respecti- 
vement la probabilité de ces états à l'instant £ par 

Px1(£); Pno(t), Po (ét). 


Il est évident que po (t) est la non-fiabilité cherchée du groupe de 
réserve. Au cours d’un intervalle de temps infiniment petit Af les 
passages suivants d’un état à l’autre sont possibles: 


1) (k, 1)—>(k+1,1), kA<n, 


il s’est produit soit la panne du Æ-ième élément, soit la commu- 
tation erronée durant laquelle le commutateur a fonctionné. La 
probabilité de cet événement est (À + v) (1 — œ) At + o (At). 


2) (k, 1) —(&, 0), 


le commutateur est tombé en panne. La probabilité de cet évé- 
nement est At + o (Ai). 


3) (k, 1) — (0), 


il s’est produit soit la panne de l'élément, soit la commutation 
erronée et le commutateur n’a pas fonctionné. La probabilité de 
cet événement est (À + v) «At + o (At). 


4) (k, 1) — (k, 1), 
l'état du système n'a pas changé. La probabilité de cet événe- 
ment est 1—(À—u + v) At + o (A). 

à) (nr, 1) — (7, 0), 
le commutateur est tombé en panne. La probabilité de cet évé- 
nement est At + o (At). 

6) (x, 1) — (0), 


le dernier élément est tombé en panne ou une commutation 
erronée s'est produite. La probabitité de cet événement est 
(À + v) At + 0 (Ab), 


1) (a, 1) — (2, 1), 
l'état du système n’a pas change. 
8) (4x, 0) —+ (0), k—=0, 1, 2, ..., 7, 


un élément est tombé en panne. La probabilité de cet événement 
est ÀAt + 0 (Af). 


9) (x, 0) — (0), 
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aucune modification n’a eu lieu. La probabilité de cet événement 
est 1—AAt + o (At). 

10) (0) —> (0), 
cet événement a une probabilité unité. 


Il est aisé maintenant de composer le système d'équations 
différentielles 


Po = —(À +u+v) Dos À 
Phi=(À+v)(1—@) pri, —(À + U+V) Pas 
k=1, 2, :::2n; 
EL k=0, 1, | 


=" Phi (À + V) & + pra (À + v) + D Pro. 


(5.6.10) 


Les conditions initiales sont 
Poi (0) —1, pr(0)=0, &—0, 
Pro(0)=0, po(0) = 0. 
Pour résoudre ce système utilisons la transformation de La- 
place et introduisons les fonctions 


oo 


NOEL | Pu(t)e-‘' dt, 
0 


ao (2) = Pro (t) e-“! dt, 


a(9= | pot)e "dt. 
0 


Le système s'écrit alors pour ces fonctions, compte tenu des 
conditions initiales, sous la forme 
—1+ 220 = —(À ++ v) ai; 
zah; = (À + v) (1—@) ans, —(À ++ V) ar, 
Zaho — MARy — Àako: 


n—1 


za=a(À+v) ar+ani (A +V) +X À ŒRo- 


La solution de ce système se trouve simplifiée grâce au fait qu'il se 
scinde en trois sous-systèmes. Résolvant le premier d’entre eux nous 
trouvons az; portant cette valeur dans le second sous-système nous 
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trouvons ao et portant ces deux valeurs dans la dernière équation 
nous trouvons ao (2). Le résultat des calculs nous donne 


au (= RENE 
is (+) 
| : A Ë 
Cire ire 9 GHANA 


où À—Àu+v et sit Nous en tirons 


an+ 1 


_ = 7 2 
2ap= | a (à + v) + D RENTE + (66.11) 


Effectuant la transformation inverse de Laplace nous pouvons obte- 
nir une expression explicite pour p, ({t) sous forme d’une somme volu- 
mineuse de termes du type poissonien. Pour des petites valeurs de # 
cette somme peut d’ailleurs être aisément calculée. A l'appui de 
(5.6.11) on peut facilement calculer le temps moyen de fonctionne- 
ment du groupe de réserve 
: (=) 
T = (144) 2 — (5.6.12) 
da À À — ° Lo 

Il n’est pas difficile à l’aide de cette formule d'établir comment les 
paramètres À, u, v, & influent sur la fiabilité du groupe de réserve. 


$ 5.7. Quelques questions essentielles 
de la réservation des systèmes 


L’échelle de la réservation. Au cours de la réservation du système 
une réserve peut être prévue soit pour certains éléments du système, 
soit pour des blocs d'éléments, soit pour le système en entier. Nous 
appellerons échelle de réservation le niveau de réservation du système. 
Plus grande est la partie du système pour laquelle une unité de réser- 
ve est constituée, plus l'échelle de réservation est grande. 

Démontrons que tant pour la réserve chargée que pour la réserve 
non chargée, toute augmentation de l'échelle de réservation fait 
diminuer la fiabilité du système. On peut se représenter toute augmen- 
tation de l’échelle de réservation de la manière suivante: 

Le système comporte m parties et chacune de ses parties possède n par- 
lies semblables de réserve (fig. 5.7.1). Ces parties forment dans le syste- 
me un certain bloc. Réunissant toutes les premières, secondes, eic., par- 
ties de réserve, nous obtenons n blocs de réserve, semblables aux nôtres. 
Nous voulons démontrer que la fiabilité du système décroît lors d'une 
telle réunion des réserves. 

On peut se représenter toute réunion de la réserve des parties du 
système comme une réunion en série de la réserve des couples de par- 
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ties; par exemple, en réunissant la réserve de la première et de la 
seconde partie, nous obtenons une nouvelle partie du système, nous 
réunissons sa réserve avec celle de la troisième partie du système, 
etc. C'est pourquoi lors de la démonstration de notre assertion nous 
pouvons nous borner à considérer le cas, où l’on réunit les réserves 
de deux parties du système. La réunion de la réserve de ces deux 


a) @ 


Fig. 5.7.1 Fig. 5.7.2 


parties peut être considérée successivement comme la réunion de 
tous les premiers éléments de réserve, puis de tous les seconds, etc. 
J1 en découle que lors de la démonstration de notre affirmation nous 
pouvons nous borner au cas, où chacune des deux parties du système 
possède une partie de réserve (fig. 5.7.2). Considérons ainsi deux par- 
ties doubles du système. Nous désignerons chacune de ces quatre 
parties par le terme familier d’élément. 

Soient Ti, T;, T2, T. les temps aléatoires de fonctionnement des 
éléments principaux et de leurs réserves. Nous allons comparer deux 
procédés de réservation et nous voulons montrer que dans le second 
cas la fiabilité de ce groupe de quatre éléments ne sera pas supérieure 
à sa fiabilité dans le premier cas. 

Considérons séparément le cas de la réserve chargée et non chargée. 

Réserve chargée. Le temps de fonctionnement du groupe pour le 
premier schéma s'exprime sous la forme 


T,—= min [max(t;. %), max(t:, Tt.)]. 
pour le second schéma 
T;= max [min (t%, T2), min (xt, T;)]. 
Or, il est évident que 
T< max (Ts T4) 
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et 
T,< Max (T2, T:). 
Par conséquent, nous avons 
T,<min [max (c, ti), max(r, t)]= Ti. 
Mais l'inégalité 
T2 LT: 
signifie que pour le second schéma la fiabilité n’est pas plus 
grande que pour le premier schéma. 
Réserve non chargée. Les temps aléatoires de fonctionnement 
de notre groupe s'expriment ainsi: 
Ti=min{((t+t), (t+7%)], 
T;= min {(t:, T)+ min (t;, t). 
Or, il est évident que 
Tr<T+TU et TL +. 
Par conséquent, nous avons 
T,< min [(t:+ 7%), (+ t)]= Ti, 


et nous retrouvons le même résultat. Il est intéressant de noter que 
cette conclusion ne dépend nullement de la loi de fiabilité de l’élé- 
ment. Ainsi, plus l'échelle de la réservation est grande, plus la fiabilité 
est faible. 


©--O © 


Fig. 5.7.3 


Réserve mouvante. Le système se compose habituellement de 
groupes d’éléments identiques. Dans ce cas, au lieu de former une 
réserve pour chaque élément particulier, on peut réunir tous les 
éléments de réserve et élaborer ainsi une réserve dite mouvante 
(fig. 5.7.3). 

Ainsi, on dispose d’un groupe d'éléments principaux identiques 
(interchangeables) et d’un groupe d'éléments de réserve. Quand l’uu 
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des éléments principaux tombe en panne, il est remplacé par l’élé- 
ment suivant de la réserve. La panne de tout le groupe de réserve 
a lieu à l’instant de la panne de l’un des éléments principaux après 
que l’on ait épuisé tous les éléments de la réserve (qui ont été utilisés 
ou sont tombés en panne en attendant leur tour d'être utilisés). 

On peut calculer aisément la fiabilité du groupe de réserve dans 
le cas d’une réserve mouvante. 

Nous supposerons que les fiabilités de tous les éléments, princi- 
paux et de réserve, sont identiques et égales à p (t) et les non-fiabi- 
lités, à g (t). Considérons séparément les cas de réserves chargée et 
non chargée. 

Réserve chargée. Soient », le nombre d'éléments principaux, et 
m, le nombre d'éléments de réserve. Il est évident que notre groupe 
de réserve ne tombera pas en panne au cours du temps £{ quand et 
seulement quand il ne se produira pas plus de m pannes au cours de 
ce laps de temps. 

Par conséquent, la fiabilité du groupe de réserve est 


Prm(t)= D Cning" (4) pt (+). (5.7.1) 
k=—0 
Si la fiabilité suit une loi exponentielle 


p(t)=e"#, 
on calcule aisément le temps moyen (cf. $ 5.3) 


T 1 1 


1 


Réserve non chargée. Dans le cas général, la fiabilité s'exprime 
sous une forme très compliquée au moyen des intégrales du type de 
convolution et même le temps moyen a une forme compliquée. 
C'est pourquoi nous supposerons que la fiabilité suit la loi exponen- 
tielle 


p(t)=erit. 
Dans ce cas on calcule aisément que la fiabilité du groupe 
de réserve est 


00 _— m an 
Pam (4) = | -E dx = > CL e-mu, (5.7.3) 
nl k=0 


étant donné que l'intensité globale de panne est égale à nA et que le 

fonctionnement du groupe de réserve cesse à l'instant de la 
(m + 1}-ième panne. Le temps moyen de fonctionnement est 
1 = 

Tum= 2. (5.7.4) 


nÀ 
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Considérons en conclusion de ce paragraphe la question générale 
suivante : supposons que l'on ait deux groupes à réserve mouvante, 
dont l’un comprend n, éléments principaux et m, éléments de réserve 
et l’autre r2 éléments principaux et m2 éléments de réserve. Nous 
réunissons ces deux groupes, de sorte que le groupe unifié compor- 
tera n, + n° éléments principaux et m; + m2 éléments de réserve. 
La fiabilité du système s'élèvera-t-elle par suite d'une telle réunion ? 

Démontrons pour le cas de la fiabilité identique de tous les élé- 
ments entrant dans ces groupes que la réunion des réserves de ces 
groupes augmente toujours la fiabilité du système. 


Soient T;, T., 1, . . . les instants successifs des pannes des élé- 
ments (principaux et de réserve) du premier groupe, Ti, Ti, - - » 


les instants successifs des pannes des éléments du second groupe. 
Le premier groupe tombe alors en panne à l'instant & = tu,+: 
et le second groupe, à l'instant £” = t:.411. Par conséquent, le groupe, 
formé par la réunion de ces deux groupes tombe en panne à l'instant 
t = min (£{’, {”). Nous porterons les pannes des deux groupes sur 
un même axe et nous désignerons les instants des pannes du groupe 
unifié par 
Tito To, Ty re 


Si nous réunissons des réserves de ces deux groupes, la panne 
du groupe unifié se produira à l'instant {> —Tm;tm2+1. Supposons 
pour fixer les idées que 


Tmi+1 Tmz+1° 


Dans ce cas jusqu'à l'instant t»,:1 ont eu lieu pas plus de m 
pannes du second groupe et, par conséquent, 


Li = Tmy+1 = Th L'Tmytmet1 — 2. 


Cela signifie que la panne du groupe unifié à réserve commune n'aura 
pas lieu avant la panne de ce groupe avec les réserves séparées. On 
peut estimer le gain obtenu lors de la réunion des réserves et compa- 
rer quantitativement les temps moyens de fonctionnement dans l’un 
et l’autre cas. Si la fiabilité du système suit une loi exponentielle 


p(t) = et, le temps moyen de fonctionnement sera pour le cas 
des réserves séparées ol à 


dé k 
n n° 
li En CA 
—=0 k=0 
et pour le cas d'une ne commune à 


___Mit Ma 
P2= A (nt) | 


On peut évaluer pour des cas concrets à l’aide de ces formules le 
gain susceptible d’être obtenu au moyen de la réunion des réserves. 


22* 
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Elles permettent également de conclure que le gain minimal sera 
assuré dans le cas, où 


ni Te 
Il n’est pas difficile de le comprendre d’un point de vue physique, 
car dans ce cas les deux groupes tombent en panne en moyenne simul- 
tanément, de sorte que la réunion de la réserve n'apporte presque 
aucun avantage. 

La réserve mouvante donne un gain fort appréciable de fiabilité, 
mais il faut avoir en vue dans les applications concrètes un autre 
côté purement technique du problème : si le remplacement de l'élé- 
ment tombé en panne est effectué non pas par une personne mais par 
un dispositif automatique, la réserve mouvante exige une énorme 
quantité de connexions et de commutateurs, puisque chaque élé- 
ment de réserve doit être réuni avec chaque élément principal. Cette 
circonstance dévalorise sensiblement l’idée de la réserve mouvante. 


Chapitre 6 
RÉSERVATION AVEC RENOUVELLEMENT 


$ 6.1. Introduction 


En étudiant la réservation dans le chapitre précédent, nous avons 
supposé que les éléments tombés en panne ne sont pas renouvelés. 
On a souvent recours en pratique au renouvellement pour élever la 
fiabilité du système et augmenter sa durée de service. Il est naturel 
que pour décrire quantitativement le fonctionnement de tels systè- 
mes il a fallu créer les méthodes et les modèles mathématiques corres- 
pondants. Il s'est alors avéré que les systèmes dans lesquels a lieu 
le renouvellement sont bien décrits par les méthodes de la théorie des 
phénomènes d'attente. On a découvert que de nombreux problèmes 
qui se posent en théorie de la fiabilité sont mathématiquement iden- 
tiques aux problèmes connus de la théorie des phénomènes d'attente. 
De nombreux problèmes de la théorie de la fiabilité peuvent ainsi 
être traduits dans le langage de la théorie des phénomènes d'attente, 
si par exemple on remplace le terme « demande » par le terme « panne» 
et le terme « service » par le terme « réparation ». 

La liaison reconnue entre la théorie de la fiabilité et la théorie 
des phénomènes d’attente a enrichi ces deux disciplines scientifiques. 
On peut ainsi utiliser en théorie de la fiabilité les méthodes et les 
solutions toutes prêtes de la théorie des phénomènes d'attente. Par 
ailleurs, de nouvelles idées, de nouvelles positions des problèmes 
provenant de l'interprétation sous l’angle de la théorie de la fiabi- 
lité apparurent en théorie des phénomènes d'attente. 

Quand on étudie la réservation avec renouvellement, on suppose 
habituellement que la durée de vie est distribuée suivant une loi expo- 
nentielle. Dans ces conditions le fonctionnement du système est 
toujours décrit par un processus homogène de Markov, avec un nombre 
fini (parfois dénombrable) d'états. Le plus souvent on se borne à 
l'étude des processus en régime permanent, et alors le problème de 
la description du fonctionnement du système se ramène à la résolu- 
tion d'un système d'équations algébriques. 

Dans de nombreux problèmes de ce genre on utilise avec succès 
le processus dit de naissance et de mort que l’on appliquait auparavant 
en théorie des phénomènes d'attente, en biologie, en médecine, etc. 

Dans le présent chapitre ce processus sera étudié en détail et appli- 
qué au cas des problèmes de la théorie de la fiabilité. Nous avons 
déjà mentionné plus haut que lors de la description d’un système 
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avec renouvellement, on suppose habituellement que toutes les lois 
de distribution sont des lois exponentielles. Il semble, toutefois, que 
pour la plupart des systèmes ces suppositions ne sont pas justes, ainsi, 
par exemple, le temps de renouvellement n'est presque jamais dis- 
tribué, même approximativement, suivant une loi exponentielle. 
Néanmoins, aujourd’hui encore presque tous les problèmes de la 
théorie de la fiabilité sont résolus dans l'hypothèse des distributions 
exponentielles. Le fait est qu'il n’y a pas d'autre issue ; si l’on rejette 
l'hypothèse suivant laquelle les lois de distribution sont exponentiel- 
les, tous les problèmes se compliquent énormément. Ces dernières 
années on a résolu en théorie des phénomènes d'attente divers pro- 
blèmes pour lesquels une partie des lois de distribution ou même 
toutes les lois de distribution sont arbitraires. On a élaboré des mé- 
thodes de résolution de ces problèmes (théories des chaînes de Markov 
incluses, méthode des équations intégro-différentielles, méthodes 
utilisant l'identité de Spitzer, etc.). Ces méthodes sont malheu- 
reusement très peu appliquées en théorie de la fiabilité. La cause 
réside non seulement dans le fait que ces méthodes sont compliquées 
et difficilement accessibles aux ingénieurs, mais également dans ce 
que la résolution de ces problèmes conduit à des formules volumi- 
neuses, se prêtant difficilement aux calculs. 

I1 semble que la seule voie, capable de franchir ce fossé entre la 
théorie ayant donné la solution de nombreux problèmes et la pratique 
qui ne peut utiliser ces solutions, consiste à rechercher des formules 
approchées, à démontrer divers théorèmes asymptotiques, dont on 
peut dégager des formules approchées. 

Nous accordons dans ce chapitre une grande attention à l’établis- 
sement des formules approchées. Nous considérons spécialement le 
cas du doublage, quand le groupe de réserve se compose de deux élé- 
ments. Tous les problèmes que l'on peut poser dans ce cas se résol- 
vent dans des hypothèses très larges. 


$ 6.2. Doublage avec renouvellement * 


Nous considérerons tout d’abord le cas le plus simple de réserva- 
tion, le doublage, quand à chaque élément en fonctionnement on 
associe un élément de réserve, qui, en cas de panne de l'élément en 
fonctionnement, vient le remplacer. Nous appellerons succinctement 
le groupe de réserve composé de deux éléments un couple. 

En théorie de la réservation sans renouvellement il n'était pas 
important d'étudier séparément ce cas. Maintenant que nous avons 
entrepris l'étude de la réservation avec le renouvellement des élé- 


* Les résultats de ce paragraphe appartiennent principalement à B. Gné- 
denko. 
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ments tombés en panne, il est raisonnable de considérer séparément 
le cas de doublage, étant donné que cela nous permet de résoudre de 
nombreux problèmes dans des hypothèses les plus générales [1] à [4]. 
1°. Supposons tout d’abord que la durée de vie de l'élément suit 
une loi exponentielle et que le temps de renouvellement (ou de ré- 
paration) est arbitrairement distribué. Considérons le cas général 
d'une réserve allégée. Soient À, le risque de panne de l'élément en 
fonctionnement, À, le risque de panne de l'élément de réserve, et 
G (t), la loi de distribution du temps de réparation. Il est évident 
que pour À, = Ô nous obtenons le cas de la réserve non chargée, 
et pour À = À,, le cas de la réserve chargée. Nous estimons que les 
deux éléments, principal et de réserve, sont identiques mais qu’à 
l'état de réserve le risque de panne est moindre qu'à l’état de fonc- 
tionnement. Quand l'élément principal tombe en panne, il est 
immédiatement remplacé par l'élément de réserve ; l'élément princi- 
pal commence alors à être renouvelé, et après renouvellement prend 
place dans la réserve. À ce moment les rôles de l'élément principal 
et de réserve sont inversés. Nous appellerons cycle la distance entre 
deux instants consécutifs de renouvellement. Il est clair que tous les 
cycles sont indépendants et identiquement distribués. La panne de 
notre couple se produit quand au cours d’un cycle quelconque de 
renouvellement de l’un des éléments l'autre tombe en panne. 

Désignons par p (t) la probabilité de fonctionnement sans défail- 
lance du couple jusqu'à l'instant t. On compose aisément l'équation 
intégrale de la probabilité p (t). L'événement consistant dans le fonc- 
tionnement sans défaillance du couple durant (0, t{) se décompose 
en les événements incompatibles suivants: 

4) La première panne a lieu après l'instant t. La probabilité 
de cet événement est e-(4+AM)t, 

2) La première panne a lieu avant l'instant f, mais le premier 
cycle se termine après l'instant {. L'élément de réserve, branché 
à l'instant de la panne, fonctionne sans défaillance jusqu’à l’ins- 
tant #4. La probabilité de cet événement est 


t 
| (AH A)e-GHAOx [1 —G(t—x)] e-A-5 dx. 
0 


3) Le premier cycle se termine avant l'instant £, le second élé- 
ment fonctionne sans défaillance durant le premier renouvellement 
et au cours du laps de temps restant jusqu'à l’instant £ le couple 
fonctionne sans défaillance. La probabilité de cet événement est 


t x 
| p(t—x) dx | (A+) e- A HAI-AMX-2) 9 (x — 2) dz, 
0 0 


où g(rz)=G’(x). 
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Ajoutant ces trois probabilités, nous obtenons évidemment 
la probabilité cherchée 
t 


p(t}=e-AHitte-M(i+ A) | e-ME [{—G(t—x)] dr + 


{ x 


+ ptet) ds (e-wig(r—2)dz. (6.2.1) 
U (1) 
Nous avons obtenu une équation intégrale de la forme 


p()=A(+ | pt—2)8 (x) d2, 


t 
A(t)=e-G+Atpe-At(i +) | e-Mx[1—G(t—2x)] dx, 
0 


t 
B(t)}=e-M(à+A) | e-Mg(t—2) dz. 
0 


Nous pouvons en obtenir un développement en série de la proba- 
bilité p(£) : 
p(t)=Bot+B:(t)+B(t)+...+B(t)+..., (6.2.2) 


t 
Bolt)=A(t), Bnr(é) = | Bnlt—x) B(x)dz. 


Si le temps f est petit par rapport à la durée moyenne du cycle, on 
peut utiliser cette série pour calculer la probabilité p ({), car elle 
converge rapidement, et les deux ou trois premiers termes donnent 
une valeur suffisamment exacte de la série. Si le temps f est grand, la 
série (6.2.2) n’est pratiquement d'aucune utilité. En pratique, le 
cas intéressant est précisément celui pour lequel la probabilité de 
la panne du couple au cours d'un seul cycle, égale à 


©œo 


a=1— | e-MdG(t)= | (1—e-t) dG (+), 


est petite, et par conséquent, la durée moyenne de vie du couple est 
de nombreuses fois plus grande que la durée moyenne du cycle. 
Pour étudier le comportement asymptotique de la probabilité p (6) 
quand & —+ 0, appliquons la transformation de Laplace. Introduisons 
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les notations 


a(s)= \e-“A()dt, c(s)= \ ee“ dG(t), 


b(s)= | e“B(t)dt, p(s)=— L tp (t) dé. 


Er O3 9 


Nous calculons aisément les fonctions 4 et b(s): 


_ s+A+A+M)—e(s+A)] __ A+M)c(s+2) 
een à OR à 


De l'équation (6.2.1) nous obtenons 


Si + est la durée aléatoire de vie du couple, nous avons 
P{t>1t}=p(t). 
Nous en tirons la durée moyenne de vie du couple 
 ooa=oo-+Ht+M—eE) 
To= | Pa 0 0) A FCO 


_+(+hi)a 1, 1 

Giga 4 TU pipe 
Si le renouvellement des éléments n'avait pas eu lieu, la durée 
moyenne de vie du couple aurait été 


= 


(6.2.4) 


1 1 
À+A EE ve 
Par conséquent, le renouvellement donne un gain pour la durée 
moyenne de vie égal à 
To _ A+ à 
Ts 24h F (24+Ay)a (65459) 
Plus la probabilité & de la panne du couple au cours d’un cycle est 
petite, plus le gain est grand. 
Etudions maintenant le comportement asymptotique de la pro- 
babilite p (t). À cette fin remarquons que quand & —+ 0 
1 
T = Mt = ————., 
. (A+ M) œ 
C'est pourquoi il est naturel de s’attendre à ce que la distribution 
de la valeur normée at convergera vers une certaine distribution 
limite. Il n’est pas difficile de trouver la distribution de la grandeur 


P{at>t}=p (=) : 
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La transformation de Laplace de cette fonction est 


7 as+ A+ (à +) [1 —c (as +à)] 
[e p (+) d=ap(as)=a (as +R EM as—(REM)e(as+A)] | 


Û 


Supposons maintenant que les paramètres À et À, sont fixés et que 
la loi de distribution G(t) varie de telle sorte que 


a=— | [1—e-M] dG (4) —+ 0. 


Effectuons l'estimation auxiliaire 


(ee) 


c(À)—c (as + À) = | e-M(1—e-cst) dG (1) 


0 


Las ( tent dG (1) < € 2 [ee M) dG (1) = +, 
U 
autrement dit, 


c(A)—c(as+A)= 280, où 0<8<1. 


Par conséquent, quand & — 0 uniformément pour tout intervalle 
fini de variation de s, on a 
S 
e) ; 


5 j) FA 


és LR UX) (a 
(as+-3) | as+ (A+) ( 


Nous avons ainsi démontré la proposition suivante : 
Si À et À sont fixés, et 


a= | (1—e- M) dG (t) + 0, 


ap (as) = @ 


=») 


alors 
lim P{ar>t#}—e-tt+ant, (6.2.6) 
a»0 


Il en découle que pour « petit la probabilité de fonctionnement 
sans défaillance du couple au cours du temps £ s'exprime par la 
formule approchée 


p{t) &e-4FA)at, (6.2.7) 
Une étude plus détaillée montre qu'il est préférable d'utiliser une 
autre formule approchée 
t 
pitize T, (6.2.8) 
où la valeur de T7, est prise de (6.2.4). 
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Si l'erreur relative de la formule (6.2.7) est de l’ordre de @&, l'erreur 
relative de la formule (6.2.8) est de l’ordre de &°. Une certaine incom- 
modité de ces formules réside dans le fait que, pour les utiliser, il 
faut connaître la valeur de &. Si, quand & —+ 0, la variation de la 
loi G (t) est telle que 


(A)? dG (t) : 
ut (6.2.9) 
À ae 46 ( | Mt 2: 

U 


(où trep est le temps aléatoire de la réparation), alors comme on 
le voit aisément, 


a— | (1—e-At) dG (1) = f [au —0 ] dG (t) = 


À? " 
= ÀMteép — 86: . Mt'ép 


où 0<86, 86, <1, et alors il découle de (6.2.9) que 


Hot 1. 
Ainsi, si & est petit et si 
MMriep  AMtrep; 
alors AMrt:4 Æ @ et on a la formule approchée 
pt) &e-GFAHaATiE, (6.2.10) 
où 
T, —= Mrrép- 


Cela signifie que la loi asymptotique de distribution de la durée 
de vie du couple ne dépend pas de la loi de distribution du temps de 
renouvellement G (t), mais dépend uniquement du temps moyen de 
renouvellement 7,. Notons encore, que l’on peut aisément effectuer 
la vérification statistique de la condition (6.2.9). 

2°. Nous avons considéré plus haut le doublage avec renouvelle- 
ment pour le cas, où les durées de vie des éléments en fonctionnement 
et de réserve suivent une loi de distribution exponentielle. Dans di- 
vers cas cette supposition est fausse, et l’on doit considérer le cas 
général quand la durée de vie et le temps de renouvellement sont arbi- 
trairement distribués. Considérons tout d’abord le cas de la réserve 
non chargée. 

Soient F (t), la loi de distribution de la durée de vie de l'élément, 
et G (£), la loi de distribution du temps de renouvellement de l'éle- 
ment. Nous supposons que l'élément se trouvant en réserve ne tombe 
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pas en panne et ne vieillit pas et que la réparation rétablit intégra- 
lement les propriétés initiales de l'élément. Le fonctionnement de 
notre couple s'effectue de la manière suivante : l'élément principal, 
après avoir fonctionné durant un temps aléatoire to (fig. 6.2.1), 
tombe en panne, puis est renouvelé durant un temps aléatoire E:. 
A l'instant de la panne l'élément de réserve est branché instantané- 
ment et fonctionne durant un temps aléatoire t,. Après être tombé 


T 7 . 
À 
* (3 62 é, 
Fig. 6.2.1 


en panne, l'élément de réserve est renouvelé durant un temps aléa- 
toire £2 et l'élément principal renouvelé fonctionne un temps aléa- 
toire T2, etc. En vertu de nos hypothèses, les grandeurs v; et &; sont 
indépendantes et 


P{ru<t}=#F(t) et P{E;, <t}=6G (t). 


La panne du couple se produit quand à l'instant de la panne de l’un 
des éléments l'autre élément n'a pas eu le temps d'être renouvelé. 
Il est évident que + peut être écrit sous la forme 


T=ToH+U+t+... Ty, 
où v est le numéro aléatoire de la période à la fin de laquelle 


se produit la panne. Pour plus de commodité nous considérons 
la grandeur 


T'=ULT+... HT. 


En d'autres termes, nous considérons le fonctionnement de notre 
couple à partir de l'instant t, que nous adoptons comme instant ini- 
tial. Désignons la loi de distribution de +” par ®, (4). 


D, (t)=P{T <t}. 
L'événement, consistant dans le fonctionnement sans défaillance du 


couple jusqu'à l'instant {, peut être décomposé en deux événements 


incompatibles : 
1) La première période 7, se termine après l'instant t. La probabi- 
lité de cet événement est égale à 


1—F(+). 
2) La première période 7, se termine avant l'instant t{; à la fin 


de cette période l'élément se trouvant en réserve a le temps de se 
renouveler et au cours de la période restante jusqu'à l'instant £ 
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notre couple ne tombe pas en panne. La probabilité de cet événement 
est 


| A—®, (t—x)] G(x) dF (x). 


Ajoutant ces deux probabilités nous obtenons la probabilité 
de fonctionnement sans défaillance du couple 


1—OD(t)—=1—F(t)+ | (1—®D,(t—x)] G(x) dF(x). (6.2.11) 
0 


Si l'on désigne la loi de distribution du temps tT—=7t+71 par 
O(t), on a alors 


{ 
® (t)= | D, (t—x) dF (x). (6.2.12) 


Résolvant l'équation intégrale (6.2.11) par la méthode des approxi- 
mations successives, on peut obtenir pour la fonction ®, ({), puis pour 
la fonction © ({) une représentation sous forme d'une série analogue 
à la série (6.2.2). Or, pour les mêmes raisons que celles que nous avons 
exposées plus haut, cette série n'est pratiquement d'aucune utilité. 
Le cas le plus intéressant en pratique est celui pour lequel la proba- 
bilité de la panne du couple au cours d’une seule période 


a= | (1—G(H14F (1) 


est petite. Cela signifie que le temps de renouvellement de l'élé- 
ment est en moyenne notablement inférieur au temps de fonctionne- 
ment sans défaillance de l'élément. Pour étudier le comportement 
asymptotique de la probabilité © (£) quand a —+ 0, utilisons comme 
plus haut la transformation de Laplace. Soit 


a (9=| e“tdF(t),  b(s)= | e“G(t) dF (+), 
0 0 
Ai (s) = | et dO, (1), A(s)= | e”#! dO (1). 
Û 0 
Nous obtenons alors de (6.2.11) 
a(s)—b(s) 
A()= 45% : 
et nous trouvons de (6.2.12) que 
A(s)=at(s) Ai(s)=a(s) LS (6.2.13) 
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Nous en tirons pour le temps de fonctionnement sans défaillance 
du couple 


, T T 
To—= —À O= Titi = Tite. (6.2.14) 


où 7, — | t dF (t) est la durée de vie moyenne de l'élément. La for- 
0 


mule (6.2.14) permet d'évaluer le gain que nous obtenons du fait 
du renouvellement des éléments. Si le renouvellement n'avait pas 
eu lieu, la durée de vie moyenne du couple aurait été 


= 2F;: 
Le gain obtenu est donc 
To, _ 1+a 
Ts, 24 ” 


Plus la probabilité & de la panne au cours d'une période est petite, 
plus le gain est important. 

Passant à l'étude du comportement asymptotique de la probabi- 
lité © ({t), nous supposerons que la loi de distribution de la durée 
de vie de l'élément F (ft) est fixée et que la loi de distribution du 
temps de renouvellement G, ({) varie de telle manière que 


n = | AG, (t)] dF(t) = 0. 
0 


Conformément à cela adjoïignons un indice aux lois et aux trans- 
formations de Laplace ®O,(f), A, (s), b,(s). Introduisons la nota- 
tion 
En (s) = a (s)— ba (s) = | et [1— Ga (t)] dF (+). 
0 
Il est évident que c: (0) —@h. Considérons la différence 


An — Cn (Ans) = | (1—e-anst) 1 —G, (1)] dF(t)< 


0 
Lans | t[1—G, (0)] dE (D < 
0 


<ans | An [1 —6, €) dF(t)+ | LaF(#) |. 


An 
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Si l’on pose An — , les deux termes entre crochets tendent 


n 
vers zéro, et nous parvenons à la proposition suivante: on «a uni- 
formément sur tout intervaile fini de variation de s 


lim (ns) 4, (6.2.15) 


Considérons la variable aléatoire normée aht. Sa loi de distri- 
bution est 


P {ant 1} = On (——). 


Gn 
La transformation de Laplace de cette loi est 


e* d®, (=) — An (ans). 


Utilisant (6.2.15) nous obtenons alors, quand œn —+ 0, 


- Cn (GnsS) = 
An (ns) = a (ans) —" (@ns) cn (ans) — 
Cn (Gns) 
: An _ 
FC) Tes ae 1 
An An 


uniformément sur tout intervalle fini de variation de s. Il en 
découle que 
t 
lim P{ant <t}=1—e Ti. (6.2.16) 
Cette relation limite signifie que quand la probabilité de la panne 
du couple au cours d'une période 


a— | [1—G(e)] dF (1) 


est petite, la probabilité de fonctionnement sans défaillance du couple 
au cours du temps £ s'exprime par la formule approchée 


at 
P{t>1}—=1—O{)&e Ti. (6.2.17) 


Cette formule donne une solution pratiquement acceptable de notre 
problème. 

3°. Considérons maintenant le cas de la réserve chargée, en 
supposant, comme dans le problème précédent, que les lois de distri- 
bution des durées de vie et de renouvellement F (t) et G(t) des 
éléments sont arbitraires. Supposons que chaque élément fonctionne 
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et est renouvelé indépendamment de l’état de l’autre et que la panne 
se produit quand les deux éléments tombent en panne. Nous avons 
considéré au $ 2.4 un système de nr éléments, qui fonctionnent et sont 
renouvelés indépendamment de l’état des autres éléments. Le système 
tombe en panne si l’un au moins des éléments tombe en panne. 
On a trouvé la distribution exacte du temps de fonctionnement 
du système et les temps moyens de fonctionnement et de chômage 
du système au régime stationnaire. [Il s'est alors avéré que les temps 
moyens s'expriment par les mêmes formules que celles que l’on 
obtient pour les lois exponentielles de durée de vie et de renouvelle- 
ment des éléments. Si dans ce problème nous interchangeons les 
rôles des intervalles de fonctionnement et des intervalles de ch6- 
mage, nous obtenons un système qui tombe en panne quand tombent 
en panne tous les éléments qui le composent, autrement dit, nous 
obtenons un groupe de réserve pour le cas de la réserve chargée. 
La dualité ainsi notée de la position des problèmes permet d'écrire 
immédiatement les formules donnant la solution de notre problème 
dans le cas général, quand le groupe de réserve se compose de 7 
éléments. 


Soient T; — É dF (t), la durée de vie moyenne de l'élément, 
0 


et T2 — [e dG (t), le temps de renouvellement de l'élément. Le 


0 
temps moyen de fonctionnement sans défaillance au régime station- 
naire du groupe de réserve formé de nr éléments (y compris l'élément 
principal) s'exprime ainsi: 


T Ti\" 
To= | (1+7) —1|: (6.2.18) 
Bien entendu, la première période de fonctionnement sans défaillance 


du groupe de réserve au début de laquelle tous les éléments sont 
en bon état aura un temps moyen différent, un peu plus grand, mais 


si la grandeur (1 + &) est grande, cette différence est peu impor- 
2 
tante. Plus encore, il découle des considérations générales que quand 
(4 + =) S1, la loi de distribution du temps moyen de fonction- 
2 


nement sans défaillance du groupe de réserve doit être suffisamment 
proche de la loi exponentielle. En d'autres termes, on doit avoir 
la formule approchée suivante: la probabilité de fonctionnement sans 
défaillance du groupe de réserve au cours du temps t est 


{ 
P{r—t}=plt)æe T, (6.2.19) 
où To s'exprime par la formule (6.2.18). 
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$ 6.3. Processus de naissance et de mort 


Si le problème du doublage avec renouvellement peut être résolu 
dans des hypothèses très larges sur les lois de distribution de la 
durée de vie et de renouvellement des éléments, le problème devient 
nettement plus difficile, quand le nombre des éléments du système 
est arbitraire. Dans ce cas nous sommes obligés de supposer, pour 
obtenir une solution efficace du problème, que la durée de vie et le 
temps de renouvellement des éléments sont distribués suivant une 
loi exponentielle. Dans cette hypothèse la description du système 
avec renouvellement se ramène à l'étude d’un certain processus 
homogène de Markov avec un nombre fini ou dénombrable d'états. 
L'un des processus de ce genre est celui dit de naissance et de mort 
[5] que l'on applique avec succès non seulement en théorie des 
probabilités, mais aussi en théorie des phénomènes d’attente, en 
biologie, en science économique, etc. 

Considérons un processus homogène de Markov avec un nombre 
fini ou dénombrable des états que nous désignerons par les nombres 
0, 1, 2, 3,... Si à l'instant { notre processus se trouve à l’état k. 
il passera au cours d’un laps de temps infiniment petit Af avec une 
probabilité A,Af + o (Af) à l'état (4 + 1), avec une probabilité 
uxAt + o (At) à l'état (# — 1) et avec une probabilité 1 — (A, + 
+ px) Af + o (At) il restera à l'état &. De l'état initial O il peut 
passer à l’état 1 avec une probabilité À,At + o (Af) et rester à l’état 
0 avec une probabilité 1 — ÀoAf + o (At). Si le nombre des états 
est fini et égal à n, le processus peut de l’état n passer à l’état (nr — 1) 
avec une probabilité u, At + o (Af) et rester à l’état n avec une 
probabilité 1 — u,At + o (At). Le processus ainsi défini s'appelle 
processus de naissance et de mort. Désignons par p4 (t) la probabilité 
pour qu’à l'instant £{ le processus se trouve à l’état k. Comparant 
le comportement du processus à deux instants infiniment proches 


du temps t et { + Af, nous obtenons d’après la formule des probabi- 
lités totales 


Pr (£+ At) = pn-1 (8) LAn-1AË + 0 (AË)] + 
+ Da (€) [1 — (À + ua) At + 0 (At)] + 
+ Phes (€) [Ur+1AË + 0 (At)] + o (AS). 


Faisons passer le terme p;4 ({) dans le premier membre, divisons les 
deux membres de l'égalité par At et faisons tendre At vers zéro. 
Nous obtenons à la limite l'équation 


pi. (£) = Àn-1Pn-s (1) — (An + Lx) PR (t) + Mn+iPa+i (€). 
On établit de même l'équation pour le cas 4 —=0 


Po (t) = — ÀoPo (t) + lp1 (4). 


23—-0217 
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Si le processus possède un nombre fini d'états, cette dernière 
équation est de la forme 


Pn(£) = An-1Pn-1(t)—UnPn (4). 
Posons up = À; —=0, et dans le cas d'un nombre fini d'états À —0. 
Les équations auront alors, pour un k arbitraire, une forme 
identique 
PR(E) = An-1Pne1 (€) — (An + ur) Da (Ë) + UntiPa+s (6), (6.3.1) 
k = 0, 1, 2, ..… 


Le système obtenu d'équations différentielles détermine le comporte- 
ment de notre processus. Pour que ce système ait une solution unique, 
il faut donner les conditions initiales px (0), k = 0, 1, 2, ..., 
autrement dit donner les probabilités des états initiaux du processus. 
Considérons d’abord le cas d’un nombre fini d'états 


Po (€) = — hoPo (£) + WP: (6), 
Pk (£) = Àn-5PR-s (€) — (a + La) Pa (€) + Mns1Pu+s (£), ; , 
k—1, 2, sn —1, (6:94) 


Pn (t) = Ân-1Pn-1 (£) —UnPn (é)- 


On est habituellement intéressé en pratique par le comportement 
du processus sur les intervalles de temps qui sont éloignés de l'instant 
initial. On démontre en théorie des probabilités que, pour n'importe 
quel état initial du processus, les limites 


lim pa(t)—=pr, k=0,1,2,...,n, (6.3.2) 
t->—+00 


existent et que si pour tout ÆÀ=>0 on a 
Ans + dr Æ O0, (6.3.3) 


ces probabilités finales ne dépendent pas de l'état initial du processus. 
(Les conditions (6.3.3) signifient que l’ensemble des états ne se 
décompose pas en sous-ensembles non communiquants.) On peut 
donner une autre interprétation des probabilités finales, differente 
de celle que donne leur définition. 

Considérons une fonction aléatoire unitaire e, ({) qui est égale 
à l’unité, si à l’instant £ le processus se trouve à l’état k, et à zéro 
dans le cas contraire. La grandeur 


T 
Th (T) + | en (t) dt 
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est alors la fraction de temps que le processus passe à l’état X 
dans l'intervalle (0, T). On a alors la proposition suivante : La variable 
aléatoire tr (T) converge en probabilité vers p, quand T —+ o, autre- 
ment dit pour tout e >0, 

Jim P {IT (T)—pr|>e}=0. (6.3.4) 
Cela signifie que pour des grandes valeurs de 7 on a avec une 
probabilité proche de l'unité 74 (7) Æ pz. 

En d’autres termes, la probabilité finale p, est la fraction moyenne 
de temps que le processus passe à l’état £. Nous allons utiliser 
maintes fois plus bas cette probabilité ergodique du processus de 
Markov. Passant à la limite dans le système (6.3.1), nous obtenons 
pour les probabilités finales le système d'équations différentielles 


O = — ÀoPo + MiPr 


O = Âx-1Ph-1 —(Âr + Lx) Dr nn (6.3.5) 


0 — Ân-1Pn-1 — HnDn: 
D'autre part, la somme de toutes les probabilités est égale à 
l'unité 
= 1. 6.3.6 
2 ) 


Le système (6.3.5) se résout aisément. 
Introduisons la notation 


Br Pn — Àn-iPr-i = 
Notre système s'écrit alors sous la forme 
Fo = 0, Fix — Tnys = 0, k = 1, V2 .) n—1, Tn = (0. 
Par conséquent, 
Tr = 0, k— 0, 1, 2, .. dt. 
Si 1,0, nous avons 


Àp_ 
Pr = — Dhs 


Br 
d’où nous tirons 
ho ... Àg-1 
= —"*%—— p, = 0,p. 
FA Hill -.. flh-1 Po k Po 
Nous trouvons en définitive de la condition (6.3.6) 
6 TT 
PR=—— , 0 = 1. (6.3.7) 
2 0 
s=0 
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(Remarquons que si ko est le plus grand A RRDÈES ae ie Li Uro = 0, 
alors Po = Pi =... — Pro: — 0, et px — 22 Ca 2 pour #4 > 40.) 


Toutes les caractéristiques Édimensionnelles d de "notre processus 
s'expriment aisément à l’aide des probabilités finales. En particulier, 
l'état moyen du système est 


(6.3.8) 


Passons maintenant à l'étude du processus de naissance et de 
mort comportant un Rap infini d'états. Un tel processus ne pos- 
sède pas nécessairement une distribution stationnaire. Pour qu'il 
en existe une, les paramètres À, et u, doivent vérifier certaines 
conditions. Pour trouver ces conditions, supposons que la distri- 
bution stationnaire existe. Les probabilités finales p, doivent alors 
vérifier le système 


= — À0Po + WiP1: 


O= Àg-1Pn-1 — (An + Lx) Pr + MniPhet 
k=1,2. 


Supposons, pour simplifier, que u, 5 O0 quand # >> 0. 
Résolvant ce système comme nous l'avons indiqué plus haut, 
nous obtenons 


= hu 
Ph = ur Po = O0kPo- 


La somme des probabilités p4 doit être égale à l'unite, c’est 
pourquoi 


2 PR — > 0; po = 1. 
k=0 k=0 


Comme Po Æ O0 (dans le cas contraire toutes les p4 = 0), la série 


À 0, << oo et nous obtenons la première condition nécessaire pour 


leristence de la distribution stationnaire. Il est un peu plus difficile 
d'établir la deuxième condition. Nous pouvons nous représenter 
notre processus comme une fonction aléatoire en escalier v (£), qui 
à chaque instant { prend une valeur de k, égale à l’état du processus 
à ce moment. 

Supposons qu’à un certain instant du temps notre processus 
se trouve à l’état k. Désignons le temps aléatoire s'écoulant jusqu’à 
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l'instant, où le processus vient pour la première fois occuper l’état Z, 
par t.1 et sa valeur moyenne, par 7,1. Adoptons encore les notations 
Toi = TT, Tor = T1. Supposons qu’à l'instant initial le processus 
se trouve à l’état 0. Pour trouver 7, remarquons avant tout que 


Tn=Ton=Toi+Ti2+...+ Tune 


Pour déterminer la grandeur T; +, considérons le processus de 
naissance et de mort comportant un nombre fini d'états, égal à k + 1, 
pour lequel les paramètres À, et u, pour i < À coïncident avec les 
paramètres de notre processus, et À:+1 — 0. Les périodes aléatoires 
durant lesquelles le processus se trouve à l’état (4 + 1) sont alternées 
avec les périodes pour lesquelles le processus se trouve à des états 
inférieurs à (4 + 1). En vertu de l’homogénéité du processus, 
toutes les premières périodes sont identiquement distribuées suivant 
la loi 1 — e-Hn.1t. Par conséquent, la durée moyenne de cette 
période est T4 — a Toutes, les périodes pour lesquelles le 
processus se trouve aux états inférieurs à (4 + 1), excepté, bien 
entendu, la période initiale, sont également identiquement distri- 
buées, et comme au début de cette période le processus se trouve 
à l'état Æ et à la fin de cette période passe à l’état (4 + 1), la durée 
moyenne de cette période est égale à T°) = T,, ,41. En outre, 
comme le processus est markovien, les premières et les secondes 
périodes sont indépendantes. La probabilité qu'a le système d'occuper 
l’état (4 + 1) au régime stationnaire est égale à (cf. chapitre 2, $ 3) 


TL 
TETE ” 


D'autre part, cette probabilité est égale à Dys, où p; sont les 
probabilités finales du processus auxiliaire. Nous avons ainsi 
obtenu l'égalité 


4, TL) 
Ph 7 FT ? 


d'où nous trouvons sans difficulté T=Ty 41, 


k R 
1—D, à É à É 
T PE 1 OR RE CR 6.3.9 
k, hk+1 Phi A0k APR ( ) 


Nous en tirons le temps moyen cherché de passage de l'état zéro 
à l'état nr 
k k 
n—1 > 0 n— 1 ÿ Pi 


" _ ë=0 i==0 
Ta = Ton = À = À a (6.3.10) 
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Revenons maintenant à notre processus comportant un nombre 

infini d'états. La suite T, est monotone croissante et, par consé- 

quent, tend soit vers l'infini, soit vers une limite finie. 
Supposons que lim 7, = To << oo. Il découle alors de l'inégalité 


n—+00 


de Tchébichev que 


1 
A e 

Cette inégalité signifie que le processus tendra avec une proba- 
bilité unité vers l'infini au cours d’un temps fini. Dans ce cas il ne 
sert à rien de parler d’une distribution stationnaire, puisque notre 
processus se brise. C’est pourquoi la seconde condition nécessaire 

9 U Q . . . . n° 
d'existence d'une distribution stationnaire est la condition 
lim Th = O0. 


+00 


Ainsi, les conditions nécessaires d'existence d'une distribution 
stationnaire sont 


(D) > 0, << oo, 


S 0. | (6.3.11) 


On DE = 00, 
k=0 


n = oki - + nt , Bo—=1. 
HiHe ... Hn 

On peut démontrer que ces conditions sont également suffisantes [6] 
pour l'existence d’une distribution stationnaire. Notons que la 
plus importante de ces deux conditions est la première et que quand 
la première condition est vérifiée, la seconde l’est pratiquement pres- 
que toujours. Si la distribution stationnaire existe, les probabilités 
stationnaires s'expriment par les formules 


ps Re (6.3.12) 


2 6 
i=0 


$ 6.4. Etude du processus non stationnaire 


1°. Nous avons considéré au paragraphe précédent le processus de 
naissance et de mort au régime stationnaire. Il est intéressant 
toutefois d'étudier notre processus au début de la période de temps, 
quand les probabilités des états dépendent notablement du temps. 
Une telle étude permettra, en premier lieu, d'établir la vitesse 
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à laquelle les probabilités p, (t) tendent vers leurs valeurs finales, 
et par cela même de déterminer à partir de quel instant on peut 
estimer, avec un degré suffisant d’exactitude, que le processus est 
stationnaire. En second lieu, dans les applications de la théorie de 
la fiabilité nous sommes souvent intéressés par le comportement 
du processus de naissance et de mort uniquement au stade initial, 
quand il est notoire que le processus n’est pas encore entré au régime 
stationnaire. 

Considérons maintenant le cas d’un nombre fini d'états. Il est 
décrit par le système (6.3.1”). Pour trouver la solution de ce système 
sous forme compacte, il est commode d'utiliser la transformation 
de Laplace. Introduisons les fonctions 


an (S) — \ e “pa (t) dt. 
0 
Multipliant chaque équation (6.3.1’) par e 
nous obtenons le système algébrique 
(ho +5) ao (s) — Ha (s) = 1, 
— nan (S) + (An + Un + S) Au (S) — Lasi@n+s (S) = 0, 
k=1,2,...,n—1, 

x — }n-1@n-1 (S) + (Un +5) an (s) = (0. 
Nous supposons, comme plus haut, qu'à l'instant initial le systè- 
me se trouve à l’état 0. Résolvant ce système d’après la règle de 
Cramer, nous trouvons une expression explicite pour les fonctions 
an (S) : 


st 


et intégrant en #, 


(6.4.1) 


an (s)= Re d., (6.4.2) 
où 
An+1(s) = A(S, Ào; À, - --, Ân, Ho. His +, Un) — 
Ào + Mo+S —HUs 0 RE 0 
—o + +S —— Ho sure Ji He 0 
: 0 — À, MES . . . . . . . 0 
0 (Q — hn_o Ân-1 + Un-1 +S — Un 
O 0 0 — hn-s Àn + Un +5 
(6.4.3) 
et 


Anh (S) = hodi -.. AniA(s, Anggs <<, Ans Mryts <<. Un). (6.4.4) 


Si, en appliquant les règles connues, on développe le déterminant 
An+1(s) d'après la dernière colonne et la dernière ligne, on obtient 
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une relation de récurrence 
A (5, os - +1 Àns Mo Lis +, Un) — 
= (5 + Àn + pin) À (5, A0, +... An-1s Mos + ++, Un-1) — 
—HnÂn-;A (5, Ào, -.., An, Mo, -.., Un-2), (6.4.5) 
ou plus succinctement 


Anxi (s) = (5 + An + Un) An (S)— HnÂn-1An-1 (S) (6.4.6) 
et 


Ao(s)=1, Ai(s)=Ss+2A0+ bo: 


(Notons, pour éviter toute confusion, que les formules (6.4.2) 
à (6.4.6) sont valables pour tous À, et u,, mais que dans notre cas 
Uo —= 0, et Ào = 0.) 

On peut déterminer à partir des relations de récurrence (6.4.5) 
et (6.4.6) les polynômes A, +1 (s) et A, (s) et, en les portant dans 
l'égalité (6.4.2), obtenir la représentation de a;(s) sous forme d'une 
fraction rationnelle régulière. 

On exprime d’après la formule connue d’inversion les probabilités 
Pr (t) par l’intégrale de contour 

ne estAnx (s) 
Pr (t)= Sri ) Ant) ds, pri 


où le contour C englobe tous les zéros du dénominateur. Pour calculer 
cette intégrale, il faut connaître les racines du polynôme À,,+: (s). 
Utilisant l’équation (6.4.6), on peut montrer que les racines de ces 
polynômes possèdent les propriétés suivantes 19]: 

1. Si les À, sont positifs, toutes les racines de A, (s) sont différentes 
et neégalives. 

2. Les racines des polynômes voisins À;-, (s) et A (s) sont alternées, 
autrement dit, entre chaque couple de racines du polynôme A; (s) 
(y compris, entre zéro et la racine la plus petite en module) se trouve 
une racine du polynôme À, (s). 

3. La somme des racines de À, (s) est égale à 


— An = — (ot ht... + ns + Uo+ +... +). 


d'où il découle que la racine la plus grande en module se trouve à droite 
de — Ah. 

4. Si An >0, quand k< n et À, = 0, alors toutes les propriétés 
précédentes sont valables, mais l’une des racines est nulle. (On démontre 
les propriétés 1 et 2 dans la théorie des polynômes orthogonaux.) 

Les propriétés que nous venons de citer permettent de calculer 
les racines du polynôme A, (s) si l’on connaît les racines du polynôme 
précédent. En effet, soient — B;,, — B2, ..., —By les racines 
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de A;-, (s). Dans chacun des intervalles 
(— 4x, — Pr-1), (— Bz-1, — Pr-2), ….. (—B:, 0) 


il se trouve alors une racine du polynôme A; (s). Dans ce cas on 
calcule aisément les racines, par exemple, par la méthode de la 
« fourchette », ce qui est particulièrement aisé quand on utilise 
des calculateurs électroniques. 

Ainsi, soient O0, — œ,, ..., — &, les racines connues du polynôme 
An+1 (s). Dans ce cas A, (s) = s (s + œ)...(s + &,) et nous 


pouvons décomposer la fraction Fee en éléments simples 
n+ 
LL 
Ann (s) __ Axo _Ahi : 
An+s (s) Ts +2 S+ay , (6.4.8) 


un Anh (— œi) 
Ai Ant (—@) | 


Portant cette expression dans l'intégrale (6.4.7) et utilisant les 
formules connues d'inversion nous obtenons 


ñn 
Pa (€) = A0 + à Ane7%". 


Cette formule donne la solution du système (6.4.2). 
Comme Jim pa(t) — Pa — Aro, On peut mettre cette égalité sous 
la forme 


n 
Pa (£)= Px +2 Ame”, (6.4.9) 


Une estimation de la somme figurant au second membre de cette 
égalité nous permet d'estimer la vitesse avec laquelle les probabilités 
tendent vers leurs valeurs finales. 

Notons, enfin, un aspect purement technique du problème. Pour 
de petites valeurs de t et À >> 0 les probabilités p, (t) sont petites et 
les termes du second membre de (6.4.9) sont grands. C'est pourquoi 
lors du calcul des probabilités p, ({) avec une erreur relative donnée 
on doit calculer les termes du second membre avec un nombre élevé 
de chiffres significatifs. 

2°. Dans le cas d’un nombre infini d'états le processus est décrit 
par le système infini d'équations différentielles (6.3.1). La solution 
explicite de ce système n’a été obtenue que pour quelques cas parti- 
culiers. Nous considérerons maintenant deux exemples intéressants 
pour la théorie de la fiabilité et sur ces exemples nous appliquerons 
les méthodes les plus efficaces de résolutions des systèmes infinis 
de la forme (6.3.1). 
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a) Àn = À, Un = pu, À < u. Supposons qu'à l'instant initial le 
processus se trouve à l’état zéro, autrement dit, 
Po(0)=1, Pr(0)=0 pour nr >0. 


Utilisons pour résoudre le système (6.3.1) la transformation de 
Laplace. Soit 


An (S) = | €! Pn (t) dt. 


Nous obtenons alors de (6.3.1) 
—1= — (A +5) a (s)+ pas (s), 
Mün4 (s) —(À + us) an (s) + Aan_1(s) — 0 (6.4.10) 
quand 7 > 0. 
Nous fvoyons que la suite a,(s) vérifie une équation linéaire 
homogène de récurrence à coefficients constants. La solution de 
cetite équation est de la forme 
An (S) = C32Ÿ + Cost, 
où :, et z sont les racines de l'équation du second degré 
u—(Àtu+s)zLA—0; 


- its _V Abus \? 

oi — 2u ( 2u } À ’ 
_Atuts ,3/TRFRE VE, 

7. 2p Th 2pu ) —_. 

Déterminons les constantes C, et C2. 

Premièrement, du fait que p, (t) — O0 quand n — , il découle 
que a, (s) > O0 quand nr —+ oo, si s > 0. Mais il n’est pas difficile 
de vérifier que, quand s >0, z, < 1 et 2: > 1. 

Par conséquent, C2: = 0. 


AA 


Nous avons ensuite > Pn (t)=1 (puisque la seconde des conditions 


(6.3.11) est vérifiée). Ainsi nous avons 
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Les probabilités cherchées s'expriment alors à l’aide de la trans- 
formation inverse de Laplace par l'intégrale 
a+100 


| et DE gs, a >0. (6.4.11) 


a—ico 


Pn (£) = 


27i 


A l'aide de l'intégrale (6.4.11) on peut exprimer les probabilités 
Pn ({) au moyen des fonctions de Bessel, mais nous ne le ferons pas. 
Au lieu d'établir des formules volumineuses et inutiles pour p, (t) 
nous estimerons, ce qui est beaucoup plus utile, avec quelle vitesse 
les probabilités p, (£{) tendent vers leurs valeurs finales, qui, comme 
on peut aisément vérifier, sont égales à 


À \n À 
Pn = (+) (1). (6.4.12) 
Pour cela nous déplacerons dans l'intégrale (6.4.11) le contour 
vertical (a — ico, a + ico) dans le demi-plan gauche. Nous isole- 
rons alors le résidu au point s = 0, égal à la probabilité finale p,, 


a—+ioo 


1 «t (1— 21) 57 
Pn C)=pr+s | et (NA Gs, a << 0. 
a—100 
La fonction z; = z, (s) est régulière et uniforme en dehors du segment 
[— (VA + Vu}, — (Vu — VA] et tend vers zéro à l'infini. Cela 
fait que nous pouvons transformer le contour vertical en contour 


fermé allant le long des côtés supérieur et inférieur de ce segment. 
On calcule aisément que sur un tel contour 


ÉTCIE 4 


L'estimation habituelle de l'intégrale suivant le maximum du 
module donne alors 


| Pn ()—prl< (6.4.13) 


Cette inégalité permet d'estimer assez exactement la vitesse de 
passage du processus au régime stationnaire. 

b) Considérons en qualité de second exemple le processus pour 
lequel 


Ân—=À, Un—=Anp. 


Supposons comme auparavant qu'à l'instant initial le processus se 
trouve à l’état O0, autrement dit, que po (0) = 1, p, (0) = 0 quand 
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n >0. Le système (6.4.1) sera alors de la forme 


Po(t)= —Apo(t) + upi(t), 
Pn(t)=ÀPn-s(t) —(à + np) pa (6) + (7 + 1) Bpna (6), 
n=1,2... 
Pour résoudre ce système la meilleure méthode est celle des fonctions 


génératrices qui, appliquée à de tels systèmes, conduit habituelle- 
ment à une certaine équation linéaire aux dérivées partielles. Soit 


P (t, = 2 Pn (4) 2". 


Multiplions la n-ième équation par z" et faisons la somme en x. 
Nous obtenons 


OP (t, =) 


OP (t, = 
ED y (—t D 


Uz 


—=À(2—1) P(4, 2). (6.4.14) 


La méthode -de résolution de cette équation est connue. On com- 
pose pour cela le système conjugué d'équations différentielles ordi- 
naires 


UE 
1 pG—1) APG—1)” 


dont la solution nous donne deux intégrales 
à 
(2—1)e-ut—cC:, Pe n° —C. 


La solution générale de l'équation (6.4.14) est alors de la forme 
C2= f(C;) ou | 
à 

Pe “= f|(z2—1)e-"t], (6.4.15) 
où f(x) est une fonction arbitraire. Pour déterminer cette fonction 
utilisons les conditions initiales 

P (0,z)= Ÿ, pa(0)z"=1. 
n—0 

Posant £—0 dans (6.4.15) nous obtenons 


= EL 
e H = f(z—1), autrement dit f(r)—e # MR 


Nous avons en définitive 


y 2) — . 
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Développant cette fonction suivant les puissances de z, nous trou- 
vons les probabilités cherchées 


pn (9) = QE e-a de, (6.4.16) 
où a(=<+(1—e-#). Quand £—+ ©, a()——+, et par conséquent, 


() 2 


n! 


lim Pat) = Pn = 


Ces formules permettent de juger aisément de la vitesse avec laquelle 
le processus passe au régime stationnaire. 

3°. Problème de la première intersection d'un niveau élevé. 
Dans les applications le problème suivant a une grande importance : 
on demande de trouver pour le processus de naissance et de mort com- 
portant un nombre fini ou dénombrable d'états la probabilité pour 
qu'au cours d'un temps donné t ce processus n'atteigne pas le niveau 
donné m, autrement dit, pour qu'à un instant arbitraire t'-<t, v (ft) < 
<< m. 

Nous donnerons d'abord la solution exacte de ce problème. Sup- 
posons, pour simplifier, qu'au moment initial le processus se trouvait 
à l’état zéro. Considérons le processus auxiliaire de naissance et de 
mort, qui ne diffère du processus donné que par le fait que pour 
lui l’état m est absorbant. Cela signifie que si le processus initial 
était caractérisé par les paramètres (À;, u:), alors les paramètres 


{Àx. Lx) du processus auxiliaire seront 


À = Àp, Uk =}, pour À << m, 
Am = Um = 0. 


Jusqu'à l'instant, où le processus passe pour la première fois à l’état m, 
les deux processus se conduisent d’une manière identique ; toutefois, 
en atteignant l’état m le processus auxiliaire y reste définitivement. 
C'est pourquoi la probabilité pour que le processus initial passe 
une fois au moins par l'état m est égale à la probabilité pour qu'à 
l'instant £ le processus auxiliaire se trouve à cet état m. Or, cette 
probabilité peut être trouvée à partir du système d'équations 


Po (€) = — ÀoDo (€) + LiPi (€), 
Ph (4) = Arras (€) — (An + x) Pr (4) + MrsiPra: (6), 
k—1,2,...,m—1, 
Pm-1 (t) = Ame2Pm=2 (£) — (Ames + Um) Pms (6), (6.4.17) 
Pm (t) = Am-1Pm1 (£). 


366 RÉSERVATION AVEC RENOUVELLEMENT [CH. VI 


Utilisons comme plus haut la transformation de Laplace. Soit 


an (s) = | e-"! pa (4) dt, 
(U 
k = 0, 1, ..., m. 
Nous obtenons aisément de la formule (6.4.2) 


_ AoÀ! .. Àm=1 
nf ae 


où les polynômes A,(s) vérifient l'équation de récurrence (6.4.6). 
La probabilité cherchée est alors 
1 esthok: … Àm=1 

Pm (s) — Dai | — A (6.4.18) 
Au $ 6.3 nous avons considéré la grandeur 7t,, le temps aléatoire 
au cours duquel le processus passe de l’état 0 à l’état nr. Pour notre 
problème 7, est l'instant aléatoire, où le processus atteint pour 
la première fois l’état m. Il en découle que la probabilité pn(t) = 
— P {tn <t}est la loi de distribution de la grandeur 7». La for- 
mule (6.4.18) donne la solution exacte de notre problème et pour 
des petites valeurs de » on peut l'utiliser pour calculer les probabi- 
lités Dm ({) de la même façon que nous l'avons fait au début de ce 
paragraphe. Pour les grandes valeurs de m cette formule est peu 
efficace, et c’est pourquoi il est souhaitable d’avoir une expression 
simple, bien qu'approchée, pour cette probabilité. Une telle approche 
est également raisonnable du fait que le processus de naissance 
et de mort est dans la plupart des applications un modèle grossier, 
approché des processus réels. Le problème de la première intersection 
d'un niveau donné est posé habituellement soit pour les processus 
stationnaires, soit pour les processus qui passent rapidement à l'état 
stationnaire. L’intersection d’un niveau donné signifie pour les proces- 
sus réels un événement non souhaitable, une catastrophe. de sorte que 
ce niveau est choisi assez « élevé ». Cela signifie que la probabilité 
d’atteindre ou de dépasser ce niveau est très petite. Il est alors clair 
que la solution approchée doit consister à déterminer le comportement 
asymptotique de la variable aléatoire tn quand mr — œ. Des consi- 
dérations grossières d'ordre probabiliste permettent de comprendre 
quelle doit être la distribution asymptotique de la grandeur t. 
Si le niveau m est élevé, la grandeur 7, est grande en moyenne et 
l'on peut estimer que notre processus est stationnaire sur l'intervalle 
de temps considéré (on suppose que la distribution stationnaire 
existe). Désignons par P (t) la probabilité pour que, sur un inter- 
valle de longueur ft, le processus n’atteigne aucune fois le niveau 
m. En vertu de la stationnarité, cette probabilité ne dépend pas de la 
position de l'intervalle. Considérons deux intervalles voisins de 
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longueur f, et {». Soient A:, l'événement consistant en ce que le 
niveau m ne sera pas atteint sur le premier intervalle, et A», la 
probabilité correspondante pour le second intervalle. Si le niveau 
m est très élevé, les événements 4, et À: sont, comme on peut le 
deviner intuitivement, pratiquement indépendants. Il en découle 
que 


P (ti+t2) = P {4142} & P {4} P {42} = P (4) P (62), 
ou 
P(h+t) & P(t4) P(e2). 
Il découle de cette équation fonctionnelle (cf. $ 2.2) que 
P(t)&erit. 
Or, par définition 
P(t)=1— pn(t)= P {tm > t}, 
c'est pourquoi 


k 
nm — D 0; 


1 _ Le _ t--0 
k=0 


Par conséquent, nous avons 
st 
P(t)jze Tn, 


I1 découle ainsi de considérations grossières d'ordre probabiliste que, 
sous certaines conditions naturelles, la grandeur tn suit asymptotique- 
ment une loi exponentielle. 

Pour démontrer rigoureusement cette proposition [10] considérons la 
variable aléatoire normée 


Em = pe - 
Sa loi de distribution est 
P {Em < T} = Pm(TmT) = 
_— | 27 hoh --: Am de | —— = ds,  (6.4.19) 


2xi s 27i S 
6 n(g) ë sm (7s.) 
où An = —. Il découle de cette égalité que pour que 


la grandeur 7T, soit, avec la croissance de m, asymptotiquement 
distribuée suivant une loi exponentielle, autrement dit, 


lim P {£» zx} = 1 _—e*, 


Mm—r00 
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il est nécessaire et suffisant que 
lim À, (-— —) =1+s * (6.4.20) 


uniformément en s ne tout 2. fini. Comme il découle de 


(6.4.6.), les polynômes normés A, (s) vérifient la relation de récur- 
rence 


An (s)= (1 ++) Ah (s Ans),  (6.4.21) 
n = 1, 2, 
Ao(5)=1, A (5) =1+5. 


Ecrivons cette relation sous la forme 


(Anes (5) — a (5)1— 52 [An (5) — An (5)] = + An (s) 


et résolvons par rapport aux différences Aus1(s)—An(s). Après 
quelques transformations nous obtenons 
: . 2 An (5) 64 
An+1 (5) — An = —: 
On montre aisément, à partir de (6.4.21), que A,(0)=1. Soit 
An (s) — À Cn1S + Ces? + ... + CanS”. 


Nous obtenons facilement de l'inégalité (6.4.22) une relation de 
récurrence pour les coefficients Ca: 


Ÿ chi-108 
Cri, 1 En = ge (6.4.23) 


(6.4.22) 


Il en découle, en particulier, que le premier coefficient 


k 
n— 1 2 6; 
Cnt — 2 + Ru = 


est égal au temps moyen s do avant la première entrée du 
processus en état n. Introduisons encore la notation Chs1, 1 — Cni = bn. 
Nous voyons de (6.4.23) que tous les coefficients c:, sont positifs 
et monotonement croissants suivant l'indice nr. Par conséquent, 


Cn+1, 1 — Cnt K Cn, 1-1 (Cn+s, 1— Cn1) K 
< Cn+1, 1-10 n+1,1 — Cn,l-1Cn1- (6.4.24) 
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Faisant la somme de ces inégalités suivant l'indice nr, nous 
obtenons 
Cni L Cn, 1-1Cn1- 


D'autre part, en utilisant l'inégalité (6.4.24) nous démontrons par 
récurrence que 


Cnl < 


me. (6.4.25) 


Pour !—1 cette inégalité est triviale. Supposons qu'elle soit dé- 
montrée pour un certain Z. Nous avons alors 


Cn+1, 1 — Cn, 141  Cni(Cn+1,1 —Cn, à) KL 


A EE —r 


Cette dernière inégalité découle du fait que si b>œa>0,ona 
b 


al(b— a) < fatdr 


bl+li— ol#1 
141 
a 
Sommant les inégalités 
141 1+1 


Cn+1,.17 Cni 
Cn+i, 41 — Cn, 1 Ho — 


suivant l'indice z, nous obtenons 
crÉ 
Cn, 1 < + oi 
L'inégalité (6.4.25) est ainsi démontrée. 
Considérons maintenant les polynômes 


Te (=) = A» (=) =1Â+s<+ams +... +amms". 


Cmi 


Il est évident que Ami = de sorte qu’il découle des inégalités 
mi ” 


(6.4.24) et (6.4.25) les inégalités 
Ami Am, 1-11 
re . | (6.4.26) 
Nous pouvons maintenant démontrer le théorème : 


La condition nécessaire et suffisante pour que soit remplie la con- 
dition (6.4.20) est que 


lim am= lim? —0,. (6.4.27) 
mMm —+ 0 m — 00 Cmi 


24—0217 
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Démonstration. La nécessité de la condition (6.4.27) est évidente. 
Supposons que cette condition soit remplie. Considérons un domaine 
fini arbitraire D dans le plan complexe s, et soit 


R=supls|. 
D 
Prenons un e>>0 arbitraire et choisissons }, de sorte que 
CO 
2 res 
L'! <3 ° 
l=lo+ 
Fixant le numéro /, choisissons le nombre m, de manière que pour 


m>mMmo on ait 


M DETIT 210 ne 


Nous obtenons alors, en utilisant l'inégalité (6.4.26), que pour 
m> mo et SCDona 


An | = )—1-s|< D om + S GR L amolo RO + 


Cmi 
l=s0+1 
R! £ € 
+ > TT <z+z-Ee 
l=l0+1 
uniformément en sCD, autrement dit, 


lim A» (= )=1+s. 


M— 00 Cmi 


Le théorème est démontré. Par cela même nous avons démontré que 
la condition (6.4.27) est nécessaire et suffisante pour que la variable 


Cd C2 T T e e e # « e 
aléatoire En = = = 7_ soit distribuée asymptotiquement suivant 
mi m 


une loi exponentielle. Démontrons maintenant une autre proposition 
utile: Si avec le temps le processus de naissance et de mort passe en 
régime permanent, c'est-à-dire si les conditions (6.3.11) sont vérifiées, 
alors la condition (6.4.27) l'est aussi, autrement dit, la grandeur tn 
est asymptotiquement distribuée suivant une loi exponentielle. 
Démonstration. Supposons que les conditions (6.3.11) 


R 
co 00 ÿ 0; 
0 
D 6x << 0, > EU = 00 
Rk—0 R=—0 


soient vérifiées. 
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Il découle des relations (6.4.23) que 


m— 1 © cu m— 1 m— 1 m— 1 
I=—0 
Cm2 —= Y A0 << D Ce D AO << Cm », Cu8r, 
= k=0 = 
d'où 
m— 1 
Ÿ cu 
Cm2 l=0 
Am2 = — - FT ï 
mi ds 


Prenons un &>>0 arbitraire et choisissons Z de sorte que 
O0 


£ : à ” 5 ne 
ÿ 8,<—. Puis, après avoir fixé 4, choisissons m, de sorte 
l=lo+1 


que 
il Cas, où 5564. 
moi k=0 
Nous avons alors pour rm> m 
m— 1 
ae < D — O7 + D - rn Br << —— _— S + S << T+s=e. 
l=lo+1 I=lo+1 


Par une 


lim am = 0, 
M0 
et notre affirmation est démontrée. 

Ainsi, si le processus de naissance et de mort devient stationnaire 
avec le temps, l'instant, où le processus atteint pour la première 
fois un niveau élevé, est asymptotiquement distribué suivant une loi 
exponentielle 

t 


P {tm <t}= pm) = 1—e M. (6.4.28) 


Formulons maintenant quelques remarques importantes. 

4. Lors de la résolution du problème de la première intersection 
d’un niveau élevé nous avons supposé qu’à l'instant initial le proces- 
sus se trouve à l’état zéro. On montre aisément que le comportement 
asymptotique de la grandeur t», quand Mm—> œ, ne dépend pas 
de l’état initial du processus. En effet, supposons qu'à l'instant 
initial le processus se trouve à l’état #. Nous avons désigné par tem 
($ 6.3) le temps aléatoire après lequel le processus passe pour la 
première fois à l’état m, et par Tim le temps moyen. Or, 


24% 
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Tam = Tm—Tr et Trm=Tm— Th. Considérons la grandeur normée 


7 
ë, = Thm Le Tm Tm 
di Thm Tm 1 Th 
T 
m 


Comme nous l'avons montré, la première fraction possède à la 
limite une distribution exponentielle, et la seconde tend en pro- 
babilité vers l'unité. Par conséquent, la grandeur EE; possède la 
même distribution asymptotique que la grandeur Eh. 

2. En considérant le comportement asymptotique de la grandeur 
Tm, NOUS avons estimé que les paramètres À, et u, sont fixés et que 
le niveau m —> co. Dans les applications de ce problème à la théorie 
de la fiabilité nous avons souvent affaire au cas, où les paramètres 
A4 et u, varient avec le niveau m. Pour englober une classe plus 
large de cas que l’on rencontre en théorie de la fiabilité, élargissons 
la position du problème de l'intersection d’un niveau élevé. Soit 
donné un processus de naissance et de mort comportant un nombre 
fini ou dénombrable d'états. Supposons que les paramètres du 
processus À; et u:, le nombre des états nr et le niveau donné m dépen- 
dent d’un certain paramètre orienté &: 


Ân=An(&); LMi=u(a), n=n(a), m—m(a). 


On peut estimer sans restreindre la généralité que & — 0. On demande 
de trouver les conditions pour lesquelles l'instant t#, où le niveau 
m est atteint pour la première fois, est asymptotiquement distribué 
suivant une loi exponentielle, autrement dit, 
imP{m > z} 6, (6.4.29) 
a—0 m 
Si l’on étudie attentivement la démonstration de la nécessité 
et de la suffisance des conditions (6.4.27), on peut remarquer que 
cette démonstration reste encore valable pour une telle position 
élargie du problème. En d'autres termes, la condition nécessaire et 
suffisante pour la validité de l'égalité (6.4.29) est 


lim "2 — 0, (6.4.30) 
a—0 Cmi1 
où 
R 
m—1 ÿ 07 
l=0 
R=0 
et 


EU 
Cm2 — 2 An ° (6.4.31) 
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La condition (6.4.30) peut être également vérifiée pour chaque 
problème concret. On peut encore démontrer que dans cette condition 
l'erreur relative de l'égalité (6.4.28) sera de l’ordre de 


Considérons un exemple important. 

Dans les applications des processus de naissance et de mort 
à la théorie de la fiabilité les paramètres À, sont égaux aux inten- 
sités des pannes et les paramètres u,, aux intensités des renouvelle- 
ments. En règle générale, le temps moyen de renouvellement est 
de nombreuses fois inférieur au temps moyen de fonctionnement 
sans défaillance. Cela signifie que les paramètres À, sont de nom- 
breuses fois plus petits que les paramètres u,. Dans ces conditions 
il est raisonnable de considérer le schéma suivant : Le niveau m et les 
paramètres , sont fixés et pour les paramètres À, on a Àx (4) = À1@. 
où «a —> 0. Des calculs et des estimations simples nous montrent 
alors que, quand & —+ 0, on a les relations 


0, =. Ans CR go 
Wibz -.. HR 
1 
SORTE 
m—1 


1 


l—1 
Ce Pa à 
m— 1 ; 
Cm2 0) 
m-10; 


2 m-1% Fo 
mi 


d'où l'on voit que la condition (6.4.30) est remplie et, par consé- 
quent, que la grandeur 7, est asymptotiquement distribuée suivant 
une loi exponentielle. Notons encore qüe dans cette position 
du problème on peut améliorer la formule approchée (6.4.28). I1 
s'avère que, quand œ —> 0, on peut obtenir la formule 


m— 1 
{ 
ds se 
P{rn<t}zæi—e = à (6.4.32) 


dont l'exactitude est d’un ordre de grandeur plus élevée. Cela permet 
à son tour d'estimer l'erreur de la formule (6.4.28). Comme il 
découle de (6.4.28) et (6.4.32), le terme principal de l'erreur relative 
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dans la formule (6.4.28) est égal à 
m-i 


7e —. (6.4.33) 
m 
k=—1 

3. Nous avons considéré plus haut la distribution du temps 

s écoulant avant le premier passage à l’état m. Le comportement 
ultérieur du processus ne nous intéressait pas. En théorie de la 
fiabilite quand on utilise le processus de naissance et de mort un 
problème se pose souvent : trouver la durée moyenne de tous les inter- 
valles sur lesquels le processus se trouve à un état non inférieur à m. 
On suppose alors naturellement que le processus possède une distri- 
bution stationnaire. Désignons par 71) la longueur moyenne de 
chaque intervalle, à partir du second, sur lequel v ({) < m, et 
par 7), la longueur moyenne de chaque intervalle sur lequel v (4) > 
> m. La suite des longueurs de ces intervalles, à partir du second, 
forme ce que nous avons appelé (cf. $ 2.3) un processus de renouvelle- 


ment avec un temps fini de renouvellement. Nous avions alors 
montré que 


m— 1 

Th 
lim P {v (4) 6 m} ns ÿ Pr = Fo Te à (6.4.34) 
{—+00 k-_ 0 Û 

Par ailleurs, nous avons 
m— 1 ui — 1 
ÿ TA D PR 
TANT. — a _— En L 
di hm—10m= 1 Am-1Pm-1 


Nous en tirons, compte tenu de (6.4.34), le temps moyen cherché 


T® = Rs —- (6.4.35) 


$ 6.5. Application du processus de naissance 
et de mort à la réservation avec renouvellement 


1°. Le processus de naissance et de mort peut être appliqué 
à l'étude des systèmes de réserve dans lesquels se produit le renouvel- 

ment des éléments tombés en panne. 

Supposons que l’on ait un système dans lequel le temps de fonc- 
tionnement sans défaillance de chaque élément est distribué suivant 
une loi exponentielle (fig. 6.5.1). Après la panne chaque élément est 
envoyé dans le dispositif de réparation, y est renouvelé et après 
renouvellement est de nouveau réintégré au système. Supposons que 
le temps de renouvellement soit également distribué suivant une 
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loi exponentielle. En vertu du caractère exponentiel de toutes les 
lois, le fonctionnement de ce système est toujours décrit par un 
processus markovien à nombre fini d'états. Le nombre d'états est 
dans le cas général égal à 2, où W désigne le nombre d'éléments du 
système, puisque pour décrire le système nous devons connaître 
à chaque instant l’ensemble des éléments tombés en panne, et le 
nombre total de ces ensembles 
est 2N. La solution du système 
d'équations différentielles, et Dispositif 
dans le cas stationnaire du de reparation 
système d'équations  alge- 
briques, est liée à de grandes 
difficultés arithmétiques et 
algébriques. Or, le nombre 
d'états peut être notablement réduit pour divers systèmes réels. Si 
pour chaque état du système l'intensité globale des panneset l’in- 
tensité globale des renouvellements dépendent non pas de l’ensem- 
ble des éléments défectueux à un instant donné, mais seule- 
ment de leur nombre, un tel système peut alors être décrit par 
un processus markovien avec un nombre d'états égal à (NV + 1). 

Soit À, l'intensité globale des pannes et 4 l'intensité globale des 
renouvellements sous la condition que * éléments du système sont 
défectueux. Alors, au cours du laps de temps At il se produira avec 
une probabilité À, At + o (At) une panne, autrement dit, le système 
passe à l'état (4 + 1), et avec une probabilité 4, Aë + o(At) aura 
lieu un renouvellement, autrement dit, le système passe à l’état 
(k — 1). Or, cela signifie que notre système est décrit par un processus 
de naïissance et de mort. 

Considérons maintenant un système concret de ce genre (fig. 6.5.2). 
Le système comporte N = n + m+l+s éléments identiques 
(notons que par élément nous pouvons entendre aussi bien l'élément 
en tant que partie indécomposable du système, qu’une partie composée 
du système et, généralement, un dispositif quelconque). Le temps de 
fonctionnement sans défaillance de chaque élément est distribué 
suivant une loi exponentielle, r éléments se trouvent en état de service 
et leur risque de panne est À, m éléments constituent la réserve 
chargée avec le même risque de panne À, ! éléments composent 
la réserve allégée et ont un risque de panne v et, enfin, s éléments 
forment la réserve non chargée et à cet état ne tombent pas en panne. 
Chaque élément tombé en panne est immédiatement transféré dans 
le dispositif de réparation, qui se compose de r unités de réparation. 
Chaque unité de réparation peut réparer (ou renouveler) simultané- 
ment un élément. Le temps aléatoire de réparation de l'élément 
est distribué suivant une loi exponentielle de paramètre u. Si toutes 
les unités de réparation sont occupées, l'élément est placé dans 
une file d'attente. Chaque élément tombé en panne est immédiate- 


Fig. 6.5.1 
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ment remplacé par un élément de la réserve chargée, chaque élément 
de la réserve chargée tombé en panne ou passé à l’état de fonction- 
nement est remplacé par un élément de la réserve allégée et, enfin, 
chaque élément de la réserve allégée tombé en panne ou passé dans 
la réserve chargée est immédiatement remplacé par un élément 


m n 


Reserve Eléments 
chargée en Service 
allégée 
7 Dispositif 


de réparation 


Fig. 6.5.2 


de la réserve non chargée. Chaque élément renouvelé est transféré 
dans la réserve non chargée. Le système fonctionne normalement 
si le nombre d'éléments non défectueux n'est pas inférieur à r». 
Par état du système nous entendrons le nombre d'éléments non 
défectueux à un instant donné. Il est clair que le fonctionnement 
d’un tel système est décrit par un processus de naissance et de mort, 
dont les paramètres (4;, u,:) s'expriment par les formules 


(n+m)À<+vl, si OLA<S, 
An= 4 (ntm)A+v(its—k), si sLk<sS+I, 
(n+m+l+s—k) À, si L+s<A<N;: 
ku, si k<r, 
Ur — 


d és (6.5.4) 


Notons encore un cas qui n'entre pas dans notre schéma. Le nombre 
d'éléments de la réserve non chargée peut pratiquement être illi- 
mité, s — ©. Il est évident que dans ce cas il n’y a aucun sens 
à introduire une réserve chargée ou allégée. Un tel système est 
décrit par un processus de naissance et de mort avec un nombre 
infini d'états, et les paramètres de ce processus s'expriment ainsi: 


ku, si kr, 


ru, Sik>r. D 


An=nÀ, = 
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Notre schéma inclut un grand nombre de cas particuliers. Notons 
les cas que l’on rencontre souvent en pratique de fiabilité et calculons 
pour ces cas-là les probabilités finales. 

a) Le système se compose de x éléments. Parmi eux (7 — m) sont 
en état de service et m forment la réserve chargée. Le nombre d'uni- 
tés de réparation est r>7. 

An =(7r —k) À, Ua = ÆU, 
hun-k (6.5.3) 
(A+ 


b) Le système est le même, mais il y a une seule unité de 
réparation, r —1. Pour ce cas nous avons 


pr = C* 


Àh = (n —k) À: Hz =, 
(8) 
Ph = (HI NAT (6.5.4) 


n 
DE (#) 
UD VA 
1=0 
c) Le système comporte x éléments en fonctionnement et une 


réserve non chargée illimitée. Le nombre d'unités de réparation 
est aussi illimité. Ici nous avons 


ÂAx=7nÀ, a={#Âu, 


d) Le système est le même, mais il y a une seule unité de 
réparation, r —1. Pour un tel système 


Âx=nà, Ur = LL. 


Ici la distribution stationnaire existe sous la condition rÀA< 4, 
et dans ce cas les probabilités finales s'expriment par les formules 


Pa = (=) (1 + : (6.5.6) 


2°. Paramètres de fiabilité des systèmes de réserve avec renou- 
vellement. La fiabilité du système de réserve avec renouvellement 
peut, suivant sa structure et le caractère des fonctions qu'il remplit, 
être estimée à l’aide de divers paramètres. Considérons les principaux 
paramètres de fiabilité d’un tel système. Pour fixer les idées conve 
nons que tous nos raisonnements se rapportent au système considéré 
plus haut de paramètres : 


(n,m,1l,s,r,À,v,L). 
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Probabilité de fonctionnement sans défaillance au cours d’un 
temps t. Le système fonctionnera sans défaillance jusqu’à l’instant t, 
si le nombre d'éléments tombés en panne avant cet instant ne dépasse 
pas V — n, autrement dit, v({’)<NV — n quand tt. Nous 
supposons qu’à l'instant initial tous les éléments du système soient 
en état de service, autrement dit, v (0) = 0. 

Par conséquent, la probabilité de fonctionnement sans défaillance 


est 
P(t)=1— Dn-n41 (£), 


où P\-n+1(4) s'exprime par la formule exacte (6.4.18). Si le niveau 
N — n +1 est élevé, c'est-à-dire si la condition ax-n+41,2 < 1 
(cf. (6.4.27)) est remplie, alors la probabilité de fonctionnement 
sans défaillance s'exprime par la formule approchée (6.4.28) 


pre LT (6.5.7) 
Considérons les exemples concrets 
a) An=(n—k)}À, =. 
Dans ce cas la panne du système se produit quand le nombre 


des éléments tombés en panne devient égal à (m<+1). Le temps 
moyen de fonctionnement sans défaillance du système est 


m 
Tm+: ee = — Ù 
2 (nr —k) AC! phqn=k 


D 
PT T+nt FER 


Cette somme peut ètre mise sous une forme plus simple 


m 
cs TN À 1 
31e" () er Fate 
T 7944 = ————————— 


ET T2 (6.5.8) 


En particulier, si m—n—1, c'est-à-dire s’il y a un élément de 
service. alors 


n (4, 
Ta= Ÿ (Ses (6.5.9) 


$ 6.5] APPLICATION À LA RÉSERVATION AVEC RENOUVELLEMENT 379 


On peut démontrer que la formule approchée (6.5.7) est valable si 
m<+i—np 
SE NS À 
V npq > 
b) Ak=(n7—%)}À, ur =. 
La panne du système, comme dans le premier exemple, se pro- 


duit quand le système passe à l’état (m—+1). Le temps moyen de 
fonctionnement sans défaillance s'exprime par la formule 


ru D DU (Ry (6.5.10) 


Rk=—n-m I=RkR 


La formule approchée (6.5.7) est valable, par exemple, si À et u 
sont fixes et m est grand. 

Coefficient de service du système. Soit p (t) la probabilité pour 
qu’à l'instant t le système soit en bon état. Appelons coefficient de 
service du système la valeur limite de cette probabilité 


k,s — lim p (t). 
t—0co 


On voit aisément que pour notre système 


N-n 
k= lim P(V()<N—n+1}= Ph. (6.5.11) 
{+00 =0 


Comme nous l'avons déjà mentionné plus haut, le coefficient de 
service est égal à la fraction moyenne de temps au cours duquel 
le système se trouve en état de service. En certains cas la con- 
naissance du coefficient de service est insuffisante pour estimer la 
fiabilité du système, il faut connaître en plus la longueur moyenne 
des intervalles, où le système est en bon état ou en panne. La durée 
moyenne de l'état de service du système (y compris la période 
initiale) est égale à 


D Pa 
TH —— RS N=-n+1 — a — (6.5.12) 


AN-nPN-n à 


et en vertu de la formule (6.4.35) la durée moyenne de l'état 
défectueux du système est 


k 
TE = =, (6.5.13) 


Caractéristiques principales de capacité de réparation du système. 
Comme nous l’avons mentionné, chaque élément tombé en panne 
est transféré dans le dispositif de réparation compos‘ de r unités. 
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Si toutes les unités de réparation sont occupées au renouvellement, 
l'élément est placé dans une file d'attente. La qualité du dispositif 
de réparation peut être caractérisée par deux paramètres: 


k”, le nombre moyen d'éléments dans la file d'attente, 
k”, le nombre moyen des unités de réparation occupées. 


Ces caractéristiques sont naturellement définies pour le régime 
stationnaire et ne dépendent pas du temps. Il n’est pas difficile 
d'exprimer ces nombres en fonction des probabilités finales. Suppo- 
sons, comme plus haut, que v (£) soit le nombre d'éléments défectueux 
à l'instant t. La longueur de la file d'attente à ce moment est alors 
égale à 0, si v ({)<r, et est égale à v ({) —r,siv ({) >r. La lon- 
gueur moyenne de la file d’attente à l’instant { s'exprime ainsi: 

N 


21 (kr) pat). 
4.4 


Dans ce cas au régime stationnaire on a 
N 


k' = Ù, (k—r)pa. (6.5.14) 
R=r+1 
Nous trouvons de même le second paramètre 
r N 
k'= SO kprtr D pr. (6.5.15) 
k=0 =r+i1 


On peut exposer une autre approche du problème de l'estimation 
de la capacité de réparation de notre système. Chaque élément du 
système passe maintes fois au cours du processus de fonctionnement 
du système par le cycle 

jonctionnement-attente de réparation-réparation-réserve. 

Soient t;, le temps moyen durant lequel l'élément est en état 
de service, &, le temps moyen d'attente de la réparation, #;, le 
temps moyen de la réparation, et £,, le temps moyen passé dans 
la réserve. 

Introduisons la notation to = {4 + te + t3 + 1. Les rapports 

. __ ti __ de . __ ts _ ta 

LE mer k=e, LE et ka= 
nous donnent respectivement la fraction moyenne de temps durant 
lequel l'élément se trouve à un état donné. Du fait de l’équivalence 
des éléments, il est clair que ces coefficients ne dépendent pas du 
numéro de l'élément considéré. 

Les coefficients ainsi introduits définissent suffisamment bien la 
qualité de notre système de réserve avec renouvellement. Par 
exemple, une grande valeur du coefficient Æ; indique que la répara- 
tion est lente, une grande valeur du coefficient X: signifie que le 
nombre d'unités de réparation est petit, et une grande valeur du 
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coefficient À, témoigne du fait qu’une si grande réserve pour le 
système n'est pas justifiée. 

Exprimons nos coefficients en fonction des probabilités finales. 
Introduisons, conformément aux quatre états de l'élément — fonc- 
tionnement, attente de réparation, réparation, réserve — quatre 
fonctions unitaires ef) ({), i — 1, 2, 3, 4. La fonction ef) (f) est 
égale à l'unité, si le Æ-ième élément se trouve à l'instant t à l’état ài, 
et est égale à zero dans le cas contraire. Du fait de l’ergodicité 
de notre système (cf. $ 6.2) 


T 
Stones 120 
k=lim [4 (t)dt. 


Soit 


N . 
"(= 2 ef? (0 


le nombre d'éléments se trouvant à l'instant £ à l’état i. Comme 
tous les éléments sont équivalents, nous pouvons écrire 


T 0 


T T 
0e .. 
k=lim + [4 @dt=lin 7 | ve ()dt= + Ï li Mn (e 


(6.5.16) 


Or, il est facile de voir que Mv, (ét) est le nombre moyen d'éléments 
se trouvant en état de service, Mwv, (ft), le nombre moyen d'éléments 
attendant la réparation, Mv; (é), le nombre moyen d'éléments en 


réparation et Mwv, (ft), le nombre moyen d'éléments se trouvant 
en réserve. 


Nous avons ensuite 


ñn, si V()LN—n, 
"= { N—v(1), si VC)>N—n, 
0, si v({)<r, 
O={ 0 si v()>r, 
v(£), si vV)<r, 
= r,, si v()>r, 
N—n—v(t), si vV(H)<N—n, 
"= 0, si vV()>N—n. 
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Cela nous permet d’obtenir aisément les formules définitives de 
nos coefficients : 
N-n N 


H= Drat D (1-5) (6.517 
k=.0 k=N-n+1 
N 
= D (Grp (6.5.18) 
=T+1 
; r N 
ka=r D kpat—+ D pr (6.5.19) 
k--0 R=—r+L1 
N-n 
H= 2 (1— 5) Pa. (6.5.20) 


Notons en conclusion que les caractéristiques que nous avons intro- 
duites ne donnent pas, bien entendu, une description complète 
de notre système; pour différents systèmes et dans d’autres condi- 
tions d’autres caractéristiques sont également possibles. Il était 
important pour nous de montrer, d'une part, que toutes ces caracté- 
ristiques peuvent être exprimées en fonction des probabilités finales, 
et, d’autre part, nous avons voulu exposer les méthodes qui permet- 
tent de calculer ces caractéristiques le plus commodéement possible. 


Chapitre 7 


MÉTHODES STATISTIQUES DU CONTRÔLE 


DE LA QUALITÉ ET DE LA FIABILITÉ 
DE LA PRODUCTION EN MASSE 


$ 7.1. Notions premières 


L'opération de contrôle est la base du contrôle statistique. 
Le présent chapitre est consacré à l'exposé systématique des questions 
liées à la planification du contrôle d'acceptation principalement d'’a- 
près un indice qualitatif (conforme, non conforme). Les problèmes du 
contrôle statistique sont étroitement liés au problème d'assurance 
de la fiabilité. Tout dépend de la forme concrète de l'opération 
de contrôle. Si lors de l’opération de contrôle on peut déceler l’éven- 
tualité d'apparition d’une panne, le contrôle statistique est en 
même temps un contrôle de la fiabilité. Toutefois, les tâches du 
contrôle statistique sont plus larges. Par exemple, le contrôle d’après 
l'aspect extérieur n'est pas lié directement au contrôle de Ia fiabilité. 
L'inclusion dans ce livre de fiabilité d’un chapitre consacré au 
contrôle statistique s'explique par le fait que l'organisation juste 
du contrôle statistique est une mesure efficace pour élever la fiabilité 
des articles. 

Dans le présent paragraphe on considère les questions liées aux 
problèmes du contrôle statistique dans la production. On introduit 
la notion de déroulement normal de la production et de distribution 
a priori du nombre d'articles défectueux. On donne les définitions 
des types de plans de contrôle d'acceptation et de leurs caracté- 
ristiques opérationnelles. On rapporte des exemples des diverses 
violations qui peuvent se présenter lors de l’utilisation pratique 
des plans de contrôle d'acceptation. Au $ 7.2 on étudie divers 
indices de plans de contrôle d'acceptation; au $ 7.3 on rapporte un 
exemple du standard basé sur la qualité limite de sortie et on expose 
les standards des plans de contrôle d'acceptation largement utilisés. 
Le procédé économique, dont les bases ont été proposées par. A. Kol- 
mogorov, est exposé au $ 7.4. Le calcul des tables d’après ce standard 
n'est pas encore terminé, de sorte que nous ne donnons dans ce 
livre que les tables du plan du type d’échantillon unique. Les 
formules pour l'estimation ultérieure des indices d'efficacité des 
plans de contrôle utilisés sont données au $ 7.5. Le cas des plans 
du type d'’échantillon unique a été étudié dans les travaux de 
Kolmogorov [1], Sirajdinov et Eidelnant [2]. Le matériel du $ 7.6, 
consacré aux problèmes du contrôle courant d’après un indice 
quantitatif, sort quelque peu du cadre général de ce chapitre. 
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Nous nous bornons ici principalement à la position des problèmes 
qu'il est nécessaire d'étudier pour l’organisation juste du contrôle 
courant d’après un indice quantitatif. L’organisation du contrôle 
courant est une partie importante du programme général de l'orga- 
nisation du contrôle statistique à l’entreprise. 

À l'heure actuelle la production des éléments est (surtout en 
radioélectronique) assurée au moyen de processus technologiques 
compliqués, qui comportent des dizaines et parfois des centaines 
d'opérations différentes. De nombreux facteurs influent sur la 
qualité et la fiabilité des éléments produits. Il n’est pas possible 
de contrôler tous ces facteurs. Îl en résulte que deux éléments pro- 
duits l’un après l’autre peuvent avoir des propriétés fort différentes, 
bien que toutes les conditions essentielles des régimes technologiques 
aient été observées. Si, en outre, on a observé de sérieux écarts du 
déroulement normal de la production, le nombre d'éléments non 
conformes, défectueux, peut fortement augmenter. La production 
des pièces défectueuses est liée à deux sortes de pertes. Premièrement, 
une dépense inutile de travail et de matière pour produire un élément 
défectueux ; deuxièmement, l'utilisation des pièces défectueuses 
peut causer des pertes dues aux avaries et aux arrêts de l'équipement 
pour le renouvellement. 

Comment peut-il se faire que la production non fiable et de 
mauvaise qualité soit livrée par l’entreprise, puis utilisée par le 
consommateur ? La raison en est que, premièrement, de nombreuses 
propriétés des éléments constituant les attributs de leur qualité 
sont soit très difficilement contrôlables dans les conditions d'usine, 
soit simplement incontrôlables du fait du caractère destructif des 
essais (un exemple classique est fourni par le contrôle des fusées- 
détonateurs). Deuxièmement, la mauvaise qualité des éléments peut 
résider dans la non-stabilité des paramètres caractérisant leur fonc- 
tionnement. Durant le contrôle leurs valeurs sont entièrement accep- 
tables pour le consommateur, mais par la suite, après le stockage 
et un faible temps d'exploitation, elles se trouvent modifiées de 
façon inadmissible. La conduite des opérations de contrôle (0. C.) 
pour déterminer le niveau de la qualité des matières premières, 
des produits semi-fabriqués ou d’un élément fini est souvent une 
opération complexe exigeant des recherches préliminaires spéciales 
sur la méthodologie des essais et de l'élaboration d’un appareïillage 
d'essais spécialisé. Imaginons-nous le processus technologique comme 
une chaîne d'opérations technologiques élémentaires, auxquelles 
sont soumis les produits semi-fabriqués avant de se transformer 
en un article-élément fini (fig. 7.1.1). La section de contrôle techni- 
que (S. C. T.) doit décider à la base d’études préliminaires de l'empla- 
cement rationnel des postes de contrôle (P. C.) de la production 
et déterminer les paramètres qui doivent être mesurés pour cela. 
En règle générale, de tels P. C. sont placés tout au début du processus 
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technologique pour vérifier la qualité des matières premières (contrôle 
d'entrée), ainsi qu'à la fin pour vérifier la qualité et la fiabilité 
des articles produits (contrôle d'acceptation). Un P. C. est également 
placé après chaque opération technologique importante ou difficile 
à régler pour vérifier le déroulement normal du processus technolo- 
gique sur ces opérations. Un contrôle de ce genre est appelé contrôle 
courant. 

Le degré de rigueur du contrôle aux P. C. poursuit le but suivant: 
la production doit se composer d'éléments susceptibles d’être utilisés 


Matières 
premières 
et produits 


Dépôt 


semi-fabrique de la 
provenant production 
d'autres finie 
entreprises 
bi” \ \ { / ? 
s \ ! / / 
ne \ \ / 7 
LV OON \ / 7 
DS Le \ / 7 
De \ \ ! / 7 
SNA! 77 
SU” 
SCT 
Fig, 7.1.1 


par le consommateur. L'introduction du contrôle conduit, d’une 
part, à l'élévation du prix de revient de la production, d'autre 
part, à l’abaissement du prix de revient, puisque les dépenses liées 
à la production d'éléments défectueux diminuent. Il est relativement 
facile de prendre en considération l'influence de l'introduction 
du contrôle sur l'élévation du prix de revient. Il est bien plus difficile 
de tenir compte du gain que fournit l'introduction du contrôle. 
Le gain ne dépassera les dépenses de contrôle que sous la condition 
que ce contrôle soit scientifiquement fondé. 

Les exigences envers le contrôle du producteur et du consommateur 
sont contradictoires. Pour l’entreprise, en l’absence de concurrence, 
le contrôle semble être une charge liée à des dépenses non producti- 
ves, de sorte qu’une tendance se dessine à minimiser le nombre de 
po‘tes de contrôle; le consommateur, au contraire, est intéressé 
à ce que le niveau de la qualité soit le plus élevé possible et. donc, 
que le contrôle soit rigoureux (avant tout, en ce qui concerne les 
contrôles de sortie et d’acceptation). Parfois même le consommateur 
ne se satisfait pas des données des S. C. T. et vérifie encore la produc- 
tion finie. Ainsi le degré de rigueur et le volume du contrôle sont 
25—0217 
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déterminés en définitive par un compromis sur la qualité admissible 
des articles fabriqués. Aux P.C. on a déterminé quels parametres 
des articles (des éléments ou des produits semi-fabriqués) doivent 
être mesurés. La qualité des articles qu’on soumet au contrôle 
peut être déterminée de différentes façons. On peut enregistrer 
les valeurs numériques exactes des paramètres (contrôle suivant 
un indice quantitatif) ou ne mentionner que des catégories, des 
classes auxquelles doit appartenir l’article à vérifier. On peut 
enfin adopter l’une des deux décisions suivantes: l'article est bon 
ou n’est pas bon pour l’utilisation ultérieure. Si l’article n’est pas bon, 
il est déclaré défectueux et classé au rebut. Un contrôle de ce genre 
est dit qualitatif. Dans le présent chapitre nous nous bornerons 
principalement au cas de contrôle qualitatif. 

La notion même de rebut de l’article dépend intimement du genre 
d'article et des conditions de son utilisation. Très souvent le rebut 
est défini par la sortie de l’un au moins des paramètres mesurés 
en dehors des limites admissibles. Par exemple, si une résistance 
est marquée 104Q + 2 % et si la valeur réelle de la résistance 
ohmique sort des limites indiquées et sera égale par exemple à 10,34Q, 
cette résistance sera estimée défectueuse. Toutefois, si la tolérance 
était fixée à + 9 %, cette résistance aurait été estimée conforme. 
On peut rencontrer dans la pratique des cas, où un même article 
s'avère au cours de mesures successives soit défectueux, soit conforme. 
Un exemple peut être donné par la mesure du courant inverse de 
grille après les essais des tubes sur les stands de vibrations. En effec- 
tuant de tels essais successivement l’un après l’autre et en enregistrant 
le courant inverse on peut considérer qu’un même tube est ou bien 
conforme, ou bien défectueux du fait de l'importance du courant 
inverse. Le contrôle suivant un indice qualitatif présente certains 
avantages par rapport au contrôle quantitatif. Premièrement, il est 
plus simple tant en ce qui concerne le volume des calculs que les 
méthodes de vérification. On peut préparer des calibres ou des 
dispositifs automatiques de mesure qui permettront de juger si 
l'élément est conforme ou non. Deuxièmement, la méthode basée 
sur le contrôle qualitatif ne dépend pas de la loi de distribution 
des paramètres mesurés et, par conséquent, est plus universelle, alors 
que dans la grande majorité des cas lors du contrôle suivant un 
indice quantitatif on estime que les paramètres mesurés suivent 
une distribution normale (cf. W. Allen Wallis, Techniques of Statis- 
tical Analysis, 1947). Il convient toutefois de noter que lors du 
contrôle suivant un indice qualitatif on n'utilise qu'une petite partie 
de l’information recelée dans les observations, ce qui conduit à la 
nécessité d'exécuter un grand nombre de mesures. L'opération de 
contrôle peut présenter un double caractère. Dans certains cas 
elle ne porte aucun tort aux articles, autrement dit, l’article déclaré 
conforme reste également conforme après le contrôle. En d’autres cas 
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l'opération de contrôle est liée à une modification de la qualité 
et parfois même à la destruction des articles à vérifier. Les essais 
de résistance et de fiabilité présentent, en règle générale, un caractère 
destructif. Ainsi, en première approximation le contrôle peut être 
divisé en contrôle destructif et non destructif. 

Comme en théorie de la fiabilité il est important de vérifier 
la stabilité des paramètres en fonction des diverses influences exté- 
rieures, le contrôle est habituellement destructif ou du moins modi- 
fiant la qualité des articles. C'est pourquoi l'élaboration des méthodes 
de contrôle par des indices indirects sans destruction des articles, méthodes 
permettant de juger de la qualité des articles d'après les paramètres 
exigeant pour être estimés un contrôle destructif, présente un très grand 
intérêt. | 

Les essais peuvent notablement différer par le nombre de paramè- 
tres vérifiés. De temps en temps on conduit des essais suivant un pro- 
gramme élargi, comprenant diverses conditions climatiques, vibra- 
tions, chocs, etc. Les essais de ce genre sont appelés périodiques. 

Les opérations de contrôle doivent permettre de décider si l’article 
vérifié est bon ou défectueux. On rencontre parfois des cas (un 
exemple peut être fourni par les mesures du courant inverse de grille 
dont nous avons parlé plus haut), où l’on ne peut déterminer la 
défectuosité des articles vérifiés qu'avec une certaine probabilité 
donnée. Nous ne considérerons plus bas que les cas, où la division 
des articles en conformes et défectueux est exempte d'erreurs. Si 
l'opération de contrôle est non destructive et si son coût est assez 
bas, on procède très souvent dans ces conditions au contrôle intégral. 
Lors du contrôle intégral on vérifie tous les articles. On rencontre 
bien plus souvent une situation telle que soit les dépenses générales 
liées au contrôle sont élevées, soit le contrôle est destructif. Dans 
ces cas seuls certains articles spécialement choisis à cet effet sont 
soumis à l’opération de contrôle. Un tel contrôle est appelé contrôle 
d'échantillonnage. Parmi les P.C. desservant le processus technologi- 
que (cf. fig. 7.1.1) une partie effectue un contrôle intégral et une 
partie, un contrôle d'échantillonnage. Si le but général de l’introduc- 
tion du contrôle est l'abaissement du taux d'articles défectueux 
dans la production finie, on adopte pour cela à chaque poste de 
contrôle diverses décisions. Dans les P.C. intérieurs on effectue le 
contrôle courant d’après les résultats duquel on adopte les décisions 
de régler l'équipement. Dans les P.C. d'entrée et de sortie on organise 
le contrôle d'acceptation. Il est ici indispensable d'adopter une 
décision relative à la qualité des groupes d'éléments, les lots. Si 
parmi les éléments composant le lot, les éléments défectueux sont 
nombreux, un tel lot doit être soit soumis à un contrôle intégral, 
soit mis au rebut. Cette dernière solution est adoptée dans les cas, 
où le contrôle intégral est soit trop coûteux, soit destructif. Pour 
déterminer le taux d'articles défectueux dans le lot, il n'est pas 
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nécessaire d'effectuer le contrôle intégral de tous les articles. Il 
suffit de vérifier une partie du lot et ensuite de décider à l'appui des 
résultats de ce contrôle de ce qui doit être fait avec les autres articles. 
Le contrôle peut être « rectifiant » ou « préventif ». Cette division 
est quelque peu conventionnelle. On applique le contrôle rectifiant 
quand il n’est pas destructif et quand fréquents sont les lots compor- 
tant une forte proportion d'articles défectueux. La vérification du lot 
d’après les résultats du contrôle d’échantillonnage signifie le contrôle 
de la partie restante du lot avec élimination de tous les articles 
défectueux et leur remplacement par des articles conformes. Lors 
du contrôle rectifiant on vérifie une proportion importante de tous 
les articles présentés. Si, par contre, la production est bien réglée 
et si presque tous les lots ne contiennent qu’un faible pourcentage 
d'articles défectueux, le contrôle d'acceptation doit présenter un 
caractère préventif. Cela signifie que d’après les résultats du contrôle 
la décision de mettre un lot au rebut sera prise pour des lots compor- 
tant un nombre anormalement grand d'articles défectueux. Si le 
contrôle d'acceptation est destructif, il ne peut présenter qu'un 
caractère préventif. En effet, dans le cas du contrôle destructif nous 
ne pouvons pas réduire (en moyenne) le taux d'articles défectueux 
dans le lot, puisqu'en déterminant la qualité de l’article nous le 
détruisons. Nous pouvons toutefois d’après les résultats d’un contrôle 
d'acceptation judicieusement organisé, après n'avoir vérifié qu'une 
partie du lot, juger avec un degré élevé de certitude de l'importance 
de la proportion d'articles défectueux dans le lot donné. 
Déroulement normal du processus de production. L'une des 
notions importantes qui peut être fortement utilisée lors d’une organi- 
sation judicieuse du contrôle d'acceptation est celle du faux d'articles 
défectueux lors du déroulement normal du processus de production. 
On entend par déroulement normal du processus de production un 
état tel que les principales exigences technologiques sont observées. 
Le taux.d’articles défectueux lors du déroulement normal du proces- 
sus de production est faible, mais croît rapidement s’il se produit 
des violations notables dans la technologie. On a montré sur la 
figure 7.1.2 les résultats du contrôle intégral de 108 lots dont chacun 
comportait 1000 éléments. On a construit des colonnes au-dessus 
des nombres d (NV) d’articles défectueux décelés dans le lot. Après 
avoir vérifié le lot et y décelé un nombre d(N) d'articles 
défectueux nous traçons un trait dans la colonne correspondant 
à la valeur d (N). Ainsi, la présence de quatre traits dans la colonne 
correspondant à d (N) = 0 signifie que sur 108 lots vérifiés seuls 
quatre ne comportaient pas d'articles défectueux. Supposons que 
pour chacun de ces 108 lots l'on connaisse si ce lot a été obtenu 
lors d’un déroulement normal du processus de production ou si 
un certain déréglage s'était produit. Supposons alors que les lots 
recelant jusqu’à huit articles défectueux ont été fabriqués dans les 
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conditions normales de fabrication, les lots recelant 10, 12, 13, 14 
articles défectueux, en présence de certains écarts mineurs des 
régimes technologiques, et les lots pour lesquels d (N) = 29, 41, 
80, 89, en présence d'un déréglage sérieux du régime technologique. 
On voit sur la figure 7.1.2 que dans les conditions du déroulement 
normal du processus de production on peut considérer que le nombre 
d (N) d'articles défectueux dans un lot composé de W articles est une 
variable aléatoire possédant une distribution bien déterminée. La 


012345678310 11213415....29....41....80....89d(N) 
Fig. 7.1.2 


forme de cette distribution F, (D) = P {d (N) << D } ne peut être 
trouvée qu'après avoir réalisé des études spéciales. En certains 
cas on peut utiliser en première approximation la distribution bino- 
miale ou de Poisson. Le nombre d (N) suivra une distribution bino- 
miale quand chaque élément a la même probabilité d'être défectueux. 
La distribution F1 (D) est dite distribution a priori du nombre 
d'articles défectueux dans le lot fabriqué durant le déroulement 
normal de la production. Il semble fort douteux que l'on puisse 
fixer une distribution Faer (D) pour le nombre d'articles défectueux 
dans le lot en présence de déréglages. 

Supposons momentanément qu’une telle distribution Far (D) 
existe et qu'avec une probabilité p proche de l'unité soient conser- 
vées toutes les principales conditions déterminant le déroulement 
normal de la production et avec une probabilité g = 1 — p un 
déréglage se soit produit. Dans ce cas la distribution a priori F (D) 
du nombre D d'articles défectueux dans un lot est déterminée par 
la formule 


F (D) = pFn (D) + qFaer (D), 
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autrement dit, elle représente la superposition de deux distributions. 
Si les distributions F, (D) et Fac-(D) sont telles que Fh (D) est 
déjà proche de 1, alors que F4.-(D) est encore petite, le problème 
de l’organisation du contrôle d'acceptation consiste en ce qui suit. 
Il faut organiser le contrôle de telle sorte que la plupart des lots 
fabriqués dans les conditions normales de production soient acceptés, 
alors que la plupart des lots fabriqués en présence d’un déréglage 
du processus de production soient rejetés. 

Appelons cela pour être plus concis la propriété de discrimination. 
Lors de l'organisation d'un contrôle discriminant on peut partir 
de la forme concrète de la distribution Fàh (D), toutefois cette pro- 
priété de discrimination doit être conservée par rapport aux diverses 
distributions Fier(D). L'exigence de la non-sensibilité par rapport 
à la forme de Faer(D) s'explique par la forte dépendance de Fier(D) 
de la nature des causes provoquant le déréglage. 

La fixation de la distribution a priori F (D) est souvent le point 
faible des plans basés sur des raisonnements économiques. La forme 
de la distribution a priori influe fortement sur l'efficacité de l'utilisa- 
tion du plan de contrôle. A. Kolmogorov a proposé aux auteurs 
l'exemple suivant. Supposons que l'on effectue un contrôle d’échan- 
tillonnage pour lequel on prélève sur chaque lot une certaine quantité 
d'articles à vérifier. Si l’on découvre dans l'échantillon un seul 
article défectueux, le lot est rejeté. S'il n’y a pas d'articles défectueux 
dans l'échantillon, le lot est accepté. Il pourrait sembler naturel à 
première vue qu'un tel contrôle ne puisse jamais abaisser la qualité de la 
production acceptée. Supposons, toutefois, que la distribution a priori 
F(D) est telle que dans chaque lot présenté au contrôle ou bien tous les 
éléments sont conformes, ou bien un seul élément est défectueux. 
Dans le cas d’une telle distribution a priori on rejettera précisément 
les lots dans lesquels on a décelé l'unique article défectueux possible. 
Il est clair que la qualité de la production acceptée lors de l’utilisa- 
tion du plan de contrôle statistique sera plus mauvaise que sans 
le contrôle. Toutefois, pour d’autres distributions a priori ce même 
plan de contrôle peut s'avérer pleinement efficace. 

Pour l’organisation du contrôle d'acceptation d'échantillonnage 
on doit donner un système de règles, le plan de contrôle, dans lequel 
on indique comment doit être choisi l’article soumis au contrôle, 
à partir de quelle quantité d'articles vérifiés doit-on adopter la 
décision d’accepter le lot, de le rejeter ou de poursuivre le contrôle. 
Trois types de plans de contrôle d’échantillonnage suivant un prin- 
cipe qualitatif ont connu la plus large application. 

I. Plans du type d'échantillonnage simple. Sur un lot de taille 
N on prélève d’une manière aléatoire nr éléments (nr < N) que 
l’on soumet au contrôle. Si le nombre des éléments défectueux parmi 
les x choisis est égal à d'(n) < c, où c est un nombre entier appelé 
nombre d'acceptation, on accepte le lot. Si d (n) > c, le lot est rejeté. 
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IT. Plans du type d'échantillonnage double. Dans un lot de taille 
N on choisit d'une manière aléatoire nr, éléments (premier échantil- 
lon) ; si le nombre d'articles défectueux d (n,) < c, le lot est accepte, 
et si dns) >c2 > ci, le lot est rejeté ; si, par contre, c << d(n;)< 
<c, on prélève un second échantillon de »: éléments. Si le nombre 
global d'éléments défectueux recensés dans les deux échantillons 
d (ny + n2) << cs, le lot est accepté, si d'(rm + n2) >>cz, le lot 
est rejeté. On utilise souvent des plans du type d’échantillonnage 
double tronqués pour lesquels co = c3. 

III. Plans du type progressif. Lors de l'utilisation de ces plans 
on se donne les tailles des échantillons successifs n;, à — 1, 2, ..., 
n < N, ni +n:< N, etc., et aussi des couples de nombres entiers 
Cu Ci. Soit dj = dr +...+ n;) le nombre d'articles défectueux 
décelés dans les i premiers échantillons. Au début du contrôle on 
prélève un échantillon de taille n,. Si d; < c1, on accepte le lot, 
si di >c;, on le rejette; si, par contre, ©, << di <<c;, on prélève 
un second échantillon de taille n:, etc. Au i-ième pas, si d; < c;, 
on accepte le lot ; sid; > ci, on le rejette; sic; << d; < ci, on prélève 
encore un échantillon de taille z;:+1, etc. 

Chacun des types de plans que nous venons d'indiquer possède 
ses avantages et ses inconvénients. Nous donnerons une analyse 
plus détaillée dans le paragraphe suivant. Nous noterons simplement 
que les plans du type d'échantillonnage simple sont bien moins 
compliqués du point de vue de l’organisation. En outre, on connaît 
à l'avance la taille de l'échantillon à prélever. Dans les plans du type 
d'échantillonnage double et les plans progressifs on peut obtenir 
un niveau très élevé de certitude que les décisions prises sont con- 
formes avec la réalité. On peut toutefois rencontrer des cas, où le 
volume de l'inspection sera beaucoup trop grand. L’estimation 
de la qualité de la production pour les plans des types IT et III 
est bien plus compliquée que pour les plans du type I. 

Caractéristique opérationnelle. L'utilisation des méthodes du 
contrôle d'acceptation est liée au risque de rejeter à tort de bons 
lots et d'accepter des lots contenant un taux élevé d'articles défec- 
tueux. Lors du prélèvement aléatoire des articles on peut, quand 
le nombre d'articles défectueux dans le lot est peu élevé, choisir 
pour le contrôle un nombre important d'articles défectueux, ce qui 
conduira à une décision erronée de rejeter un bon lot (erreur de 
première espèce). D'autre part, il peut arriver que, quand le taux 
d'articles défectueux est élevé, il n'y ait qu'une faible quantité 
d'articles défectueux dans l'échantillon et un mauvais lot sera 
accepté (erreur de seconde espèce). De telles décisions erronées sont 
inévitables quand on applique la méthode de contrôle d’échantillon- 
nage. Le problème de l’organisation juste du contrôle d’échantillon- 
nage consiste, en particulier, à faire en sorte que les décisions erronées 
se rencontrent rarement. autrement dit soient des événements peu 
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probables. Pour cela il faut choisir judicieusement les paramètres 
définissant le contrôle. 

L'une des caractéristiques probabilistes les plus importantes 
du plan de contrôle d’échantillonnage est la caractéristique dite 
opérationnelle. On entend par caractéristique opérationnelle la fonc- 
tion x (g) égale à la probabilité d'accepter un lot contenant un taux 


d'articles défectueux égal à g — NW: si l'acceptation est réalisée con- 
formément au système de règles définissant le plan de contrôle initial. 


(9) 


Fig. 7.1.3 


À l'appui de la caractéristique opérationnelle on peut donner 
divers indices numériques des plans. Nous mesurons la qualité du lot 


par le taux d'articles défectueux q 7. Il peut s'avérer à l'appui 


de considérations économiques ou autres que les lots pour lesquels 
le taux d'articles défectueux g-<< ger sont estimés bons et qu’il 
faut les accepter, et les lots pour lesquels qg => qer Sont mauvais et il 
faut les rejeter. Dans ces cas il aurait été souhaitable d'utiliser le plan 
correspondant à une caractéristique opérationnelle idéale 
(fig. 7.1.3,a), qui est égale à 1 pour les valeurs g << gr et est égale 
à zéro pour les valeurs qg = qcr. Il n'existe pas toutefois de tels 
plans de contrôle d'échantillonnage avec une taille relative de 


l'échantillon v — + < 1 parmi les plans du type d'échantillonnage 


simple. Il n’en existe pas non plus parmi les autres types de plans. 
La caractéristique opérationnelle de chaque plan de contrôle est une 
fonction monotone décroissante. L’allure générale de la caractéristi- 
que opérationnelle est montrée sur la même figure 7.1.3,a. Pour 
plus de clarté les caractéristiques opérationnelles sont partout 
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représentées par des lignes continues, bien qu’en fait elles n'ont 
de sens que pour les points g = L. 

I1 n’est pas toujours possible de diviser de façon catégorique 
à l’aide d’un seul nombre &.- les lots en bons et mauvais. Il apparaît 
souvent une zone d'indétermination, où nous ne pouvons pas dire 
exactement si le lot est bon ou mauvais. Dans de tels cas le lot est 
estimé foncièrement bon si g<<q et foncièrement mauvais si 
q >>Q2, g2 >q. Comme la caractéristique opérationnelle du plan 
de contrôle d’échantillonnage est une fonction monotone décroissante 
et comme des décisions erronées sur l'acceptation ou le rejet sont 
inévitables, il est souhaitable que les probabilités des décisions 
erronées soient faibles. Soit x (g) la caractéristique opérationnelle 
du plan. On impose au plan les exigences consistant en ce que x (g) > 
>1 — « quand g<<q et x (g)<B quand qg => q:. La probabilité 
14 — x (g), c'est-à-dire la probabilité de rejeter un lot bon, est 
appelée erreur de première espèce, ou risque du producteur, le taux 
g est appelé qualité admissible. La probabilité x (g>) d'accepter 
a tort un mauvais lot est appelée risque du consommateur, et le 
taux qg>, qualité limite admissible dans ce sens que si qu << q << 2, 
on estime que le lot est encore acceptable. Ainsi les exigences envers 
le plan peuvent consister en ce que les probabilités des erreurs, 
autrement dit les risques du producteur et du consommateur, soient 
respectivement non supérieures à @œ et BP (fig. 7.1.3,b). 

On utilise habituellement dans les tables certains ensembles 
uniquement de valeurs de &, B, par exemple 0,1 ; 0,05; 0,01. Si l’on 
utilise le plan de contrôle d’échantillonnage pour lequel les risques 
œ = 0,01; B = 0,05 pour des valeurs g = 0,01 et g2 = 0,05, cela 
signifie qu'en moyenne dans chaque 100 lots pour lesquels le taux 
d’articles défectueux ne dépasse pas 1 % on ne rejettera pas plus 
d’un lot, et de 100 lots contenant plus de 5 % d'articles défectueux 
on acceptera en moyenne pas plus de 5 lots. Le choix du couple 
de nombres qg, B est réalisé en tenant compte des exigences du con- 
sommateur. Le choix de g et & est réalisé de manière à se garantir 
d’un rejet injustifié des bons lots. On choisit souvent la valeur 
de q légèrement supérieure à la valeur moyenne du taux d'articles 
défectueux lors du déroulement normal du processus de fabrication, 
ce qui garantit que presque tous les lots fabriqués en tenant compte 
des exigences technologiques seront acceptés. Nous désignerons 
par ga le taux d'articles défectueux dans un lot tel que la probabilité 
d'accepter ce lot est égale à &, autrement dit x (ga) = &. On 
appelle q1,, la qualité indifférente lors de l'utilisation du plan 
associé à la caractéristique opérationnelle x (q). Si le plan de contrôle 
a déjà été choisi et si le taux d'articles défectueux dans le lot coïncide 
avec la qualité indifférente, alors en moyenne la moitié de lots 
de ce genre sera rejetée et l'autre moitié acceptée. 
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Par exemple, pour les plans du type d’échantillonnage simple 
on doit donner la taille rz de l’éc antillon et la valeur du nombre 
d'acceptation c. Considérons en qualité d'exemple le cas du choix 
des valeurs du nombre d’acceptations c sur la base des données rappor- 
tées sur la figure 7.1.2, quand il a été décidé de choisir dans les 
fins de contrôle un échantillon de x — 100 articles de chaque lot 
de taille N = 1000. Supposons que les contrôleurs ne connaissent 

pas les resultats du contrôle intégral et que tous les 
articles défectueux soient laissés dans tous les 108 
lots. Les résultats du contrôle d’échantillonnage se 
sont avérés les suivants: les articles défectueux 

— étaient absents dans les échantillons prélevés sur 75 

— lots, dans 24 échantillons on a découvert un article 

=— défectueux par lot, dans quatre échantillons deux, 

— dans deux échantillons quatre, dans un échantillon 

— six et dans deux échantillons huit articles défectueux 

—=—— (fig. 7.1.4). En les comparant avec les résultats du 

— contrôle intégral on remarque que tous les 75 lots 

—_— dans lesquels le nombre d'articles défectueux recen- 

— sés d(n) — O0 avaient été fabriqués lors du dé- 
——— roulement normal du processus de production, que 


parmi les 24 lots pour lesquels d (n) = 1, 23 avaient 


Fig. 7.1.4 


été fabriqués lors du déroulement normal du processus de fabri- 
cation, parmi les 4 pour lesquels d(n) — 2 deux seulement 
avaient été fabriqués lors du déroulement normal du processus de 
production. 

Il apparaît ainsi qu'il n'est pas intéressant de poser c = 0, 
puisque 23 lots fabriqués lors du déroulement normal du processus 
de production et recelant un nombre relativement faible d'articles 
défectueux seraient rejetés. On a montré dans la table 7.1.1 la proba- 
bilité de rejeter un lot de taille N = 1000 contenant D articles 
défectueux d’après un échantillon de taille nr — 100, quand c = 
— 1,2, 3. Le calcul a été conduit en utilisant la distribution hyper- 
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Can À 


géométrique d’après les formules du $ 7.2. Les calculs montrent que 
quand c = 0 les probabilités des erreurs de première et de seconde 
espèces sont respectivement égales à 0,41 et 0,04; quand c — 1, 
à 0,08 et 0,18; quand c = 2, à 0,01 et 0,42; quand c = 3, à 0,002 
et 0,66. Un lot est ici estimé bon si D<£5, et mauvais si D > 30. 
La valeur la plus convenable du nombre d'acceptation c est c—1 


Table 7.1.1 


0,271244 | 0,410168 | 0,653072 | 0,880975 


0,959003 | 0,995516 | 0,999974 


c—1 Lors | 008084 0,263705 


0,61 ra o.svra 


cor | 0,999648 


0,009702 | 0,069238 | 0,322752 | 0,585332 | 0,894179 


c=—2 | 0,000978 0,997651 


c=3 0,000 0,001773]0,011980 


0,130887 | 0,341777 


0,471999 | 0,989713 


Il est très difficile d'effectuer chaque fois de tels calculs en 
tenant compte de la variation de W et nr. C'est pourquoi on élabore 
des systèmes spéciaux de choix des plans de contrôle d'acceptation 
à partir d'un grand nombre de plans de ce genre. A l'heure actuelle 
on a édité de nombreux ouvrages recelant des tables de plans que 
l'on peut utiliser pour organiser le contrôle d’acceptation (cf. [4] 
à [7]. La revue critique de divers plans standards est donnée au 
$ 7.3. Toutefois, la solution définitive du problème n'est pas encore 
donnée à l'heure actuelle. La difficulté d'élaborer la méthode de choix 
des plans de contrôle les plus acceptables réside principalement 
non pas dans l'aspect mathématique du problème, mais dans la 
prise en considération de tous les facteurs de production prédétermi- 
pant ce choix. Il existe divers indices numériques de l'efficacité 
d'utilisation de chaque plan. Des exemples en sont fournis par les 
erreurs de première et de seconde espèces. Des indices entièrement 
différents seront définis au paragraphe suivant. Dans le choix 
judicieux du plan de contrôle d'acceptation en divers cas un rôle 
important appartient aux considérations économiques. L'une des 
variantes possibles de l’organisation du contrôle d'acceptation 
à la base des indices de coût est considérée au $ 7.4. 

Violations possibles des règles de contrôle. On donne au $ 7.9 
les méthodes d'estimation de la qualité de la production à la base des 
résultats du contrôle. On rapporte des estimations non biaisées, 
c'est-à-dire justes en moyenne, de la qualité de la production pro- 
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posée et acceptée. Le problème principal consiste en ce qui suit. 
Supposons qu’on présente au contrôle des lots de taille N, contenant 
D; articles défectueux. Après avoir effectué le contrôle on accepte 
N;ac articles de chaque lot dans lequel D, sont défectueux. Con- 
paissant les résultats du contrôle on demande d'estimer le taux 
d'articles défectueux dans la production présentée (qualité d'entrée} 
et le taux d’articles défectueux dans la production acceptée (qualité 
de sortie). En utilisant les méthodes de calcul des estimations non 
biaisées pour les qualités d'entrée et de sortie de la production, 
il convient d'accorder une attention particulière à l’observation 
des règles de réalisation du contrôle d'acceptation à partir desquelles 
on a établi les formules des estimations. Il se produit toutefois 
diverses sortes de violations. Rapportons deux exemples de violations 
possibles. 


Exemple 1. Pour effectuer le contrôle on prélève dans chaque 
lot 100 éléments indépendamment de la taille du lot. On vérifie 
tous les articles prélevés; si le nombre des articles défectueux 
décelés d >> 2, on rejette le lot, si par contre d < 2, le lot est accepté. 
Le nombre global d'articles défectueux ainsi décelés est alors enregis- 
tré dans un cahier. A la base des données enregistrées on dessine 
un trait dans la colonne respective, correspondant au nombre 
d(n) d'articles défectueux décelés. Les données obtenues sont 
rapportées sur la figure 7.1.5,a. Il s'avère, d’après les données 
enregistrées, que l’on n'a pas du tout rencontré de lots dont les 
échantillons contenaient plus de trois articles défectueux. Nous 
voyons de la figure 7.1.5,a que le nombre de lots contenant d = 3 
articles défectueux est égal à 35, et pour d = 0, d = 1, d = 2, les 
nombres de lots sont respectivement 60, 45 et 33. L’explication 
la plus plausible consiste en ce que le contrôle avait été poursuivi 
jusqu’à ce que l’on décèle les trois premiers éléments défectueux. 
Il semblait au contrôleur, qui ne savait pas comment influe la viola- 
tion du plan de contrôle sur l'estimation de la qualité, tout à fait 
inutile de vérifier le reste de l'échantillon, puisque le lot devait 
être rejeté. Si les règles du contrôle avaient été scrupuleusement 
observées, les résultats du contrôle auraient eu la forme que montre 
la figure 7.1.5,b. On voit, sans même effectuer de calculs, que la 
violation du plan de contrôle a conduit à surestimer la qualité 
de la production. 


Exemple 2. La représentation graphique des données sous forme 

de colonnes a l'allure que montre la figure 7.1.6,a. 
On remarque la réduction brutale du nombre de lots pour lesquels 
— 3. On en compte seulement 10, alors qu'il y a 60 lots dont 
l'échantillon contient d = 2 articles défectueux. Il est écrit dans 
le plan de contrôle que l’on doit prélever sur chaque lot 100 articles 
et que quand on découvre plus de deux articles défectueux le contrô- 
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leur vérifie intégralement la partie restante du lot. Ainsi, le rejet. 
d’un lot signifie un fort accroissement du travail du contrôleur. 
Si les articles sont utilisés dans des secteurs peu importants de la 
production (par exemple, dans la production d'outils), le contrôleur, 
après avoir découvert dans l'échantillon exactement trois articles 
défectueux, accepte un tel lot en réduisant ainsi artificiellement 
le volume de son travail. Si l’on a ainsi accepté 15 lots, alors, en 
observant scrupuleusement le plan de contrôle, le matériel empirique 
aurait la forme que montre la figure 7.1.6,b. 

Dans les exemples cités, bien que les chiffres rapportés ont été 
inventés, l’essence du problème est réelle. On aurait pu certainement 
allonger la liste de cas semblables, peut-être plus originaux. 

Le but de ces exemples est de montrer que même une simple ana- 
lyse statistique, semblable à celle que nous avons utilisée pour com- 
poser les figures 7.1.5 et 7.1.6, peut parfois mettre en évidence des. 
faits essentiels. 


$ 7.2. Caractéristiques numériques des plans 
de contrôle d'acceptation 


Plans du type d’échantillonnage simple. Nous avons déjà indiqué 
plus haut que l'organisation judicieuse du contrôle d'acceptation 
exige que l’on sache estimer l'efficacité d'utilisation des divers plans 
à l’aide des critères numériques. Chaque plan de contrôle est détermi- 
né par l'instant, où l’on doit interrompre le contrôle, et aussi par 
l'indication de la décision que l’on doit adopter. 

En règle générale (cf. [7]), on adopte l’une des trois décisions sui- 
vantes : 

D, rejeter la partie restante non vérifiée du lot sans contrôle; 

D>:, effectuer un contrôle intégral de toute la partie restante du 
lot ; 

D3:, accepter la partie restante du lot sans contrôle ultérieur. 

D'autres décisions sont parfois possibles en certains cas, comme. 
l’abaissement du label de qualité, le renvoi de la partie restante du 
lot pour un traitement approprié éliminant les défauts, etc. 

Les plans du type d’échantillonnage simple sont caractérisés. 
par deux paramètres, la taille de l’échantillon et le nombre d’accep- 
tation c. Si l’on désigne par d (n) le nombre d'articles défectueux 
dans l'échantillon, le lot est rejeté quand d (nr) > c (c’est-à-dire que. 
l’on adopte l’une des décisions D, ou D:), et si d(n)  c, le lot est 
accepté (c'est-à-dire que l’on adopte l’une des décisions D; ou D:). 
Convenons de désigner les plans du type d'échantillonnage simple par- 
leurs paramètres (nr, c). Dans ce cas, si le rejet signifie l’adoption de: 
la décision D; et l’acceptation, l'adoption de la décision D, ce plan: 
sera noté (7, c)j. 


$ 7.2] CARACTÉRISTIQUES NUMÉRIQUES DES PLANS DE CONTROLE 399 


Trois types de plans sont possibles (n, chi, (7, chis, (7, Css. 
Par exemple, le plan (120; 1).3 signifie que dans chaque lot on doit 
prélever d'une manière aléatoire et vérifier 120 articles. Si d (120) >. 
> 1. il faut effectuer le contrôle intégral de la partie restante du lot. 
Si d (120) < 1, alors on accepte la partie restante du lot sans contrôle 
ultérieur. Les plans du type (7, c),. sont utilisés dans les cas, où 
le contrôle est non destructif, son coût est important et les exigences 
de qualité sont élevées. Les plans du type (7, c);3 sont utilisés princi- 
palement lors du contrôle destructif ou dans les cas, où le coût du con- 
trôle est élevé. Enfin, les plans (n, c)., sont appliqués aussi bien lors. 
du contrôle destructif que lors du contrôle non destructif, quand il 
est intéressant d'obtenir une information complémentaire sur la 
qualité de la production. 

On voit sans aucuns calculs que le nombre moyen d'articles. 
vérifiés est différent pour chacun de ces plans. De même, le taux 
d'articles défectueux dans la production acceptée d'après les résul- 
tats du contrôle sera différent, ainsi que les méthodes de son estima- 
tion que l'on étudiera au $ 7.5. Si le contrôle n'est pas destructif, 
les articles défectueux ainsi décelés peuvent être remplacés par des. 
articles conformes. Dans ce cas la taille du lot accepté ne sera pas 
modifiée. Le fait que les articles défectueux sont remplacés par des. 
articles conformes sera noté par le signe prime (7, c)’, l'absence de 
remplacement par une croix (x, c)*, le fait que le contrôle est destruc- 
tif par un astérisque (7, c) *. 

Des plans du type d'échantillonnage simple à double niveau de 
contrôle peuvent parfois s'avérer utiles. On fixe ici la taille de l’échan- 
tillon x et deux nombres critiques: le nombre d'acceptation c et le 
nombre de rejet c’. Si le nombre d'articles défectueux décelés d (n) < 
< c, alors on adopte la décision D3, si c << d(n) < c’, on adopte la 
décision D>, si enfin d (n) > c’, on adopte la décision D,. De tels: 
plans peuvent s'avérer économiquement plus rationnels quand le 
contrôle est non destructif mais coûteux, et si l’on rencontre souvent 
des lots présentant un taux élevé d'articles défectueux. De tels plans. 
sont notés à l’aide du triplet (7, c, c’). 

Etudions l'influence du taux d'articles défectueux sur la proba- 
bilité d'adopter telle ou telle décision et sur le volume global de 
l'inspection. Le lot présenté au contrôle peut être caractérisé par 
deux nombres: la taille du lot W et le nombre d'articles défectueux D 
qu’il contient et qui nous est inconnu. Supposons que l’on utilise: 
le plan (7, chi Le nombre d'articles défectueux décelés d (7) est 
une variable aléatoire. On peut aisément calculer les probabilités. 
fa = P{d(n) = d}, d—0(1)r par deux méthodes différentes. 

Dans la première méthode nous considérons tous les rangements 
possibles de D éléments dans N places, parmi lesquelles r places. 
fixées définissent l'échantillon. Le nombre global de rangements des 
éléments différant uniquement d'après l'indice de la conformité ou 
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de la défectuosité est égal à C*. On peut alors ranger d articles défec- 
tueux de C% différentes façons dans n places fixées pour l'échantil- 
lon et les D — d articles défectueux ne tombant pas dans l'échantil- 
lon de C$=A façons dans les N — n places restantes. Le nombre glo- 
bal de cas favorables pour l'événement {d (nr) = d} est égal à CACY=£. 
Nous obtenons ainsi 
CICPEE 
nON-n Fe 
m=Pa(G)=dj= 5 —. (7.2.1) 
N 
Dans la seconde méthode nous considérons tous les divers échan- 
tillons possibles de N éléments nr à 7. Le nombre total de ces échan- 
tillons est CX. Le nombre d'échantillons de D éléments défectueux 
dàdest C$ et le nombre d'échantillons de N — D éléments confor- 
mes zn —dàn—d est CY-®. Le nombre global de cas favorables 
est ainsi égal à CÉCY-D d'où nous tirons 
CHCN-D 
CN 


On dit qu'une variable aléatoire d (n7) prenant les valeurs entières 
O (1) rz avec les probabilités ra données par les formules (7.2.1), 
(7.2.2) suit une distribution hypergéométrique. On peut montrer que 
la valeur moyenne et la variance du taux d'éléments défectueux sont 
données par les formules 

mit _D. M (40 D = { N—n D(N—D) (7.2.3) 


n  N' TNT nn N—1 NE ” 


n N 


En effet, le nombre de tous les échantillons possibles de V éléments 
n à n, en tenant compte de l’ordre, sera À = N (N — 1) ... (N — 
— n + 1). Le nombre de cas pour lesquels un article donné sera 
vérifié le i-ième est À = (N—1)(N—2)...(N—n<+1), le 
nombre de cas pour lesquels ïil sera défectueux est B — 
= D(N—1)(N—2)...(N—n<+1). Ainsi, la probabilité 
pour que le i-ième article prélevé pour le contrôle sera défectueux 


est égale à À = +. Comme d(n)=E + ...+E,, où E; = 1 


quand le i-ième article est défectueux, (P{ i = 1} = +), et E; = 0 


Ta — 


(7.2.2) 


dans le cas contraire, alors M (©) = n71M (SE;) = P; (E;: =1)=— 
i=1 


=. Par conséquent, le taux d'articles défectueux décelés dans 


l'échantillon est une estimation non biaisée du taux d'articles défec- 
tueux dans le lot. On peut démontrer d'une manière analogue la 
seconde formule (7.2.3). Pour souligner la dépendance de cette dis- 
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tribution des trois paramètres W, D, n nous désignerons partout les 
probabilités na de la distribution hypergéométrique par le symbole 


Br. Pour le plan (7, c);; la probabilité IT d’accepter le lot en 
adoptant la décision j est 


NI. (D) = P {d(n) Le} — È pr (7.2.4) 


La probabilité de rejeter le lot en adoptant la décision à sera alors 
respectivement 1 — IT. (D). 
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La grandeur IL (D) en tant que fonction du taux D d'articles 
défectueux dans le lot est appelée caractéristique opérationnelle. C'est 
l’un des indices fonctionnels les plus complets de l’efficacité du plan. 
La forme de la caractéristique opérationnelle pour le plan (50, 3) 
et N — 100 est montrée sur la figure 7.2.1,a. On voit de la figure 
que la probabilité d'accepter le lot décroît rapidement avec l’accrois- 
sement du taux d'articles défectueux dans le lot. Déjà quand D — 
— 10, 113 = 0,18 et pour D = 15, Il; << 0,02. 

La seconde caractéristique importante du contrôle est la dépendan- 
ce de l’espérance mathématique du volume global d'éléments vérifies 
de la valeur D. Quand on utilise le plan (7, chi, les N — n articles 
restant non vérifiés sont vérifiés si d (n) < c. Ainsi, le volume global 
moyen de l'inspection M;2 (D) est donné par la formule 


Myw(D)=n+(N—-n)lI (D). (7.2.5) 
26—0217 
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D'une manière analogue pour le plan (27,c);4; on a 
Mi3(D) = 12, (7.2.6) 
et pour le plan (7, ch» 
Ma3(D)=n+(N—n)1[1—1IL (D)]. (7.2.7) 


On a montré sur la figure 7.2.1, b les graphiques #f;; (D) pour 
les plans (50, 3);; et une taille du lot N — 100. 

Approximations binomiale et poissonienne. La distribution hyper- 
géométrique est difficile à tabuler du fait de la présence de trois 
paramètres indépendants W, D, n. 

C'est pourquoi il est d’un grand intérêt pratique d’obtenir diver- 
ses approximations recelant les distributions connues avec un nom- 
bre moindre de paramètres. Nous nous bornerons ici à quelques exem- 
ples d’'approximations binomiale et poissonienne. Notons que [l’on 
peut mettre les formules (7.2.1) et (7.2.2) sous la forme 


n-d-1i 
bec TL (er) I (ie) (4) 
(7.2.8) 
é De. D-d-1 L 1 ; Fr 
mb (4) I (9H) (TL (D 
(7.2.9) 


où q=+— est le taux d'articles défectueux dans le lot, etv=—, 


la taille relative de l'échantillon. Nous obtenons de la formule 
(7.2.8) que 


Bo = Cig* (1— g)"4 (7.2.10) 


si seulement nr & min (W, N—d) et d& D. Dans ces conditions 
on suppose en fait que VS 1 et D 5 1. 


Nous trouvons de la formule (7.2.9) que 
Bip & Cow (1—v)"—* (7.2:11) 


si seulement D -£ min (NW, N —n), d 4 n. Dans ces conditions 
on suppose en fait que V © 1 et z © 1. Ainsi, la distribution hyper- 
géométrique peut être approchée par les distributions binomiales, 
qui sont déterminées par deux paramètres indépendants: q et nr 
dans le premier cas et v et D dans le second. Pour simplifier l’écriture 
nous les appellerons distributions g-binomiale et v-binomiale. Les 
conditions pour lesquelles la distribution g-binomialeest une bonne 
approximation consiste en ce que la taille relative de l'échantillon 
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est faible et le taux d'articles défectueux est supérieur à la taille 

relative de l'échantillon; la distribution v-binomiale donne de bons 

résultats quand la taille relative de l'échantillon est supérieure au 
taux q des articles défectueux. 

Sin d1,d<n,g <& 1, v < 1, on peut utiliser l’approximation 

poissonienne 

Br, & (ea, 7.2.12 

Dee (3r)e (erte) 

où À — nq — Dv est le nombre moyen d'articles défectueux tombés 

dans l'échantillon. La table (7.2.1) contient les données relatives 


pour les valeurs exactes des probabilités B%p et des diverses appro- 
ximations considérées plus haut (comparer [6], p. 445). 


Tab 2. 


N = 100: n — 10; q = 0,05 N—100; n=10; q = 0,2 


k k ! nÂ k 
BND | Un [eh (5) Go | 8p | 6 lot, (5) ttno 
0 | 0,584 | 0 sn | 0,590 0,135 


0,328 


0,070 


1 | os | 0,315 
| 0,271 


en ,268 | 0,268 | 0,270 a 


0,075 | 0,073 


Convenons d'utiliser les notations 
bi (a)=Cha* (1), (= (5er, 


Bi (a) = 2 bf(a), Le(x)— 2 la (x). 
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Nous obtenons des formules (7.2.10), (7.2.11), (7.2.12) que la 
caractéristique opérationnelle peut être calculée à l’aide des for- 
mules 


L(D)= Big), IL(D)=B5(v. IL(D)= Le(h. (7.214) 


Dans les cas, où l’on peut utiliser les distributions mentionnées 
plus haut et où la taille de l’échantillon r >> 30, il est rationnel d'in- 


e e « e + e n 
troduire au lieu du paramètre discret nr le paramètre continu f — rs. 


0 
où nr, est le nombre des articles parmi lesquels, lors du déroulement 
normal du processus de production, on rencontre en moyenne un arti- 
cle défectueux. Connaissant {, nous pouvons trouver la valeur n 
de l'égalité rz = tro. Les nombres fractionnaires ainsi trouvés seront 
arrondis jusqu’à l'entier le plus proche. Par exemple, si r9 — 50 
et { — 2,331, alors nr — 116,55, et en arrondissant nous trouvons 
n — 117. Les erreurs d'arrondi seront faibles et on peut les négliger, 
compte tenu que nous commettons par ailleurs une autre erreur en 
utilisant les approximations binomiale ou poissonienne. Supposons 
que les articles choisis au hasard soient vérifiés successivement l’un 
après l’autre, et soit 2; le numéro de l'essai durant lequel l’article 
vérifié s’avère défectueux. Posons no = À (5) Re es , NOUS avons 
alors le théorème suivant. 


Théorème 7.2.1. Si 
y, à = 1, 2, 3, ..., constitue un flux poissonien d'intensité À. 

La démonstration de ce théorème peut être obtenue à partir de la 
formule combinatoire exacte, en montrant qu'à la limite, les distri- 
butions à dimensions finies des instants ft; coïncident avec les dis- 
tributions du flux poissonien. Nous omettons toutefois cette démons- 
tration pour ne pas alourdir notre exposé par des formules volumi- 
neuses. 

On peut ainsi considérer la taille de l’échantillon comme un para- 
mètre temporel et les articles défectueux décelés, comme l'apparition 
d’un événement d’un flux aléatoire. De ce point de vue la présence 
de la distribution poissonienne (7.2.12) s'explique par le fait que nous 
observons les événements d’un flux aléatoire (le décèlement des arti- 


—+ 0, N — co, D —+ co, la suite des instants 


Le e Ld nm PE 
cles défectueux) au cours d’un « temps » fixé À — —— = RQ, No = Q . 
0 


Il est également utile de noter que l'approximation poissonienne 
reste valable aussi pour des tailles relatives v de l'échantillon arbi- 
trairement grandes, si la distribution a priori du nombre d'articles 
défectueux est binomiale et que la valeur du paramètre q, est suffi- 
samment petite (go << 0,1). 

Comme nous l'avons déjà souligné plus haut (cf. $ 7.1), lors du 
déroulement normal du processus de production on peut estimer que 
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le nombre D d'articles défectueux dans un lot de taille W est une 
variable aléatoire, dont la fonction de répartition est Fh (D). Si 
chaque article peut, indépendamment des autres et avec une même 


probabilité go, s'avérer défectueux, alors Fh (D) — B* (Qo). 


Théorème 7.2.2. Si la distribution a priori du nombre d'articles 
défectueux D est binomiale et sa fonction de répartition est Fa (D) — 
— BX (go), alors la distribution du nombre d'articles défectueux d (n) 
décelés dans un échantillon de taille n est aussi binomiale et sa fonction 
de répartition est B% (do). 

La démonstration est basée sur l'identité 


Bob? (Qo) = b? (Go) bN=n (0) (7.2.15) 


que l’on peut directement vérifier. En vertu de cette identité 
nous avons 


P{d(n)= à} Ÿ P {d (x) = d| D} x (go) = 


N N 
== © BNDbX (go) = bn(go) À bX-n (go) = Un (go), 
D--u D=—0 
ce qui termine la démonstration. 

En divers cas la distribution a priori n’est pas binomiale. mais 
on peut l’approcher par une superposition de distributions binomia- 
les. En d’autres termes, l'approximation est réalisée avec la distri- 


bution F, (D) — | BY (qo) dGn (go): où Gn (do) est la fonction de ré- 


partition Gn (—0) = 0, Ga (1) = 1. Ainsi, la distribution a priori 
est approchée par la distribution binomiale de paramètre aleatoire 
4 Nous nous bornerons lors des calculs du $ 7.5 uniquement au 
cas d’une distribution purement binomiale pour laquelle G, (qg) = 0 
si 4 << Go: Gn (g) = 1 Si 4 > Go, 0 << Go L 1. On peut s'attendre à 
ce que Gàn (g) possède deux sauts. si au contrôle sont présentés d'une 
manière aléatoire des lots fabriqués par des équipes différentes et si 
chaque équipe est caractérisée par une valeur g du taux d'articles 
défectueux. 

Plans du type d’échantillonnage double. Dans les cas, où le pro- 
blème de la réduction du volume des essais se pose avec acuité, on 
peut utiliser des plans du type d'échantillonnage double ou progressif 
(cf. $ 7.1). Considérons tout d’abord les plans tronqués du type 
d’échantillonnage double. Lors de l’utilisation de ces plans on choisit 
d’abord n, articles ; si d (n;) < c1, on adopte la décision Da (habi- 
tuellement D; = D: ou Di); si d(n;) >c2 >, le lot est rejeté 
et l’on adopte la décision Dies (Drejy = D, ou D2); si par contre 
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Cy Ld(n;) L C2, on prélève un échantillon complémentaire de taille 
Ne. Si dry + n2) Lc2, le lot est accepté avec la décision 
D ace (Dacz = D2 ou D3), et si d(n; + n2>) >c:. le lot est rejeté 
avec la décision Deje (Dreye = D, où D:2). Sur la figure 7.2.2.a 


d(t) 


d{(t) 
V4 
7 x 
78 
. Qs 2 
4 LOF 
3 7 À 
2 
1 $ 
0 t 
c 
Fig. 7.2.2 


on a donné la représentation schématique d’un plan tronqué du type 
d'échantillonnage double. Ici & — ms est proportionnel au volume de 


la production vérifiée, par exemple 4 + {2 — Froe On a noté 


par des petites croix les points, où l’on adopte telle ou telle décision, 
et par la ligne brisée d (t), le nombre d'articles défectueux jusqu'à 


l'«instant » { — 7 A chacun des points frontières on associe abso- 


lument une décision que l’on adopte si la trajectoire d (f) atteint ce 
point frontière. Ainsi, le plan tronqué du type d'échantillonnage 
double est caractérisé par un ensemble de quatre paramètres nr. 
Ne, C1, Co et par la disposition des décisions suivant quatre secteurs 
frontières. Nous désignerons de tels plans par l’ensemble (7, n2, 
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Ci CoJirejis iacts irej2 iac2: OÙ éney = È Si Da = D;, etc. Par 
exemple, le plan (20, 20, O,1),s,2 signifie que si d (20) = 0, la partie 
restante non vérifiée du lot est acceptée sans contrôle, et si d (20) > 
> 2. la partie non vérifiée du lot est rejetée sans contrôle. Dans Îe 
cas, où dans le premier échantillon on n’a enregistré qu'un seul arti- 
cle défectueux, on prélève un autre échantillon de 20 articles. Si 
maintenant on ne découvre pas de nouveaux articles défectueux, le 
lot est accepté avec contrôle ultérieur, si par contre d (40) > 1, 
le lot est rejeté sans contrôle ultérieur. On peut utiliser ici également 
les signes ( }’, ( ) * que nous avions introduits plus haut. 

Utilisant la formule des probabilités totales on peut aisément 
écrire les formules pour les probabilités d'accepter telles ou telles 
décisions. Nous avons ici 


c1 
P{Dac1}= 2 Box: P {Does 1} — > _BX5, (7.2.16) 


d=co+ 


C2 c2-d1 
P{Dar= D BND D BV D-à. (7.2.17) 
di=cs+1 d5=0 
P{Drr}= Ÿ pui NO pué Du. (7.218) 
Free +1 do=c2-ds+i 


On a très souvent Da = Dace = Di, Drejy = Dreje = Dj, autre- 
ment dit, on accepte et on rejette le lot avec une seule décision. En 
pareils cas un indice important du plan est la caractéristique opera- 
tionnelle II (D) qui indique la dépendance de la probabilité d’accep- 
ter le lot du nombre d'articles défectueux. Nous trouvons de (7.2.16) 
et (7.2.17) que 


co-di{ 


IL (D) — È BD +. > _BS 2. BR, p-ue (7.2.19) 
1=Cc1+ 

Nous obtenons de manière MES que le volume moyen de 

l'inspection pour le plan (74, C1, 72, Cohyssa est égal à 


c2 
Miss (D)=r1+ 72 (2, BY5). (7.2.20) 

1= 

Pour le plan (74, C1, 722, C2)syy2 nous obtenons 

D 
M y1(D)=n:; > BXD: + 
di=—ca+1 
Co fa 


+ Gt) D BE D BV, pat 


di=ci+ re 


+NC2 BND + A Ext F5 84 NE, D-u).  (7.2.21) 


di=ci+ 
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On peut écrire des formules analogues pour les autres plans tronqués 
du type d’échantillonnage double. 

Si les conditions du théorème 7.2.1 sont vérifiées, on peut utiliser 
l’approximation poissonienne. La formule (7.2.19) de la caracté- 
ristique opérationnelle sera alors de la forme 


c2 


ng)4 - e 
N(D)=Latrg)+ D [M] Leatreg), (12.22 


di=—c+1 


où L. (x) est déterminée par (7.2.13). 

Plans progressifs. On peut obtenir la classe plus générale de plans 
de contrôle d'acceptation du type progressif, si après le contrôle 
de chaque article ou bien on adopte la décision de poursuivre le 
contrôle d’un autre article, ou bien on arrête le contrôle et on adopte 
l'une des décisions possibles, par exemple, D;, i = 1, 2, 3. Si l'on 
suppose qu’une décision quelconque n'est prise qu’en tenant compte 
du nombre d'articles vérifiés z et du nombre d'articles défectueux 
recensés d (n), on peut représenter une telle classe de règles sous forme 
d’un cheminement aléatoire sur les points du réseau de nombres en- 
tiers (7. d). L'arrivée dans le point (7, d) signifie que l'on a vérifié n 
articles dont d'étaient défectueux. Les points (7, d), où l’on prend une 
décision, seront appelés points frontières. On a montré sur la figure 
7.2.2. b, c des exemples de tels plans. Les points frontières sont notés 
par des croix. On note aisément que tous les plans de contrôle du type 
d'échantillonnage simple ou double que nous avons considérés 
auparavant sont des cas particuliers des plans du type progressif. 
En règle générale, il n'existe pas pour les plans progressifs de simples 
formules explicites pour la probabilité de prendre telle ou telle déci- 
sion par suite du contrôle effectué ni d'expressions simples pour le 
volume moyen de l'inspection. On peut indiquer toutefois une mé- 
thode élémentaire d’après laquelle on peut, à l'aide des relations ré- 
currentes simples que nous rapportons plus bas, trouver les valeurs 
numériques des caractéristiques indiquées. Soit FT; l’ensemble des 
points frontières (7, d) où l’on adopte une même décision D;. La 
probabilité d'adopter la décision D; signifie alors qu'au cours du pro- 
cessus de réalisation du contrôle le premier point frontière sera 
(n. d) € l;. Désignons par Pr, (», d) la probabilité pour que le pre- 
mier point frontière atteint appartienne à l’ensemble F;, à condition 
que l'observation commence à partir du point (7, d). Dans les cas, 
où (7, d) est un point frontière et (7, d) € [';, nous avons 


Pr,(n, d) =1. (7.2.23) 


Si (n, d) est n point frontière mais si par contre (7, d)€ l;, nous 
avons alors 
Pr,(r, d)=0. (7.2.24) 
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Ces conditions aux limites reflètent le fait que le contrôle cesse 
après qu'un point frontière est atteint. En particulier, la condition 
(7.2.24) signifie que si au cours de la réalisation du contrôle nous 
avons atteint le point frontière (7, d) € [';, alors les essais cessent 
et nous ne pouvons plus tomber au point (n, d) € l;. Notons main- 
tenant que si l’on vérifie un lot de taille Ÿ, recelant D articles 
défectueux, alors l'arrivée au point (7, d) signifie que n’ont pas 
encore été vérifiés V — n articles, parmi lesquels se trouvent D — d 
articles défectueux. Il en découle que, lors du choix aléatoire du 


.« e . . « CE æ N—n—D -- d 
(n—+—1)-ième article, il s'avère conforme avec une probabilité  — 


Dans le premier cas nous 


et défectueux avec une probabilité TS À 
passons du point (2, d) au point (nr + 1, d). dans le second cas au 
point (n+1, d+ 1). Supposons que les probabilités Pr, (r + 1, d) 
sont calculées pour toutes les valeurs possibles (7 + 1, d); alors, 
pour chaque point possible (x. d) nous avons 


D— - 
Pr,(n, d)= [5 |Pr,(e-1, d+1)+ 
N—n—D À d Cd æ 
+(— =) Pr,(r +1, d). (7.2.25) 


En diminuant successivement les valeurs de 7, nous parvenons au 
point (0, 0). La probabilité Pr, (0, 0) est précisément la probabilité 
P (D;) cherchée d'adoption de la decision D ;. Nous avons ainsi démon- 
tré le théorème suivant. 

Théorème 7.2.3. La probabilité P (D;) = Pr , d'adopter la décision 
D ; est délerminée par les conditions aux limites, les conditions (7.2.23), 
(7.2.24) et les relations récurrentes (1.2.25). 

Si à la fin du contrôle on adopte seulement deux décisions: D; 
lors du rejet (i = 1, 2) et D; lors de l'acceptation du lot (j = 2. 3). 
la caractéristique opérationnelle est l'expression fonctionnelle de la 
dépendance de la probabilité d'acceptation du lot P (D;) du nombre 
D d'articles défectueux qu'il contient. 

Nous pouvons démontrer de manière analogue lethéorèmesuivant. 


Théorème 7.2.4. Le volume moyen de l'inspection m = m (0. 0) 
est déterminé, quand on utilise un plan progressif de contrôle du lot de 
taille N, contenant D articles défectueux, à partir des conditions aux 


limites 
m(n, d)=0 (7.2.20) 
(quand (n, d) est un point frontière) ‘et des relations récurrentes 


m(n, d)=1+< TE m(n+1, d+1)+ 
+— 5 m (nr +1, d). (7.2.27) 


N—n—D+d 
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Remarque. S'il est nécessaire de calculer le volume global de 
l'inspection, la condition (7.2.26) est remplacée par la condition 
N —n, si l'on adopte la décision D, 
m(n, o={ 0, si l’on adopte l’une des 
décisions D, ou Ds. 
Les calculs à effectuer à l’aide des formules récurrentes sont simples. 
Toutefois, l'élaboration de tables exhaustives même pour des classes 


Points limites 
de rejet du plan 


x 
x 
x 
X 
x 
x 
x 


X X X X X x. X 


S AN G À Go JHOOR 


n2n 4n 6n &8n 


IT (4), p (x) 


concrètes de plans progressifs est fort laborieuse du fait du grand 

nombre de paramètres. C’est pourquoi on utilise habituellement 
; : , ; D—d 

diverses approximations. Par exemple, on estime que ;— = const, 

etc. 


On a montré sur la figure 7.2.3,b par une ligne continue les va- 
leurs de la caractéristique opérationnelle IT (k), et par une ligne en 
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pointillé les valeurs du volume d'inspection u (k) pour le plan progres- 
sif de la figure 7.2.3,a. Le plan de contrôle est réalisé par une 
inspection successive des échantillons de taille nr. Le lot est rejeté 
sans contrôle ultérieur si d (n) > 2; si par contre d (n) << 2, alors 
on prélève un second échantillon de même taille nr. Le lot est accepté 
sans contrôle ultérieur si d (2r) = 0, il est rejeté si d (2n) > 3; 
un échantillon aléatoire de taille r est prélevé si d (2n) = 1 ou 2, 
etc.. conformément à la figure 7.2.3, a. Lors des calculs on avait 
utilisé l’approximation poissonienne; * — nq, autrement dit, 
est égal au nombre moyen d'articles défectueux décelés dans l’échan- 
tillon. Le volume de l'inspection u (*) est donné sur la figure 
7.2.3, b en unités relatives, multiples de #7. Ainsi, pour n = 2Ù et 
k—=1,u (1) = 2.91, ce qui est équivalent à un volume moyen d'ins- 
pection 2.91 x 20 = 58 articles. 


$ 7.3. Standards des plans de contrôle d'acceptation 


Notions générales. Exemple. Considérons les exigences que l'on 
formule envers les standards déterminant le procédé d'utilisation 
du contrôle d’échantillonnage en pratique. Avant tout, un standard 
des plans de contrôle d’échantillonnage doit être suffisamment sim- 
ple, pour que le personnel de l’entreprise ne possédant pas une pré- 
paration mathématique spéciale puisse l'utiliser. Le standard doit 
comprendre un nombre relativement élevé de plans possédant diver- 
ses caractéristiques opérationnelles. Cela permet une grande souplesse 
de modification des plans de contrôle en fonction des variations de la 
qualité de la production et des exigences des consommateurs. Outre 
la description du plan concret du standard, on doit citer les diverses 
caractéristiques du plan utilisé. Par exemple, il est souhaitable de 
disposer de graphiques des caractéristiques opérationnelles et de 
volumes de l'inspection en tant que fonction du taux d'articles 
défectueux du lot. Il est enfin désirable que soient indiqués dans le 
standard les plans de divers types: les plans d'échantillonnage sim- 
ple, double et les plans du type progressif. L'utilisation du standard 
doit prévoir telle ou telle garantie pour le producteur de ne pas reje- 
ter de bons lots et pour le consommateur de ne pas accepter de mau- 
vais lots. Ainsi, l’utilisation du standard doit, au minimum, effec- 
tuer une pression sur le producteur dans le sens de l'amélioration de 
la qualité de sa production. Une telle pression peut être prise en 
considération en introduisant un contrôle plus sévère dans les cas, où 
les estimations de la qualité ont montré, avec un niveau élevé de 
certitude, son abaissement inadmissible. Au contraire, dans les 
cas, où la qualité est très élevée, on peut utiliser des plans de contrôle 
allégé. 

A l'heure actuelle il existe diverses publications consacrées 
aux divers standards (cf. [4] à [8]J). En outre, divers manuels et mono- 
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graphies de statistique mathématique comportent des chapitres et 
des tables consacrés aux plans de contrôle d'acceptation. Indiquons 
ici les ouvrages de Cowden [6] et de Schor [9]. On donne plus bas 
une revue critique des divers standards de contrôle d'acceptation 
largement utilisés. 

En particulier, l'exposé du standard colombien est complété 
par les tables correspondantes. De telles tables ont été incluses dans 
le livre du fait que le matériel se rapportant au standard colombien 
n'avait pas été publié auparavant dans la littérature scientifique 
soviétique. Ces derniers temps aux U.S.A. le standard Mil. St. 105 
(A, B) a trouvé un large champ d'application. Nous omettons la 
description de ce standard, puisque cette description détaillée est 
donnée dans le livre de Cowden [6]. En Angleterre le standard adopté 
est DEF-131. Sa description, ainsi que certaines suggestions criti- 
ques intéressantes sont rapportées dans la revue anglaise de statis- 
tique (cf. [8l). 

Considérons l’un des exemples simples de construction des stan- 
dards des plans de contrôle d'acceptation. Nous supposerons que le 
contrôle n’est pas destructif et que tous les articles défectueux décelés 
sont remplacés par des articles conformes. Pour simplifier l'exposé 
bornons-nous au cas des plans du type d'échantillonnage simple 
(n, c).. Supposons encore que dans les calculs la distribution hyper- 
géométrique peut être remplacée par la distribution poissonienne. 
Supposons maintenant que le consommateur de la production finie 
insiste sur l'introduction d’un contrôle, tel que la valeur du taux 
des articles défectueux dans la production acceptée ne dépasse pas 
en moyenne une certaine valeur donnée. Dans ce cas la caractéristique 
numérique montrant l'efficacité du contrôle d'acceptation sera la 
qualité limite de sortie 4m. Cette caractéristique est déterminée de la 
manière suivante. Si au P.C. est présenté un lot de taille V, conte- 
nant D articles défectueux, alors le nombre d'articles défectueux. 
D;or dans la production acceptée par le consommateur est déter- 
miné par les relations Dior — 0 si le lot est rejeté par la décision D. 
Dior = D — d si le lot est accepté par la décision D3. La valeur 


moyenne du taux d'articles défectueux gsor (9) = M (“x dans 
la production acceptée est fonction du taux d'articles défectueux g 
de la production présentée au contrôle. Pour les plans du type 
d’échantillonnage simple (n, c) on a 
ST : : 
Gsor = D) (D —d) BXp. (7.3.1) 
d=0 
L'allure du graphique de gr pour le plan (100,1):3 et N — 
— 10 000 est montrée sur la figure 7.3.1. On voit de la figure que 
Qsor << g et atteint en un certain point Qiim Sa Valeur maximale Qn. 
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Dans le cas général g»n= ne Quor (g) est appelée qualité limite de 
<i 


sortie pour le plan utilisé. Pour le cas de l’approximation poisso- 
nienne lors de l’utilisation du plan du type (7, c),, nous obtenons 


de (7.3.1) et (7.2.4) 
1 = 
fm=— max gLe(ng)= pe, (7.3.2) 
0<q<1 
où p. — max L, (ng). La table des valeurs p. pour c = 0 (1) 20 est 
x>0 


donnée dans l'annexe (table 23). Si, par exemple, on utilise le plan 


0 : 002 004 006 0,08 0109g 


Fig. 7.3.1 


de contrôle d'échantillonnage pour lequel la qualité limite de sortie est 
Im = 3 %, cela signifie qu' en moyenne le taux d'articles défectueux 
dans la production acceptée n'excède pas 3 %. Ainsi, indépendamment 
du taux de rebut dans les lots proposés l'indice gm peut être utilisé 
par le consommateur en tant qu'exigence imposée aux plans utilises. 
Rappelons que cette caractéristique n'est valable que pour les plans 
pour lesquels les seules décisions possibles sont D: et D3. Poursatis- 
faire les exigences du consommateur, choisissons la qualité garantie 
de sortie égale au taux de rebut limite admissible dans la produc- 
tion acceptée. Soit qn le taux moyen d'articles défectueux lors du 
déroulement normal du processus de production. Si West la taille du 
lot, alors 60 — Vas est le nombre moyen d'articles défectueux dans 
le lot lors du déroulement normal du processus de production. Dans 


les tables nous donnerons la valeur relative kn — 7". Comme le 


Ù n 
contrôle n’est pas destructif et que le rejet du lot signifie son contrôle 
intégral, il est rationnel de choisir de tels plans (n, c).., pour les- 
quels la valeur moyenne du volume global d'inspection, donnée par 
la formule (7.2.7), sera minimale. La priorité est ainsi accordée au 
consommateur, qui, sachant q», choisit la valeur de gm. Habituelle- 
ment #m >> 1,95 à 2, puisque dans le cas contraire le pourcentage de la 
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production vérifiée devient du même ordre de grandeur que la quan- 


tité globale de la production présentée au contrôle. Si l’on utilise 
l'approximation poissonienne (7.2.12), on a 


Em—= Max Ssor (9) max E Di (Nq — d) Den] Z 
d=0 


0<g<i Jn 0<g<i 
nn 
4 — Mn 
L Pe | - 
2 max Pe00 [4 M (7.3.3) 
ng>=U In k ( Rn 


où 0 = Nan. 

Ainsi, si l’on connaît la valeur du nombre d'acceptation c, on peut 
trouver la taille de l'échantillon » en vertu de (7.3.3) d’après la for- 
mule 


er P-0 Pe 
PRE = NC: 7.3.4 
"A In kmO+Pe EmO + Pe ) 


Pour choisir un plan assurant une valeur donnée de Æn et une 
valeur minimale pour le volume moyen d'inspection, il faut, parmi 
tous les plans du type (7, c):., où n est déterminé de (7.3.4), choisir 
celui pour lequel l'expression 

en) (15) 11 — Le (qu) + + 
est minimale. Dans la table 24 de l'annexe on a rapporté pour les 
valeurs X#m — 1,25 (0,25) 3,0 (0,5) 6 (1) 10, 12, 15 les valeurs criti- 
ques du paramètre 6. Si 06 < 6, pour une valeur donnée de km, 
le nombre d'acceptation doit être pris égal à zéro, si par contre 
0-1 L 0 L 6:, on doit poser c = L. 

Considérons un exemple. Supposons que le consommateur, sa- 
chant que gn = 0,01, ait choisi la valeur de 9m= 0,02. On présente au 
contrôle un lot de taille N = 750. Nous trouvons dans la colonne 2 
de la table 24 de l'annexe que 8, = 6,723, 8: — 17,854. Dans notre 
exemple 0 — Vgn — 750:0,01 = 7,5, 6, < 0 << 8:, par conséquent 
c = 2. Nous trouvons dans la table 23 de l'annexe que p2 = 1,37, 
d’où en vertu de la formule (7.3.4) nous obtenons la taille de l'échan- 
tillon rz — 62,77 et, en arrondissant jusqu'à l’entier le plus proche, 
nous trouvons en définitive que le plan le plus économique est 
(63,2)... 

Projet de standard de Tachkent. Nous donnerons en conclusion 
de ce paragraphe un aperçu des standards existants. 

Nous commencerons par l’exposé du projet du standard des plans 
de contrôle suivant un indice qualitatif récemment publié à Tachkent. 
La première édition du standard comporte cinq fascicules dans les- 
quels sont exposés les principes généraux du contrôle statistique, 
sont données les formules pour le calcul de divers indices des plans. 
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du type (n, c);,, ij = 1, 2, 3, ainsi que les formules pour estimer la 
qualité de la production acceptée d'après les résultats du contrôle. 
Les plans sont rapportés pour de faibles valeurs des nombres d’accep- 
tation c — O0 (1) 4 et un ensemble relativement important de 
tailles possibles des échantillons 7; = 12, 15 (5) 30 (10) 60, 
75 (25) 200 (50) 300 (100) 600, 750 (250) 1000. En outre, pour c = 0, 
on a donné les valeurs nr; = 5 (1) 10. Pour chaque plan (7, c) les 
valeurs possibles de la taille relative de l'échantillon sont v — = = 
= 0,5 (0,1) 0,1 ; 0,05; 0. La valeur v = 0 est utilisée dans les cas, où 
la taille de l'échantillon est négligeable devant la taille du lot. 
Dans la table détaillée 2B[7], pour chaque plan (n, c) on donne diver- 
ses caractéristiques (cf. table 7.3.1 reproduisant une partie de la 
table 2). Ici L désigne la probabilité d'accepter un lot contenant 
un taux g; d'articles défectueux, g;, le taux moyen d'articles defec- 
tueux dans la production acceptée par le consommateur lors de l’uti- 
lisation du plan (7, c)23, g2, le taux moyen d'articles défectueux dans 
la production acceptée lors de l'utilisation du plan (n, c;:. Dans 
la table les valeurs de g; sont pour plus de commodité multipliées 
par 104. Les valeurs de u, sont égales au rapport du volume moyen 
de l'inspection pour les plans (n, c):; au nombre moyen d'articles 
acceptés. Les valeurs de u, sont multipliées par 10%. Les valeurs L 
sont les paramètres d'entrée. 


Table 7.3.1 


201 
202 


On a donné dans les tables les valeurs ZL — 0,999 : 0,998: 0,995; 
0,990; 0,975 (0,025) 0,875; 0,95 (0,05) 0,50; 0,125 (0,025) 0,025 ; 
0,010 ; 0,005 ; 0,002 ; 0,001. On peut trouver les valeurs de la qualité 
limite de sortie 9m dans la colonne des valeurs de g, en les posant 
égales à max g,. En se donnant le taux d'articles défectueux corres- 
pondant à une bonne qualité et une qualité limite admissible, nous 
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pouvons trouver les valeurs des erreurs de première et de seconde 
espèces. Par exemple, si une bonne qualité correspond à un taux 
d'articles défectueux g3 = 0,35 %, nous trouvons de la table 7.3.1 
que la probabilité d'accepter le lot ZL = 0,95 et donc l'erreur de 
première espèce est égale à 0,05. 

Le standard de Tachkent comporte également des tables des plans 
du type (7, c) assurant une probabilité donnée & d'acceptation des 
lots pour un choix déterminé des valeurs de g, du taux des articles 
défectueux. Les tables sont données pour les valeurs & — 
—=0,95 ; 0,90; 0,50; 0,10; 0,05. Dans ce cas ga = 0,125; 0,1; 0,09; 
0,08 (0,005) 0,04 (0,0025) 0,01 (0,001) 0,002. Pour la valeur de &æ — 
— 0,1 on donne également les seuils go,1 = 0,35 (0,05) 0,15 ; 0,008; 
et aussi ÿo,os — 0,40 (0,05) 0,15; go,s = 0,20; 0,15;  0,0015; 
0,001 (0,0002) 0,0002 ; 9o.ss et Qo,9o = 0,0015 ; 0,001 (0,0002) 0,0002 ; 
0,0001. On présente également les tables des plans assurant 
une valeur donnée de la qualité limite de sortie Qm. L'’en- 
semble des seuils g coïncide avec l’ensemble Goo. Dans la 
table 7.3.2 on a reproduit une partie des tables de ce genre. On pré- 
sente également des tables dans lesquelles pour chaque plan (7;, c) 
on rapporte les valeurs de ses indices gc, {m pour F = 0,5 (0,1) 0,1; 
0.05 ; 0. Nous avons rapporté au $ 7.5 certaines formules prises des 
standards de Tachkent pour l'estimation ultérieure de la qualité 
de la production d’après les résultats du contrôle. Les fascicules 
comportent des indications relatives au choix des plans économiques 
de contrôle, toutefois l’approche utilisée diffère de celle que nous 
avons exposée au $ 7.4. 

Standards de Dodge et Romig. La monographie de Dodge et 
Romig « Tables de contrôle d'échantillonnages simple et double » 
consacrée au contrôle d'acceptation est largement connue. Ce livre 
contient la description des principes du contrôle d’échantillonnage 
d’après un indice qualitatif. On y décrit les méthodes sur la base 
desquelles sont élaborées des tables. Les plans présentés dans le 
livre de Dodge et Romig sont divisés en deux groupes. Les uns assu- 
rent les valeurs données des probabilités 0,1 pour l'acceptation des 
lots contenant un taux gQo.1 d'articles défectueux, les autres la valeur 
donnée de 9m de la qualité limite de sortie. On rapporte également 
dans les tables les plans donnant le minimum de la valeur moyenne 
de l'inspection dans les conditions de la prise des décisions D», D; 
pour la production comportant un taux moyen 9moy d'articles défec- 
tueux. Une bonne partie du livre est consacrée aux graphiques des 
caractéristiques opérationnelles des plans indiquées dans les tables. 
Rapportons les opérations que l’on doit effectuer lors de l’utilisa- 
tion des plans de Dodge et Romig. 1) Il faut décider quels paramé- 
tres des articles on doit vérifier et quels articles estimer défectueux. 
2) Préciser la notion de lot et calculer sa taille V. 3) Choisir le 
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Table 7.3.2 
c—0 e= 1 
go,1 
N | ñn N | n 

1-599 tous 1-1199 tous 

0,60% 600-799 300 1200-3000 600 
> 800 400 > 3001 750 

14-799 tous 1-1499 tous 

0,50% 800-2185 400 1500-7500 750 
> 2186 500 > 7501 1000 


6,00% 12-64 > 41 15 
> 65 
FN tous . tous 
2-23 6 4-2 12 
5,50% S 24 7 30-16 15 
17 


moyen de protection contre l'acceptation des lots contenant un grand 
nombre d'articles défectueux. Dans le cas donné on effectue un choix 
entre deux indices Qo,1 et {m. 4) On résout le problème du choix entre 
deux plans du type d’échantillonnage simple et double en prenant 
éventuellement en considération les résultats du point 7. 5) On effec- 
tue l'estimation de Qmoy, le taux moyen d'articles défectueux. 
6) On trouve d’après les tables (dont nous donnons plus bas des exem- 
ples) le plan correspondant de contrôle d'échantillonnage. Le plan 
est alors recherché en tenant compte du choix des valeurs de go; ou 
{mn et des valeurs de {moy et N. 7) On recherche le graphique avec la 
caractéristique opérationnelle correspondante, dont la forme peut en- 


27—0217 


Table 7.3.3 
a) 40,1 — 4% 


0,41% € Imoy% € 0.80% 

N nr | [ o4 Im % 
201-300 85 4 0,71 
301-400 90 1 0:72 
401-500 D. 90 { 0:77 
501-600 195 2 0:87 


b) 40,1 —5% 


0,51% < Amoy% < 1:00% 
17 échantillon 2€ échantillon 


| | 1,21% < Amoy% € 1:80% 
N 
Qo,1 * 
d) 9m = 3% 
1,21% < Amoy% < 1:50% 
N …. | 1 échantillon 2° échantillon 
ni | c{ n2 | ni + ne c2 To.1%e 
501-600 | ... | 26 0 | 54 | 80 à | 40,7 
601-800 2: 26 0 54 80 LA 10,7 
801 - 1000 ire 27 (t 98 85 4 10,3 
1001-2000 da 1 9,1 
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traîner certaines modifications dans le choix du plan. 8) On effec- 
tue le contrôle du lot conformément au plan choisi. 9) On enre- 
gistre les résultats du contrôle afin de permettre leur utilisation 
ultérieure lors de l'estimation de la qualité de la production. 

On a rapporté dans les tables uniquement les plans tronqués du 
type d'’échantillonnage double (n;, n°, C1, C2)23°3 On a rapporté 
dans la table 7.3.3 desexemples des tables du livre de Dodge et Romig. 


I1(g) 
1,0 
0,9 
0,8 2) 300 
0,7 € 3) NM;,N2;, C1, C2 


280; 570; 0; 4 


0 0,5 1,0 1,5 g% 
Fig. 7.3.2 


Rapportons un exemple d'utilisation des plans de Dodge et 
Romig. Soit {moy = 0,69 %, N = 3563, la qualité limite admissible 
est choisie égale à Qo.1 % — 5 %, on a décidé d'utiliser les plans du 
type d'échantillonnage double tronqué. La partie correspondante de 
la table est montrée à la table 7.3.3, b. Nous trouvons de cette table 
qu’il faut utiliser le plan (90, 140, 1, 6). La qualité limite de sortie 
est alors 4m — 1,6 %. Le livre contient également les graphiques des 
caractéristiques opérationnelles des plans de contrôle recommandés 
du type d'échantillonnage simple et double. La figure 7.3.2 illustre 
un exemple de ces graphiques des caractéristiques opérationnelles. 
Pour des raisons d’économie nous avons rapporté sur un même gra- 
phique, correspondant aux plans avec une valeur moy = 0,25 %, 
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les courbes des caractéristiques opérationnelles pour deux plans sim- 
ples et un plan double. Notons que les plans simples assurant une 
valeur donnée de gm, trouvés à partir de la table 24 de l'annexe et 
de la formule (7.3.4), coïncident en fait ou sont très proches des plans 
simples correspondants de Dodge et Romig, donnés par les tables du 
type indiqué à la table 7.3.3,c. 

. Standard colombien. Au cours de la Seconde guerre mondiale 
on poursuivait aux U.S.A. des travaux d'élaboration des plans de 
contrôle d'acceptation. Dans les années d’après-guerre le groupe de 
recherche statistique de l’Université de Colombie édita un ouvrage [5] 
« Contrôle d'échantillonnage » dans lequel étaient exposées les 
idées du contrôle d'acceptation. Ce livre contient un grand nombre 
de plans du type d'échantillonnage simple et double tronqué, pour 
lesquels 72: = 2nr;, et de plans progressifs pour lesquels on vérifie 
successivement les échantillons de taille égale. Une partie importan- 
te du livre est consacrée aux tables des triplets des plans des trois 
types mentionnés. Dans cette partie sont donnés sur chaque ‘page les 
paramètres des trois types de plans, choisis de sorte que leurs carac- 
téristiques opérationnelles soient proches l'une de l’autre.\Tous les 
plans sont élaborés de manière qu'ils assurent dans un intervalle 
donné de valeurs des taux des articles défectueux q une probabilité 
d'acceptation des bons lots non inférieure à 0,95. De tels intervalles 
seront appelés intervalles de qualité admissible. Les bornes de ces 
intervalles sont les nombres exprimés en pour cent: 0,024; 0,035; 
0,06; 0,12; 0,17; 0,22; 0,32; 0,65; 1,2; 2,2; 3,2; 4,4; 5,3; 6,4; 
8,5. Il a été prévu l'utilisation des cinq niveaux d'inspection I, II, 
III, IV, V. Le niveau III est estimé normal. Lors de l’utilisation des 
niveaux II et I lecontrôle devient moins sévère et le volume de l'ins- 
pection forme respectivement les %/, et le 1/; du volume d’après 
le niveau III. Lors de l'utilisation des niveaux IV et V le contrôle 
est plus sévère, le volume de l'inspection augmente respectivement 
de 1,5 et 2 fois. Dans la table 7.3.4 que nous rapportons sont données 
les valeurs des nombres de code. A chaque nombre de code et à chaque 
intervalle de qualité admissible correspondent trois plans: échan- 
tillonnage simple, échantillonnage double et plan progressif. Les para- 
mètres de ces plans sont tirés des tables 20 à 22 de l’annexe. 

Citons des exemples. Supposons qu’on présente au contrôle un 
lot de taille NY — 350. On décide d'utiliser un niveau normal de 
contrôle. La qualité admissible est Q0.95 = 0,15. Nous trouvons de la 
table 7.3.4 que le nombre de code est G. Nous obtenons de la table 20 
de l’annexe qu'à la lettre G correspond un échantillon de taille 55. 
Comme 0,12 << qo.95 = 0,15 << 0,17, dans la colonne correspondant 
à l'intervalle de la qualité admissible (0,15 ; 0,17) nous trouvons que 
c = 4. Si nous voulons utiliser un plan du type d’échantillonnage 
double tronqué, nous trouvons de la table 21 de l’annexe que le nom- 
bre G et l'intervalle (0,12 ; 0,17) correspondent au plan (35, 70, 0,3). 


6 7.3] STANDARDS DES PLANS DE CONTROLE D'ACCEPTATION 421 


Table 7.3.4 
Table des nombres de code 


Nombre de code pour les niveaux 
Taille du lot nspection 


1 | nul iv] 


« 


< 25 
25-50 
50-100 
100-200 
200-300 
300-500 
500-800 
800-1 300 

1 300-3 200 

3 200-8 000 

8 000-22 000 

22 000-110 000 

110 000-500 000 

5.550 000 


SONS RO mDOXDE à 
RS RO mm D OR 
Oran RO = mA 
OZEzERXST RS HDOQ 
OOZESRARS TER OS tm © 


Notons que pour une taille N — 250 on peut lire dans la table 21 
de l'annexe l'indication d'utiliser seulement des plans du type 
d’échantillonnage simple. S'il est décidé d'utiliser des plans du 
type d'échantillons progressifs égaux, nous trouvons de la table 22 de 
l'annexe que l’on doit utiliser un plan de sept échantillons succes- 
sifs, comportant chacun 14 articles. Le lot est rejeté si d (14) > 2, 
dans le cas contraire on prend un second échantillon; le lot est rejeté 
si d (28) > 2, dans le cas contraire on prend un troisième échantillon ; 
si d (42) > 2, le lot est rejeté, dans le cas contraire on prend un 
quatrième échantillon. Le lot est accepté si d (56) = 0, rejeté si 
d (56) > 2; on prend un cinquième échantillon si d (56) = 1. D'a- 
près les résultats du cinquième échantillon, si d (70) > 2, le lot est 
rejeté, si d (70) = 1, on prend un sixième échantillon. D'après les 
résultats du sixième échantillon, si d (84) = 1, le lot est accepté, 
si d (84) > 3, le lot est rejeté, et si d (84) = 2, on prend le dernier, 
septième, échantillon. Si d (98) = 2, le lot est accepté, si par contre 
d (98) > 3, le lot est rejeté. Ainsi dans les tables 21, 22 de l'annexe, 
dans les colonnes intitulées « A», sont données les valeurs des 
nombres d'acceptation, le signe «”» signifie que la décision de 
l'acceptation n'est pas encore adoptée, et dans les colonnes intitu- 
lées « R» sont données les valeurs des nombres de rejet. Dans la 
table 7.3.5 on donne un exemple des trois types de plans correspon- 


II( 9) 


700 
Nombre de code L, 


intervalle de qualité admissible 
0,32 & 0,65 
050% < g,<0,90% 


0 05 10 15 2,0 2,5 30 35 40 459% 


Fig. 7.3.3 
Table 7.3.5 
Type de Numéro de Taille de Nombre : 
l'éfhan- l'échan- l'échan- d'acccp- re 
tillon tillon tillon tation - 
Simple | premier | 300 | 4 | 5 
Double premier 200 2 7 
second 400 6 7 
Progressif | premier 75 3 
second 75 1 LA 
troisième 75 1 5) 
quatrième 75 2 6 
cinquième 75 3 6 
5) 8 
7 8 
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dant au nombre de code L et à l'intervalle 0,32 à 0,65 % de la qua- 
lité admissible, 0,50 % << 9m %0 << 0,90 %. Les valeurs des carac- 
téristiques opérationnelles de ces plans sont montrées sur la figure 
7.3.3. 

Dans le livre [5] les courbes des caractéristiques opérationnelles 
des divers types de plans sont pour plus de clarté imprimées de 
couleur différente. Toutefois, cela a conduit à des écarts importants 
des lignes, ce qui abaisse sensiblement la valeur de l'information, vu 
la nécessité d’une plus grande exactitude pour les petites valeurs 
du taux g. Ce défaut ne serait pas tellement sensible, si les auteurs 
avaient utilisé une échelle non uniforme sur l’axe des ordonnées, en 
l’étirant pour les probabilités proches de l'unité. 


$ 7.4. Plans économiques de contrôle 


Estimation économique de l'efficacité du contrôle d'acceptation. 
Dans le précédent paragraphe nous avons donné un bref aperçu cri- 
tique des standards existants du contrôle d’échantillonnage. Les 
intérêts du producteur étaient pris en compte soit par la donnée 
de la valeur du risque du producteur, soit grâce à l’utilisation des 
plans donnant en moyenne une quantité minimale d'inspection pour 
un {m donné, ce qui n'est possible que dans le cas, où l’on adopte 
les décisions D», D:. On peut construire un système plus souple de 
plans incluant les cas du contrôle destructif et non destructif en 
tenant compte des facteurs de coût liés à l’introduction du contrôle. 
On accorde ces derniers temps une grande importance à l’élaboration 
des méthodes les plus économiques, rationnelles du contrôle d'échan- 
tillonnage (cf. [10], [11]). La difficulté de la résolution de ce pro- 
blème consiste principalement dans la prise en considération judi- 
cieuse des conditions extérieures, des facteurs prédéterminant le 
choix des méthodes de contrôle. Il semble qu'il n’existe pas de mé- 
thode universelle de choix des plans rationnels de contrôle, valable 
pour tous les cas. C'est ce qui ressort des nombreuses remarques cri- 
tiques formulées envers les méthodes de contrôle d'échantillonnage 
existantes (cf. par exemple [8]). Dans le présent paragraphe on donne 
l'une des approches possibles de construction des standards des plans 
économiques de contrôle. L'idée de cette approche avait été suggérée 
à l’un des auteurs de ce livre par l’académicien A. Kolmogorov [13]. 
Les principaux calculs furent exécutés au laboratoire des méthodes 
statistiques de l'Université de Moscou. 

La décision d'accepter ou de rejeter un lot contenant un taux q 
d'articles défectueux est liée à une perte de deux sortes. D’une part, 
tous les articles du lot ne sont pas défectueux, alors qu’en décidant 
‘de rejeter un lot nous subissons une perte Æ;er (g) due au rejet 
des articles conformes (bons). D'autre part, après avoir pris la décision 
d'accepter un lot, nous acceptons les articles défectueux (mauvais) 
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qu’il contient, dont l’utilisation dans les étapes ultérieures de la 
production ou de la consommation provoquera une perte ÆEac m (q). 
L'allure approximative de E;e;p (q) et Eac m (g) en tant que fonctions 


de g = 5 est montrée sur la figure 7.4.1. Introduisons la notion de 


Gr au moyen de l'égalité ÆEacm (Qer) = Ærejb (er). Pour qg = 
= Q.r les décisions d’accep- 
ter ou de rejeter les lots 
sont équivalentes du point 
de vue économique. 

Si 4 << Gcr, il est avan- 
tageux d’accepter le lot con- 
sidéré. Si par contre q > 
> cr, il est au contraire 
plus avantageux de le reje- 
ter. Il en est ainsi et tout est 
simple, quand on connaît 
les valeurs de g et cr. 
Dans la pratique q n'est 
pas connue, et on ne peut 

g la trouver qu'en vérifiant 
tous les articles constituant 
le lot. La valeur de q- ne 
peut être donnée qu'appro- 
ximativement, puisque l’ob- 

tention d’une expression explicite pour £ac m (g) est un problème éco- 

nomique difficile. Notre hypothèse principale consiste en ce que lors 
du déroulement normal du processus de production quand toutes les 
conditions principales technologiques sont observées, le taux g des 
articles défectueux est inférieur à q.- et satisfait entièrement le con- 
sommateur. On suppose que lors du déroulement normal du processus 
de production les valeurs de g sont groupées à proximité immédia- 
te de la valeur moyenne de ga. Si par contre le lot présenté a été 
fabriqué en présence de violations flagrantes de la technologie, 
alors le taux d'articles défectueux q est de beaucoup supérieur à 
et souvent supérieur à er. Ainsi, si le lot a été fabriqué lors du 
déroulement normal du processus de production, il contient un faible 
nombre d'articles défectueux, de sorte que la perte subie en acceptant 
ce lot est de beaucoup inférieure à celle que représente le rejet de ce 
lot. Si le lot a été fabriqué en présence de violations de la technolo- 

gie, il contient de nombreux articles défectueux et la perte liée à 

leur acceptation dépasse souvent la perte due au rejet de tout le lot. 

Toutefois, soulignons une fois encore que nous ne savons pas si le lot 

a été fabriqué lors du déroulement normal du processus de produc-. 

tion ou non. Pour le déterminer nous devons assigner des moyens 

complémentaires Æc (q) afin d'assurer l'exécution du contrôle. 


0 In er 1,0 
Fig. 7.4.1 
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Ces dépenses se composent de deux termes: la perte moyenne 
liée à la décision de rejet et le coût du contrôle d’une partie des 
articles. 

Ainsi, E. (q) est égal à la perte moyenne du producteur, la perte 
du consommateur due à l’acceptation des articles défectueux n’est 
pas prise ici en considération. Du point de vue économique, l’intro- 
duction du contrôle n’est rationnelle que dans le cas, où Æ+4 (q) < 
<< Ere,r (g) quand g<< ger. Bien entendu, le contrôle sera d'autant 


plus économique que sera petit le rapport Un). , mais il convient 
rej b (9n) 


toutefois de prendre également en considération les intérêts du con- 
sommateur, ce qui implique certaines limitations au choix du plan 
de contrôle. Dans les conditions, où tous les paramètres économiques 
sont donnés, on aurait pu calculer la perte globale Æ% (q), qui se 
compose des dépenses de contrôle, des pertes dues au rejet des arti- 
cles conformes, si le lot est rejeté, et des pertes dues à l'acceptation 
des articles défectueux, si le lot est accepté. Dans ces conditions lors 
d'un choix rationnel du plan de contrôle Ex (q) s'avère notable- 
ment inférieur à max [ÆEacm (4), Ere;n (g)] pour la plupart des 
valeurs de g. Toutefois, le calcul de £,cm (g) est difficile et dépend 
du consommateur, c'est pourquoi nous nous bornerons à la caracté- 
ristique E: (q). 

Dépenses moyennes de contrôle lors du déroulement normal du 
processus de production. Supposons que le lot à contrôler se compose 
de À articles parmi lesquels on compte D articles défectueux. Avant 
de prendre une décision on avait vérifié x articles parmi lesquels se 
trouvaient d articles défectueux; dans le cas général, D comme d 
peut être une variable aléatoire. Si le lot est fabriqué lors du dérou- 


lement normal du processus de production, alors q = = 1, 
de sorte que le nombre des articles conformes restant non vérifiés 
est N — n — (D — d\= N — n. Considérons les indices suivants 
de coût: &, la perte due au rejet d’un article conforme; B, le coût 


de la vérification d’un article. Dans ce cas les dépenses moyennes 
Ec (q) liées à l'exécution du contrôle sont égales à 


: Ec(g) = a(N—n')l1—x (q)]+Bn, (7.4.1) 
où z est le nombre moyen d'articles vérifiés (le volume moyen de 


l'inspection), n°, le nombre moyen d'articles vérifiés dans le cas, où 

le lot est rejeté ; 1 — x (g), la probabilité de rejeter le lot contenant 

D = gN articles défectueux. Dans les conditions du déroulement 

normal du processus de production on peut estimer, comme nous 

l'avons mentionné au $ 7.1, que gq est une variable aléatoire de fonc- 
1 


tion de répartition F, (q), de valeur moyenne | q dF, (q) = qn. En 
0 


tenant compte de cette distribution a priori, les dépenses moyen- 
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nes de contrôle lors du déroulement normal du processus de produc- 
tion seront 


1 
Ec= | Ec(g) dFa (9). (7.4.2) 


où Fhn (g) ne croît qu'aux points multiples de Ni. 

Rappelons les hypothèses principales liées à la notion de déroule- 
ment normal du processus de production. Nous supposons que la 
production est «réglée » et que la principale partie du lot est fabriquée 
lors du déroulement normal du processus de production. En présence 
des violations de la technologie g croît fortement. Toutefois, il n’est 
pas rationnel de donner une distribution fixée de q, car il est diffi- 
cile d'espérer la stationnarité (au sens statistique du terme) d'appa- 
rition des déréglages d’une sorte déterminée. Partant de ce princi- 
pe on propose de planifier les dépenses dues au contrôle uniquement 
lors du déroulement normal du processus de production. Pour un 
niveau donné des dépenses moyennes Æ4 liées à l'exécution du con- 
trôle dans les conditions normales du déroulement du processus de 
production on recherchera les plans de contrôle (dans le présent para- 
graphe principalement les plans du type d'échantillonnage simple) 
qui assurent pratiquement la plus grande probabilité de rejeter les 
lots comportant un taux élevé d'articles défectueux. 

Nous conservons la notation (7, c) pour les plans du type d'échan- 
tillonnage simple. Toutefois, nous omettons les indices ij de (7, c),;, 
étant donné que lors d'une approche économique l'influence des 
décisions adoptées d'après les résultats du contrôle est prise en consi- 
dération dans les valeurs des paramètres de coût. Pour fixer les idées 
nous supposerons que la distribution a priori du nombre D d'articles 
défectueux est binomiale avec une valeur du paramètre q = Qn & 1. 
Pour un plan du type d'échantillonnage simple (n, c) quand n Ÿ c, 
n >> 20 à 30, on peut utiliser, en tenant compte du théorème 7.2.2, 
l'approximation poissonienne. La probabilité d'accepter un lot 
fabriqué lors du déroulement normal du processus de production est 
alors 


a (qu)= 2 bn (qn) & Le (ngn), (7.4.3) 


où L. (x) est déterminé à partir de la formule (7.2.14). Nous obtenons 
de (7.4.1), (7.4.2) et (7.4.3) que les dépenses moyennes liées à l'uti- 
lisation du plan du type (7, c) sont, en cas du déroulement normal 
du processus de production, égales à 


Ec=a(N—n){[1—ZL(nqn)] + Br. (7.4.4) 
Divisant les deux parties de (7.4.4) par a, nous obtenons 


E=(Æ)-(4—" [1 — Ze (An)] + v, (7.4.5) 
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OÙ Àn — 7Qn est le nombre moyen d'articles défectueux dans un 
échantillon de taille nr en cas du déroulement normal du processus 


de production. Notant que v — a. où 6 — Na est le nombre moyen 


d'articles défectueux contenus dans un lot fabriqué dans des condi- 
tions normales de production, nous pouvons écrire (7.4.5) sous la 
forme 


E=(1—2) (4-2 (Qn)+ (À) (2). (7.4.6) 


Notons que dans les conditions d'une distribution a priori binomiale 
du nombre d'articles défectueux dans le lot, il n'y a pas parmi les 
hypothèses conduisant aux formules (7.4.5), (7.4.6) de limitations sur 


la grandeur de la taille relative de l'échantillon v — +. Comme 


Gn € 1, respectivement NV Æ N — D et nous pouvons considérer 
la grandeur Æ comme la fraction des moyens assignés pour l'exé- 
cution du contrôle par rapport aux pertes dues à la décision de rejeter 
sans aucun contrôle un lot fabriqué dans des conditions normales de 
production. 

Pour planifier les dépenses liées à l'exécution du contrôle de la 
production fabriquée dans des conditions normales, on peut partir 
du principe de proportionnalité de ces dépenses au volume global 
des articles dans les lots à contrôler. Explicitons ce principe. Suppo- 
sons que l’on connaisse à l’avance le volume de la production mensuel- 
le d’un type déterminé d'articles, autrement dit, que l’on connaisse 
le nombre V:om d'articles qui seront fabriqués au cours du mois. 
Ces Wsom articles sont présentés au contrôle sous forme de m lots de 

m 


tailles N;,i = 1,m, Nom = D N;. Si l'on a affecté les moyens 
i=1 

E;om pour l'exécution du contrôle au cours du mois, alors en vertu 

du principe de proportionnalité, les dépenses liées au contrôle d'un 


lot de taille N, s'élèvent en moyenne à E; — Esom |. C'est 
som 
pourquoi le coefficient de coût Æ dans le premier membre de (7.4.6) 
doit être pris égal à = a"! (4%). 11 découle ainsi du prin- 
| : Mi Nsom À 
cipe de proportionnalité que le coefficient de coût Æ dans (7.4.6) 


ne dépend pas de la taille du lot inspecté. Cela diminue le volume des 
tables et facilite leur utilisation. Il faut toutefois avoir en vue que 
lors de l’utilisation du principe de proportionnalité la probabilité 
d'accepter un lot de petite taille N, comportant un taux élevé d'’arti- 
cles défectueux, augmente fortement. Cela fait qu’en pratique ou bien 
on réunit plusieurs lots de petite taille en un seul, ou bien on effec- 
tue le contrôle intégral des lots dont la taille est inférieure à une va- 
leur donnée de NW... Le principe de proportionnalité est ainsi appli- 
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cable uniquement dans les cas, où la taille des lots présentés au con- 
trôle varie faiblement. 

Notion de rationalité du plan de contrôle d’acceptation. Nous 
supposerons, pour simplifier les calculs, que la taille n de l'échantil- 
lon peut être égale à n'importe quel nombre positif. C’est pourquoi 
après avoir trouvé la valeur correspondante de 7, on doit choisir pour 
l'utilisation pratique Ja taille de l'échantillon égale à [nr] + 1, sin 
n'est pas un nombre entier. Ici {r#] signifie la partie entière de ce 
nombre. Comme dans la majorité des cas nr >> 30, l'erreur qu’entraîne 
cette convention est insignifiante. Nous désignerons pour simplifier 
l'écriture par le couple de nombres (ÀAx, c) le plan du type d’échan- 


tillonnage simple dont la taille de l'échantillon est r = me, respec- 
n 
tivement An = A4 et c est le nombre d'acceptation. Comme précé- 
demment n signifie le taux moyen d'articles défectueux lors du 
déroulement normal du processus de production. Si l'on a assigné 
pour l'exécution du contrôle des moyens déterminés qui ont servi 
à calculer le coefficient de coût £, il faut utiliser les plans (Ax, c) 
qui vérifient l'équation (7.4.6). Comme 2 = Fe = T< 1, alors 
n 
pour toute valeur entière de c = 0, 1, 2, . .. la recherche des raci- 
nes Àne n’a de sens que dans l'intervalle 0 < An < 0. On peut s'assu- 
rer aisément par vérification directe que la dérivée seconde du mem- 
bre droit de (7.4.6) ne change qu'une fois son signe dans l'intervalle 
0<AX< 6. Tenant compte enfin du fait que pour À = 8 la valeur 
p 


œ 


f@= (1-5) 1-2 (+É 


du second membre est — , nous pouvons conclure que la fonction 


ou bien est une fonction monotone croissante dans l'intervalle (0, 6), 
ou bien admet dans cet intervalle un point extrémal (maximum), 
he 
[e À 

Si Ec sont les dépenses moyennes assignées pour l'exécution du 
contrôle du lot contenant À articles, nous pouvons conclure, en 
remarquant que le coût du contrôle intégral est égal à BV et la perte 
due au rejet du lot est & (NW — D,) = aN, que le contrôle d'échan- 
tillonnage n'est rationnel au point de vue économique que dans le 


où la valeur de f (À) est supérieure à 


cas, où E — _ SN Dans le cas contraire il est plus avan- 
B 
œ 
à Ec: BN, autrement dit, égal au taux des moyens assignés à l’organi- 
sation du contrôle d’échantillonnage, par rapport aux moyens néces- 


tageux d'effectuer le contrôle intégral. Le rapport E : “— est ainsi égal 
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saires pour assurer le contrôle intégral. Nous supposerons partout 
dans ce qui suit que E < £. Tenant compte des remarques que nous 
avons faites plus haut en ce qui concerne le comportement de la 
fonction f (À), nous obtenons que pour £ < + pour chaque valeur 
entière de c l'équation (7.4.6) possède dans l'intervalle (0, 6) une 
solution unique ne. 

Les plans (Ane, c) vérifiant (7.4.6) sont équivalents du point 
de vue économique, car lors de l’utilisation de n'importe lequel d’entre 


eux les dépenses moyennes sont égales à Et = EaN. De tels plans 
seront appelés admissibles. Notons que pour de faibles valeurs du 


rapport _ & 1 (<< 0,1) l'équation (7.4.6) peut être remplacée par 
l'équation approchée 

E = 1— Z, (Ane) + YAnc; (7.4.7) 
où y — £ est le coefficient de coût. L'équation (7.4.7) est bien plus 


simple, car ses solutions sont des fonctions de deux paramètres seu- 
lement Æ et y, alors que les solutions de (7.4.6) dépendent de trois 


paramètres : £ , E, 6. On montre aisément que les racines de (7.4.7) 


sont plus petites que les racines de l'équation (7.4.6), ce qui compli- 
que la détermination des limites d'application de (7.4.7) au lieu de 
(7.4.6). Remarquons toutefois que les solutions de (7.4.7) ont la 


propriété Àc << Àc+, < E: L. C'est pourquoi quand E: L< 0,1 


on peut utiliser les solutions de (7.4.7) au lieu de celles de (7.4.6). 
Les vérifications montrent que si la solution A. de (7.4.7) vérifie 


la condition à << 0,1, elle coïncide, avec un degré suffisant d’exac- 


titude, avec la solution correspondante de (7.4.6). Nous devons 
choisir dans la famille des plans admissibles (As, c) les plans ration- 
nels. Comme nous l'avons indiqué plus haut, on peut trouver les 
principaux indices des plans en partant des caractéristiques opé- 
rationnelles que l’on peut calculer dans le cas général d’après la 
formule (7.4.3). Par ailleurs, si l’on tient compte du fait que lors du 
déroulement normal du processus de production gn & 1, on peut 
utiliser l'approximation binomiale. Dans ce cas la caractéristique 
opérationnelle est calculée d’après la formule 
C 


n(g)= D Civt(1— vw)?" 4, (7.4.8) 
d=—0 
v=<— ne . Enfin, dans le cas ae. < 0,1, n— Âne > 30, 


N Qn 
<0,1 on peut utiliser l’approximation poissonienne 


na (g)= Le(ng) = Le (An); — — (7.4.9) 
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On a donné sur la figure 7.4.2,a les caractéristiques opérationnelles 
de la famille des plans admissibles vérifiant (7.4.6), quand + = 


— 0,063, £ = 0,35, 6 — 10 et le nombre d'acceptation c = 0, 1, 
2, ..., 14 On a porté sur l’axe des ordonnées les valeurs de la 


SNSS 


Fig. 7.4.2 


caractéristique opérationnelle, et sur 1 axe des abscisses les valeurs 
() 
rapport au taux moyen d'articles défectueux lors du déroulement 
- n 
normal du processus de production. Dans ce cas v — > 0,1 pour 


c > 0, de sorte que dans la construction des graphiques on a utilisé 
l'approximation binomiale (7.4.8). Pour plus de clarté les graphiques. 


REA =: montrant le taux relatif d'articles défectueux par 
n 
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sont donnés sous forme de lignes continues. Sur la figure 7.4.2,b 
sont représentées les caractéristiques opérationnelles de la famille 
des plans admissibles pour les valeurs de £ = 0,01, 6 — 0,80. Comme 
68 > 1, il semble rationnel d'utiliser l’approximation (7.4.7) pour la 


valeur de y — L — 0,0025. En effet, dans ce cas on a pour tout c 


le — 4, et la taille relative de l'échantillon est “ne < 0,05, 
de sorte que les solutions de (7.4.6) et de (7.4.7) coïncident pratique- 
ment. Les graphiques des caractéristiques opérationnelles représen- 
tés sur la figure 7.4.2, b sont construits à partir de l’approximation 
poissonienne (7.4.9). 

Lors du déroulement normal du processus de production tous les 
plans admissibles sont équivalents au point de vue économique. 
Ils different toutefois fortement quand sont présentés au contrôle 
des lots comportant un taux élevé d'articles défectueux. Il est natu- 
rel de choisir parmi les plans admissibles ceux qui en cours d'’utilisa- 
tion permettent de rejeter avec une probabilité élevée des lots com- 
portant un taux important d'articles défectueux. On voit des figures 


7.4.2, a, b que, pour diverses valeurs de k=+, différents plans 


n 
peuvent être les meilleurs dans ce sens. Par exemple, pour les para- 
mètres de la figure 7.4.2, a dans l'intervalle (1,550 à 1,815) des va- 
leurs de # le meilleur plan est (Ànc = 3,20 ; c = 4) et dans l'intervalle 
(1,815 à 2,075) le plan (Ance — 3,77; c = 9). Dans les conditions 
réelles de production on ne sait pas dans quel intervalle se trouve 
la valeur de k pour le lot inspecté. C'est pourquoi il est rationnel 
d'utiliser le plan dont la caractéristique opérationnelle est située 
le plus près, dans la mesure du possible, de l'enveloppe inférieure 
de la famille des caractéristiques opérationnelles des plans admissi- 
bles. On voit des figures 7.4,2, a, b que de tels plans existent. Par 
exemple, pour les paramètres de la figure 7.4.2, b de tels plans sont 
(Âno = 3,24; c = 9), (An10 = 3,99; c — 10). De nombreuses vérifi- 
cations ont montré que les plans, dont les caractéristiques opé- 
rationnelles sont pratiquement uniformément proches de l’enveloppe 
inférieure de toute la famille des plans admissibles, existent dans 


un domaine très large des valeurs des paramètres É, E, 0, (E, Ÿ). 


Convenons d'appeler de tels plans rationnels. 


Considérons maintenant quelques approches possibles du choix 
des plans rationnels de contrôle. 


Modèle 1. Supposons que la taille relative de l'échantillon est 
_. & 1, de sorte que l’on peut utiliser l'équation (7.4.7). Supposons 


que chaque lot rejeté contenant D articles défectueux est remplacé 
par un lot fabriqué lors du déroulement normal du processus de pro- 
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duction et, par conséquent, contient en moyenne 6 — ÆVq articles 
défectueux. Il en sera ainsi, en particulier, quand l'opération de 
contrôle est destructive. Si l’on se borne au cas de la distribution 
poissonienne du nombre d d'articles défectueux, décelés dans un 
échantillon de taille r, le nombre D, d'articles défectueux acceptés 
est 


D — d, d=0, ..., c avec une probabilité ee } 2, 


d! 
Dae=} 9—d,d=0, ..., c avec une probabilité (7.4.10) 
Un d- 
(5) en. (A, a), 


où À — nq, Àn = An, Pe(k, An) = [1 — Le (À)] [Le (An)l7!. On 
peut utiliser en qualité d'indice de la capacité de « filtrage » du 


plan (Anc, c) la grandeur ac (k) = Nes qui est lerapport du nom- 


bre moyen d'articles défectueux acceptés au nombre moyen d'’arti- 
cles défectueux fabriqués dans des conditions normales de production. 
On considère alors que #,. est fonction de k =+ =< ; 

n 


On peut obtenir aisément de (7.4.10), en tenant compte de la 
condition _ & 1,l'expression explicite pour la fonction de filtration 
kac, e (À) Æ (k — 1) Le (Ank) + 1. (7.4.11) 


I1 découle de cette formule que pour toutes les valeurs de À > 1, 
kac (4) >>1, et pour Æ—+ oo ke, e (k)—>1. On a rapporté sur la 
figure 7.4.3 les graphiques des fonctions de filtration des familles 
des pe admissibles, correspondant aux valeurs Æ = 0,01, y — 
— 0,0025. 

Les caractéristiques opérationnelles de ces plans sont données 
sur la figure 7.4.2, b. Comme il apparaît de la figure 7.4.3 le plan 
possédant pratiquement la filtration uniformément la meilleure est 
le plan (An = 3,24; c — 9), pour lequel la valeur maximale k; — 
— max #aco (k) est minimale par rapport aux valeurs À — 


— max Kac, « (x) pour les autres valeurs c 9. Nous voyons de la 
h>1 


figure 7.4.2, b que ce plan est rationnel. Comme l'ont montré les cal- 
culs numériques, le fait que le plan admissible (À, c) est rationnel 
pour un large domaine de valeurs des paramètres £, y coïncide avec 
la propriété de minimiser k.. Partant de ce principe pour différentes 
valeurs des paramètres £ et y, on a effectué un choix de plans possé- 
dant les valeurs minimales de À. par rapport à d’autres plans admissi- 
bles. Les principaux calculs furent effectués au Centre de calculs de 
l'Université de Moscou. 

Les résultats des calculs sont représentés dans la table 25 de 
l'annexe et le nomogramme correspondant à cette table. Les valeurs 
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du coefficient de coût E; (E; > E;,+1) étaient choisies de telle maniè- 
re que In ()= 0,1. Dans la première colonne verticale de gauche 
+ 


sont indiquées les valeurs des nombres d'acceptation c ou c à c + 1. 


’ 


Kac, c 


3,0 


2,0 


15 


7,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 45 
Fig. 7.4.3 


Dans les autres colonnes correspondant aux diverses valeurs de E;, 
sont données respectivement les valeurs de IgycetigAcoudelgÀ., 


c+1 
Ig À” < et IgA <. Si l'on a choisi la valeur £; et si pour le lot 
c+i c+i 
inspecté 1g Ye; <igy<lgY’ c« , alors pour le plan ration- 
Te c+1 


nel le nombre d'acceptation est égal à c, et la valeur de 1g À. se trouve 
par interpolation linéaire d'après 1g À”: et Ig À’ < . Pour élever 


c .. c+1 
l'exactitude de l’interpolation linéaire pour les petites valeursdec — 
— 0, ..., 4 on a donné les valeurs intermédiaires de 1g y. et les 
valeurs correspondantes de Ig À.. Sur le nomogramme de l’annexeon a 
porté sur l’axe des abscisses les valeurs de À — r,q, où nr. est la taille 
de l'échantillon. Les valeurs de À > 0,5 étaient portées à l'échelle 


SJ 


usuelle et celles de À << 0,5 à l’échelle logarithmique. Sur l'axe 
28—0217 
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des ordonnées on a porté à l'échelle logarithmique les valeurs du 
coefficient de coût Æ£. À chaque couple de valeurs de £ et y 
correspond un plan rationnel (À, c). Si l'on fixe y = y; = const 
et si l’on fait varier £, on a pour le plan rationnel À = g (E, ;). 
La fonction À = g(£E, y;) est régulière par tranches et pour 
certaines valeurs de Æ admet des sauts. On a représenté sur le 
nomogramme un réseau de lignes À, correspondant à diverses 
valeurs de y;. I1s’est alors avéré plus commode de choisir les valeurs 


de y; >Y;+1:, de sorte que Lg10 (= H)S 0.1. Lors d’une variation dis- 


continue de À la valeur du one d'acceptation c varie de 1. Pour 
les valeurs de y << 0,16, avec la croissance de £, À croît également et c 
croît en effectuant un saut égal à 1. Les tranches continues des lignes 
À = g(£, y;), correspondant à une même valeur de c, sont réunies en 
zones reliées par des lignes horizontales en pointillé. Les valeurs des 
nombres d'acceptation c, auxquels correspondent ces zones, sont 
données en gros caractères sur les marges du nomogramme. Les 
lignes en pointillé relient les valeurs de la fonction À = g(£, y;) 
aux points de discontinuité. Sur ces lignes en pointillé sont indiquées 
les valeurs du paramètre de coût y;. Ainsi, pour une valeur fixée 
de Æ à chaque c correspond l'intervalle des valeurs possibles de À, 
pour lesquelles existent les plans rationnels. Entre ces intervalles 
il n'existe pas de plans rationnels. On peut tracer plus bas, sous l’axe 
des abscisses, pour diverses valeurs du nombre d'acceptation c les 
échelles des valeurs des points À, montrant pour quel accroissement 


relatif du taux d'articles défectueux 4 — 7 — res la valeur de la 


n n 
caractéristique opérationnelle du plan est égale à 0,1. 

Le degré égal de rigueur du contrôle est reflété sur le nomogramme 
par le réseau de lignes grasses en pointillé. À chaque plan rationnel 
(À, c) correspond la filtration limite ke (À) = max (k — 1) Z. (Ak) +1 
égale à la valeur maximale de la fonction de filtration. Les lignes ont 
été menées par les points du plan (£, À;) pour lesquels les valeurs de 
la filtration limite sont constantes, kc (Au) — k; — const. Les 
valeurs k. (A:;) pour un c fixé ne dépendent pas de £, de sorte que 
les lignes passent par la zone des plans rationnels correspondant 
à une valeur de c, parallèlement à l’axe des ordonnées. Quand on 
passe d’une zone c à une zone c + 1, la valeur À 41,;, pour laquelle 
ke+s (Âe+s,;) = k; = const, varie par sauts. Les points de dis- 
continuité sont reliés par une ligne en pointillé. 

On peut utiliser la table 25 et le nomogramme de l’annexe aussi 
bien dans le cas du contrôle destructif que non destructif, si seule- 
ment la taille relative de l'échantillon 2 = FT &1(<0,1). Il 
faut pour cela trouver &, B, qn, calculer la valeur du paramètre de 


coût y — 0” 6 — Nq et choisir la grandeur Æ du coefficient de 
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coût. Nous donnerons plus bas des exemples de recherche des plans 
de contrôle à l’aide de la ae ou du nomogramme de l'annexe. 


Modèle 2. Pour le cas, où + > 0,1, on peut lors du calcul des 


tables des plans rationnels re de la manière suivante. Comme 
l'ont montré de multiples vérifications, les plans rationnels dans un 


large domaine de valeurs des paramètres £, +, 0 sont les plans dont 

l'aire sous la caractéristique opérationnelle est minimale. Nous par- 
: L : D : 

tirons du fait que N © 1, + 0,1. Dans ces hypothèses on peut 


utiliser l’approximation binomiale (7.4.8) pour exprimer la carac- 
téristique opérationnelle nr (g). Comme g ne peut prendre que les 


valeurs q = o. D = 0, Â, 2,..., N, en qualité d’analogue de 


l'aire sous la caractéristique opérationnelle (An, c) on peut adopter 
la grandeur 


N C 
Se=(N+ 11 D'a(L)Z=(N+1)1 D S vd 
D= =. ee d=0 
S(N+1): ss ds S D(D—1)...(D—d+1)(1—v)2"“ 
d=0 D=—0 
1 1 = N : 
= + = = np T: (7.4.12) 
OÙ Àne — cn est la solution de l'équation (7.4.6) et v — +. Pour 
p 


des valeurs données de et E parmi la famille des plans admissibles 
vérifiant (7.4.6) et respectivement équivalents au point de vue éco- 
nomique, on choisit celui pour lequel la valeur de S4 ou Hi (cf. 


(7.4.12)) est minimale. Du point de vue probabiliste les a avec 
une valeur minimale S. sont optimaux quand la distribution a priori 
pour le nombre d'articles défectueux en présence des déréglages est 
uniforme, autrement dit, P {D = k}=(N +1)1,k = 0, : 
comme la probabilité d'acceptation de tels lots est S.. Pour des 
valeurs fixées de — —— et E on peut trouver les valeurs 6 : telles que 
c+! 
si pour le lot inspecté 6 :_ <0<6+<, alors le nombre d'accepta- 


(a c+i 
tion doit être posé égal à c. Une partie d’une table de ce genre est 
montrée plus bas (table 7.4.1). 
On trouve la valeur correspondante de An. en interpolant les 
nombres À, À. Par exemple, si Æ£ = 0,02, 01, In = 0,09, 
28 
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Table 7.4.1 


À! — 1,37967 


0,—11,0627|  À5--1,61555 
6 


A4 — 1,88481 


la taille du lot inspecté N — 1000, alors 8 = 9. Nous avons de la 
table 7.4.1 que 0, — 7,9701 << 9< 0: = 11,0627, d’où il découle 


s 6 
que c = 5. L'interpolation linéaire des valeurs À,, À; donne la valeur 


Âns & 1,46. La taille relative de l'échantillon T = ns — 0,16. 
Si l’on estime au préalable que F & 1, on trouve alors de la table 25 


de l'annexe pour E — 0,02, y = À = 0,0111 . .., 1g y = 1,9542, 
que c — 5 et Âne = 1,45. On peut ainsi obtenir même pour une taille 
relativement grande de l'échantillon à l’aide de la table 25 de l'an- 
nexe une approximation suffisamment bonne. 

Exemples. Comparaison avec les plans de Dodge et Romig. 

Considérons des exemples d'utilisation de la table 25 et du nomo- 
gramme de l’annexe. Le choix du coefficient de coût E est déterminé 
à partir des possibilités de l’entreprise et des exigences du consom- 
mateur. Si l’on utilise déjà à l’entreprise le contrôle statistique 
d'échantillonnage d'après un indice qualitatif, on peut d’après la 
formule (7.4.5) calculer la valeur du coefficient de coût E. Cette 
valeur est ensuite utilisée pour rechercher le plan rationnel. Rappe- 


lons que la valeur du paramètre de coût y — aNcs” indispensable 
n 


pour la recherche du plan de contrôle, est déterminée par les condi- 
tions concrètes de la production. Lors de l’utilisation des plans décrits 
plus haut le contrôle pour un même coût devient plus sensible envers 
les lots avec un taux élevé d'articles défectueux. 
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Exemple 1. Supposons que le rapport B du coût de la vérification 
d’un article à la perte &« due au rejet d’un article conforme est £ —_ 


— 0,4. Le taux d'articles défectueux lors du déroulement normal 
du processus de production est qn = 0,01. On a décidé d'’assigner 
à l'exécution du contrôle 10 % des moyens indispensables pour cou- 
vrir les pertes dues au contrôle intégral de la production, autrement 


dit, 2 — 0,10. Nous trouvons de cette condition que Æ£ = 0,05. 


Supposons que la taille du lot contrôlé est N — 1500. Pour les va- 
leurs mentionnées plus: haut 6 = Mg — 1500:0,01 = 15, y — £ — 


=. Ig y = —1,4771. Nous trouvons d’une table semblable 

à la table 25 de l'annexe pour £ — 0,05 que Igy2 — —1,2793 > 
3 

>1lgy— —1,4771 >Igys — —1,5055. C'est pourquoi pour un 


plan rationnel le nombre d'acceptation est c — 3. Nous trouvons 

la taille z de l'échantillon par interpolation linéaire des valeurs 

de Ig A3 = — 0,0453 et Ig As — —0,0010 par rapport aux 
€ 


valeurs correspondantes de 


= ” Igv—1 y: 
8v-18 (rqn) = 18 Às + (Ig 3 1g Às) lever 


_ | (—1,4771-41.3924) 


En utilisant les tables des antilogarithmes nous avons nn = 0,9725, 
respectivement rz Æ 97. Ainsi, le plan rationnel est (97,3). 


Exemple 2. On sait que _ — 3, {n — 0,015 et on a décidé de 


prendre la valeur du coefficient de coût £ = 0,10. La taille du lot 
inspecté est N — 1000. On demande de trouver un plan rationnel du 
type d’échantillonnage simple. Nous nous baserons sur le nomo- 


gramme de l'annexe. La valeur du paramètre de coût est y = £ : 


— 0,2. L'intersection de la droite parallele à l’axe des abscisses, pas- 
sant par la valeur £ = 0.1 sur l’axe des ordonnées, a lieu avec la 
droite correspondant à la valeur y — 0,2 dans la zone du nombre 
d'acceptation c — 1. Nous trouvons alors sur l'axe des abscisses la 
valeur I1g Àn = 1g (ñqn) = —0,54 (rappelons qu'à droite de À = 0,5 
les valeurs de À sur l’axe des abscisses sont données à l'échelle usuelle, 
alors qu’à gauche, à l'échelle logarithmique). Utilisant la table des 
antilogarithmes nous trouvons nqn = 0,2885, n = 19. Ainsi, le 
plan rationnel est (19, 1). On peut montrer que Ào,1 — 13,9. Ainsi, 
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si ‘le taux d'articles défectueux est k — los _ 46,8 fois plus grand 
n 
que lors du déroulement normal du processus de production, de tels 


Fig. 7.4.4 


lots seront acceptés avec une probabilité inférieure à 0,1. Si le con- 
sommateur estime qu'un tel contrôle est trop faible, le producteur 
devra dans ce cas augmenter les dépenses assignées pour le contrôle, 
ce qui correspondra au choix d’une plus grande valeur du coefficient 
de coût £. 

Nous terminons cette série d'exemples par une comparaison des 
caractéristiques opérationnelles recommandées dans l’ouvrage de 
Dodge et Romig [4] avec les caractéristiques opérationnelles des 
plans rationnels, trouvés à l’aide de la table 25 de l’annexe. 


$ 7.4] PLANS ÉCONOMIQUES DE CONTRÔLE 439 


On a représenté sur la figure 7.4.4,a en continu la caractéristique 
opérationnelle Z du plan (37, 3), recommandé par Dodge et Romig 
dans le cas du contrôle d’un lot de V = 900 articles, gn — 0,025. 
Ce plan assure la valeur de gn = 0,05. Le plan (37, 3) coïncide prati- 
quement avec les plans que nous avons recommandés pour les cas 


£ — 1. Si par contre Te 1, l'utilisation des plans rationnels donne 


les meilleurs résultats. On a montré en pointillé les caractéristiques 
opérationnelles Z;, L:, L3:, L, des plans rationnels correspondant 


aux valeurs a 5; 0,5; 0,2; 0,1. Pour une valeur fixée de £ la 


perte due à l’utilisation du plan rationnel lors du déroulement normal 
du processus de production était posée égale à la perte liée à l’utilisa- 
tion du plan (37, 3). Sur la figure 7.4.4,b on a pris pour base le plan 
(160, 4), recommandé dans l’ouvrage de Dodge et Romig pour le 
contrôle du lot de taille VN = 3 500 et gn — 0,01. On peut voir sur 
la figure 7.4.4 que les plans rationnels, « coûtant » au producteur 
autant que le plan de Dodge et Romig, sont plus sensibles à la dégra- 
dation de la qualité de la production. 

Plans rationnels du type d’échantillonnage double. En conclu- 
sion de ce paragraphe considérons les questions liées à la recherche 
des plans rationnels de contrôle du type d’échantillonnage double 
tronqué (1, ñ2, C1. C2). Pour simplifier les calculs nous supposerons 
que sont remplies les conditions conduisant à une distribution pois- 
sonienne (cf. $ 7.2). Introduisons le paramètre « temporel » ten 
posant que { = 1 correspond au nombre d'articles vérifiés no = q»’, 
c’est-à-dire au nombre moyen d'articles, pour lequel dans les conditions 
du déroulement normal du processus de production on rencontre pré- 
cisément un article défectueux. Ainsi, à la taille 7, du premier échantil- 
lon correspond la valeur de f, = ñ;qn ; à la taille nr; du second échantil- 
lon, la valeur de ft: = ñn29n. Les nombres d'articles défectueux d;, déce- 
lés dans le i-ième échantillon suivent une distribution poissonienne 
de paramètres f;. i — 1, 2. Dans ces conditions les dépenses moyen- 
nes liées à la réalisation du contrôle d’après le plan (n1, ñ2, C1, C2) 
sont, lors du déroulement normal du processus de production, égales à 


E æ a {(N—n3) 11 — Les (ED1 + IN — (min) X 


ca 


di , 
xf D Het (Late) |}+ 
di =cs+1 
ce di 
+ B {r. [Les (és) + 1 — Les(ts)] + (r1 + 7032) D me") . (7.4.13) 
di=ci+1 


Le coefficient de æ& est le nombre moyen d'articles conformes 
rejetés dans l'hypothèse 9n & 1 et le coefficient de B, la taille moyen- 
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ne de l'échantillon avant l'adoption de la décision de rejeter ou d'ac- 
cepter le lot. En divisant les deux membres par &V nous obtenons 


E = ÈS = (1—v) [1 — Le, (4)] + 


co pdt 
+ (1—v; — V2) ( > AI e7H[1— Le_d (&)1} T 
di-=c+1 
F c2 di 
+ villa ()+1—Le (+ (m+v) D et], (74.14) 
di=ci+1i 


où v,; = ñn;/N. Nous nous bornerons partout dans ce qui suit au cas 
des échantillons de taille relativement petite, quand v, + vs & 1 
(<< 0,1). Dans ce cas, posant v; = 0, nous pouvons écrire (7.4.14) 
sous la forme 


E=1—xt(4,(t)) —yu. (7.4.15) 


où y—+B/aWgn et u est la taille moyenne de l'échantillon expri- 
mée en unités temporelles, autrement dit, 


Ca di 
= ts te | D me"). (7.4.16) 
di=ci+1 


Ô = 1 — x (/; (t2)) est la probabilité de rejeter le lot fabriqué dans 
des conditions normales de production, c'est le risque du producteur. 
L'équation (7.4.15) est analogue à l’équation (7.4.7) pour les plans 
du type d'’échantillonnage simple. L'équation (7.4.15) est vérifiée 
par une infinité de plans tronqués du type d'échantillonnage double. 
Toutefois, pour des valeurs fixées de u et Ô on n’a qu'un nombre fini 
de plans de ce genre. En effet, si l’on se donne les valeurs de u. ô et 
les couples de nombres d’acceptation c; et c2 >>c1, on peut alors 
de l'équation (7.4.16) exprimer ft: en fonction de t#, 


c2 di … 
(=) ( D Het). (7.4.17) 
di=ci+1i 
On trouve {, en résolvant l'équation transcendante 
ca da 
1—ô=Le(t)+ À a Te 'Les-ds (£2 (41) (7.4.18) 
disci+ 1 


que l’on obtient en égalant le risque du producteur à une valeur 
choisie de ô. On peut montrer que cette équation transcendante possède 
soit une seule solution f,, soit deux solutions # et # >=4t;, soit 
encore ne possède pas de solution (pour les valeurs données de 
Li» Ô, C1, C2). Après avoir obtenu f{, nous trouvons f: de (7.4.17). 
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Nous obtenons ainsi en définitive que le plan vérifiant les conditions 
d'égalité à Ô du risque du producteur, pour un volume moyen d'ins- 
pection ugn!, est (fiqn', toQn', C1, C2). On a établi qu'en présence de 
deux racines £;, t; les meilleurs résultats sont donnés par les plans 
utilisant la plus grande racine #, >> 1;. Les caractéristiques opération- 
nelles de ces plans admettent les plus petites valeurs dans le domaine 
des grandes valeurs du taux d'articles défectueux dans le lot. Dési- 
gnons le second membre de (7.4.18) par f (t4, c1, c2). On peut aisé- 
ment se convaincre, par comparaison directe des termes, de la vali- 
dité des inégalités 

Les (41) (Es Ci, Co) (tie Cu C2 +1), O<1<u. (7.4.19) 


Ainsi, si Le, (t;3) >> 1 — 6, l'équation (7.4.18) ne possède pas de 
racines. Comme pour tout Ô on peut trouver un c tel que Z4, (1,) > 
> 1 — Ô pour tous les 0 < ?, < u, le nombre de plans possédant les 
valeurs données de u et ô est finiet s’il n’y a pas de plans pour €, c2, 
il n’y en a pas pour les nombres ci, co + K, k — 1, 2, ... On peut se 
convaincre par une simple vérification de la validité de l'inégalité 


fu Co +1) <f(, +1, +2), O<'<u. (7.4.20) 


Il découle de cette inégalité que s’il n'existe pas de plans pour 
Ci, € + 1, il n'y en a pas non plus pour ci, ©, © >>, € > 
> © + 1. Nous pouvons ainsi exprimer ces résultats dans le théo- 
rème suivant. 


Théorème 7.4.1. Il existe un nombre fini de plans du type d'échan- 
tillonnage double tronqué possédant les valeurs données du risque du 
producteur Ô et du volume moyen d'inspection avant d'adopter la déci- 
sion u(u & 0 = Nq). Les couples de nombres d'acceptation ci, c2 (c2 >> 
> c1). pour lesquels il existe de tels plans, forment un ensemble conte- 
nant les points de la forme ci, ce, où c1 = 0, 1, . .., ci (M, Ô), et 
C2 — Ci T 1, +. + C2 (, Ô, C1). 

On a montré sur la figure 7.4.5,a pour les valeurs Ô = 0,1 et 
u — 1,74477 les nombres c;, c. pour lesquels les plans existent. 
Dans ce cas on note par le chiffre 1 la présence d'une racine t. par 
le chiffre 2, la présence de deux racines. On a montré sur la figure 
1.4.5,b les caractéristiques opérationnelles de ces plans pour cer- 
tains nombres (c;, c2). En qualité d'indice montrant le degré de ratio- 
nalité du plan on peut utiliser l'aire de la surface sous la caracté- 
ristique opérationnelle. La formule pour l'aire S sous la caractéris- 
tique opérationnelle du plan ({ign', {oQn', C1, Co) aura, dans les 
conditions d'applicabilité de l’approximation poissonienne, pour 
expression 

| C2 ce—d1 di ,de 
SRE RS Re 
1 ET di ! de 1(ts +te) 
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Toutefois. le choix des plans uniquement d’après cet indice s'avère 
insuffisant. Les calculs numériques ont montré, par exemple, que 
pour Ô = 0.0025, u = 2,0 la valeur minimale de S est obtenue pour 
le plan pour lequel t; — 0,948, t: — 4,297, « = 1, co — 9; dans ce 


= 174477 
n(# 

D 

| 

07 

06 

05 

04 Ÿ ? 

03 7 ne 

92 NT: _ 

as SE Se 
Fo TT OCR Cr To cac 

Fig. 7.4.5 


cas 9 — 2,512. Il existe toutefois un plan avec une valeur S: = 
— 2,546, un peu plus grand que S;, caractérisé par les paramètres 
t, — 0,849, 3 — 2,013, cc — 0, c> = 6. Le second plan, bien que 
possédant une aire plus grande, peut, en certains cas, s'avérer plus 
avantageux. 

Le fait est que pour le second plan la taille maximale de l’échan- 
tillon est (é; + £2) gun! = 2,862 q5', alors que pour le premier plan 
elle est égale à 5,245q;5!, c’est-à-dire près de deux fois plus élevée, 
bien que, rappelons-le, lors du déroulement normal du processus de 
production. le volume moyen de l'inspection est identique pour les 
deux plans et égal à ug;'!. L'utilisation des plans pour lesquels le 
rapport t:t, = n::n, est grand peut être rendue difficile du fait de 
la capacité réduite du dispositif de contrôle. Par ailleurs, 
l'utilisation de ces plans peut conduire à une charge non uniforme 
des postes de contrôle. Ainsi, pour des valeurs données de E et #, 
en faisant varier les valeurs 6 et u conformément à l'équation (7.4.15), 
nous pouvons choisir plusieurs plans possédant une aire S relative- 
ment petite et des valeurs modérées de #; + f2. L'utilisation des 
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plans doubles, bien que liée à certaines incommodités, donne un 
gain dans le sens d’une plus grande sensibilité envers les lots compor- 
tant un taux élevé d'articles défectueux. On a rapporté sur la figu- 
re /.4.6 les caractéristiques opérationnelles du plan rationnel du type 


TI (x) 
1,0 : 


0.5 


Fig. 7.4.6 


(6,526qg:!, 11) et du plan du type (1,8q5', 6,9q5!, 2,15) correspon- 
dant aux valeurs de Æ£ = 0,1 et y = 0,01. La caractéristique opéra- 
tionnelle du plan du type d'échantillonnage double est donnée par 
une courbe en pointillé. 

I1 apparaît de la figure 7.4.6 que la sensibilité du plan du type 
d'échantillonnage double est notablement plus élevée que celle du 
plan rationnel du type d’échantillonnage simple pour un taux d'ar- 
ticles défectueux g supérieur à 29. En présence des exigences élevées 
envers la stabilité de la qualité de la production liées à un coût élevé 
de l'opération de contrôle, ce gain conduit à estimer rationnels les 
plans du type d'échantillonnage double. C’est pourquoi il semble 
opportun d'élaborer les standards des plans économiques du type 
d'échantillonnage double. 

Problème général de recherche des plans de contrôle rationnels. 
Considérons en conclusion le problème général de la recherche des 
plans rationnels du type progressif. On demande alors que le coût 
du contrôle soit égal à une valeur donnée. Supposons que la dis- 
tribution a priori est donnée par les valeurs des probabilités fa (D) = 
= P{D, = D}, D = 0,1, ..., N, et que le plan du type progres- 
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sif est caractérisé par les paramètres : nr — nr (N, D), le volume moyen 
de l'inspection avant l'adoption d’une décision définitive après la- 
quelle on arrête le contrôle; ñre; = nre; (N, D}, le volume moyen 
de l'inspection dans les conditions du rejet du lot; dre; = drey (N. D), 
la valeur moyenne du nombre d'articles défectueux décelés dans 
les conditions du rejet du lot. En adoptant ces notations on peut 
exprimer les dépenses moyennes pour la réalisation du contrôle lors 
du déroulement normal du processus de production par la formule 


N 
Ec = 2 fa (D) (IN — ne; — (D — drej)] Pre; (N, D)+ Br. (7.4.22) 


Ici P,:, (W, D) est la probabilité de rejeter le lot de taille V compor- 

tant D articles défectueux. À chaque plan vérifiant la condition 
(7.4.22) on peut associer pour une 
valeur donnée de £. une fonction- 

7 nelle dont les valeurs nous permet- 
traient de juger du degré de ratio- 
nalité du plan. Par exemple, on 
peut considérer des fonctionnelles 
de la forme 

N 


O= >» p(D)II(D), (7.4.23) 
D=0 


Fig. 7.4.7 où II (D) est la valeur de la carac- 
téristique opérationnelle du plan 
et q (D), l'ensemble des nombres D = 0,1, ..., N. Dans le cas, 
où p (D) = po, la valeur ® est proportionnelle aux « aires » siluées 
sous la caractéristique opérationnelle. Le problème général peut être 
formulé de la manière suivante. On demande de trouver parmi tous 
les plans vérifiant la condition (7.4.22), pour une valeur donnée des 
dépenses £., un plan tel que la valeur de la fonctionnelle © soit 
minimale. Ce problème n'est pas encore résolu sous forme générale. 
Les cas considérés des plans du type d'échantillonnage simple et 
double sont des cas particuliers du problème général correspondant 
aux plans optimaux minimisant (7.4.23) dans les classes données de 
plans d'échantillonnage simple et double. Considérons encore un 
exemple, les plans du type de Wald (fig. 7.4.7). 

Les plans du type de Wald ont pour frontières d'acceptation et de 
rejet du lot des droites coupant l'axe x des nombres d'articles 
vérifiés et l’axe d(r7) des nombres d'articles défectueux décelés, 
à des distances >, lL, respectivement, æ est l'angle de pente de ces 
droites (cf. fig. 7.4.7). Ainsi, la famille des plans de Wald est tripa- 
ramétrique. Supposant que la décision d'accepter ou de rejeter un lot 
est prise d’après un échantillon de taille peu grande et que la distri- 
bution a priori de D est binomiale, nous pouvons utiliser les formu- 


ur 
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les pour le volume moyen des essais et la caractéristique opérationnel- 
le rapportés dans l'ouvrage de Wald ([14], chap. 5). Désignons le 
volume moyen de l'inspection par M et exprimons-le en unités y, 
multiples de qg;', où ga est la valeur moyenne du taux d'articles défec- 
tueux dans des conditions normales de production. Désignons l'er- 
reur de première espèce par Ô. Le coût du plan, par exemple £ — 
— E./aN, est donné par la relation £ = Ô + yu, où y = B/aVqn. 
La famille biparamétrique des plans de Wald, qui est une sous-famille 
de la famille générale triparamétrique des plans de Wald. vérifie 
la relation (7.4.2). Fixant les valeurs de £, y et faisant varier celles 
de ôr, x — B (erreurs de première et de seconde espèce), nous choi- 
sissons le plan pour lequel les valeurs de la caractéristique opéra- 
tionnelle sont situées à proximité de l'enveloppe inférieure des carac- 
téristiques opérationnelles de toute la famille biparamétrique des 
plans vérifiant (7.4.2). Sur les figures 7.4.8,a et b sont montrées 
les caractéristiques opérationnelles de trois types de plans: échan- 
tillonnage simple, double et plan de Wald ; la figure 7.4.8, a corres- 
pond aux valeurs £ = 0,01,y = 0.1, et la figure 7.4.8, b aux valeurs 
E — 0,063, y — 0,25. Il apparaît de ces exemples que les plans du 
tvpe de Wald peuvent présenter certains avantages par rapport aux 
plans du type d’échantillonnage simple et double équivalents au 
point de vue des dépenses entraînées. On doit ainsi inclure dans le 
standard des plans de contrôle d'acceptation des plans de divers 
types. y compris des plans du type progressif. Nous ne rapportons 
dans le présent ouvrage que les tables des plans du type d’échantil- 
lonnage simple uniquement pour la simple raison que les tables 
correspondantes des plans d’autres types ne sont pas encore calculées ; 
ce travail d’ailleurs touche à sa fin. 


$ 7.5. Estimations de la qualité d'après les résultats 
du contrôle 


Introduction. Si le plan de contrôle est choisi, le problème se 
pose d'estimer l'efficacité de l’action de ce plan. Cette efficacité 
peut être mesurée de différentes manières. Par exemple, on peut uti- 
liser à cette fin le rapport du nombre d’articles défectueux acceptés 
au nombre global d'articles défectueux présentés. Une large classe de. 
problèmes se pose ainsi, liés à l’obtention de diverses caractéristi- 
ques d’après l'information recueillie sur l’acceptation et le rejet des. 
lots des articles. Un intérêt particulier doit être accordé en ce séns 
aux estimations non biaisées [1], c'est-à-dire aux estimations qui 
donnent en moyenne des valeurs exactes. Soulignons que l'exactitude 
de ces estimations dépend du nombre de données utilisées pour les 
calculer. Les estimations non biaisées peuvent parfois donner des. 
valeurs négatives. Il en sera ainsi quand on utilise une estimation 
non biaisée pour le nombre d’articlss défectueux acceptés dans le: 
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cas d’un échantillonnage double. Ces cas particuliers semblent absur- 
des, puisque le nombre des articles défectueux acceptés ne peut être 
plus petit que zéro. Il est toutefois indispensable, lors de l’estimation 
du nombre global d'articles défectueux acceptés d’après les résultats 
du contrôle d’un grand nombre de lots, d'inclure les valeurs négati- 
ves, pour éviter de surestimer le nombre global d'articles défectueux 
acceptés. Les estimations non biaisées n'existent pas pour toutes les 
caractéristiques ni pour tous les plans de contrôle. On peut. toutefois, 
en appliquant des méthodes spéciales, modifier le type de plan utilisé 
de telle façon que l'estimation non biaisée désirable existe. Un 
exemple de ce genre de méthodes peut être donné par la règle de cun- 
trôle du (n + 1)-ième article proposée par A. Kolmogorov et déve- 
loppée par S. Sirajdinov et M. Eidelnant [2]. Dans la pratique du 
contrôle d'acceptation on utilise largement les plans du type d’échan- 
tillonnage double et progressif. Malheureusement, jusqu'aujourd'hui 
la théorie des estimations non biaisées n’était développée que pour 
les plans du type d'échantillonnage simple. Comme on le sait (cf. 
le théorème 7.5.2), les estimations non biaisées sont plus exactes que si 
elles sont des fonctions des statistiques exhaustives. Par conséquent, 
dans le cas de l'échantillonnage double on doit tenir compte du 
nombre global d'articles défectueux, décelés aussi bien dans le pre- 
mier que dans le second échantillon. Toutefois, dans la majorité 
des travaux consacrés à l’utilisation des plans du type d’échantil- 
lonnage double ou bien on ne pose pas le problème de la recherche de 
telles estimations, ou bien dans le meilleur des cas on donne une 
recommandation pour obtenir des estimations uniquement d'après 
les résultats du premier échantillon. La théorie des estimations non 
biaisées appliquée aux problèmes du contrôle d'acceptation n'a été 
développée principalement que par les probabilistes soviétiques 
(cf. [1], [2], [15], [16], [17)). Dans l'ouvrage volumineux de Cowden 
[6], où 11 chapitres sont consacrés à la description des méthodes du 
contrôle d'acceptation, on ne relève aucune trace des problèmes 
d'obtention des estimations non biaisées. 

Estimations non biaisées. Principaux théorèmes. Nous allons 
formuler, en tenant compte des intérêts des ingénieurs occupés dans 
la production, les théorèmes des estimations non biaisées dans le 
cas d’un espace discret des résultats de l'expérience. Les théorèmes 
7.5.1 et 7.5.2 sont rapportés dans l’article de Kolmogorov [1]. 

Soit À = {x} l’espace des résultats de l’expérience. Les points 
de cet espace sont des suites de zéros et d'unités, de longueurs géné- 
ralement différentes n*, x — &, ..., €,, où €; — 0 ou 1 suivant que 
le i-ième article contrôlé s’est avéré conforme ou défectueux. On 
peut ainsi interpréter 7z* comme le nombre des articles vérifiés. et 
n* 

D e; = d* comme le nombre d'articles défectueux décelés au cours 


i= 1 
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d’un tel contrôle. Designons comme auparavant par À la taille du 
lot à contrôler, et par D le nombre des articles défectueux qu'il 
contient. On appelle estimation toute fonction k (x) dont les valeurs 
ne dépendent pas explicitement de la grandeur D, quand D est incon- 
nue. Le nombre total des résultats x est fini. Désignons par x, le 
nombre des solutions de l'équation À (x) = h. Numérotons tous les 
points x à l'aide du couple d'indices À, k, en notant x = zh x, Si 
h(z) =Rh, k = 1,..., kn. Comme à chaque zx correspond une cer- 
taine valeur de k (x), tous les points x seront numérotés. Désignons 
également par pr,» = Pn,r (D) la probabilité pour que le résultat 
de l’expérience soit la valeur z:,.. En vertu du critère de factorisa- 
tion (cf. chap. 1) la statistique S (x) est exhaustive quand et seule- 
ment quand la factorisation est valable, c'est-à-dire quand 


Ph. Da x), D)qn,n; (7.5.1) 


ù gr > 0 ne dépend pas de D, S Qhk = 1. L'estimation p (xz:,:)= 
k=1 
a, k est dite non biaisée pour la fonction f (D), si pour tout D — 
0, 1, ..., N, Mo (x) = f (D), c'est-à-dire si on a la relation 
k 


k 
D 2 Pr. Ph, = f (D). (7.5.2) 


On peut généraliser cette notion. Si la variable aléatoire g est donnée, 
c'est-à-dire la fonction g (tn, x) = £h, x des résultats de l'expérience, 
l'estimation @ (tn, x) — nr est dite non biaisée pour g»,1 si leurs 
espérances mathématiques coïncident, autrement dit, si pour D = 
= 0. 1,..., Non a 


R} Rh 
2 2 Pr.rkPh, Rk = 2 2 Eh. kPh.he (7.5.3) 


Le théorème suivant affirme que l’on peut construire, à l’aide d’une 
statistique exhaustive, à partir d’une estimation non biaisée une 
autre estimation non biaisée que nous appellerons améliorée. 
Théorème 7.5.1. Si @, x est une estimation non biaisée de £gn,r 
et h (zh, nr) = h est une statistique exhaustive, alors l'estimation 
Rh 


ph 2 Ph, kh, À (7.5.4) 


est également non biaisée. 
Démonstration. En utilisant (7.5.3) et (7.5.1) nous avons 
kh Rh 
Me®= Dphpnn(D)= Dpt D pra(D)= Det D ph, D)qnx= 
RC LR HS R  h=1 
h 
= 2 prp (k, D) — 2 2 Pa, nn, x P (h, D) = 21 Ph, kPn. à (D) = Mg, 


ce que l’on devait démontrer. 
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Théorème 7.5.2. Si et p* sont respectivement les estimations non 
biaisée et améliorée, leurs variances D [] et D [p*] sont liées par 
la relation 


Die] =M(p—9")+D1[p*], (7.5.5) 


d'où il découle que D[q*| D]. 
Démonstration. 


DIqgI=M(p—Mg) =MI(p—*)+(p* —Mzg) = 
=M(p—"}*+D1[p*]+2M(p—œp"*)(p*—Mz), 
M (p—"*) (g®—Ms)= 2 (Pa, à — ph) (pà — Meg) pn, à (D) = 
. 
— 2 (pi — Meg) pr (h, D) 2 (Qn, à — P}) Qn, à =0, 
étant donné que 
kh Rh 
DE (nr — Ph) Ga, k = >» Ph, Ah, k — Ph = 0. 
R=1i Rk=1 


Ainsi, l'estimation q* est plus exacte dans ce sens que sa variance ne 
peut être qu'inférieure ou égale à la variance de l'estimation non 
biaisée. S'il existe une estimation unique, qui est une fonction de la 
statistique exhaustive, elle possède la variance minimale dans la 
classe des estimations non biaisées. 

Le théorème 7.5.2 attire notre attention envers les statistiques 
exhaustives, qui apparaissent lors de la réalisation du contrôle des 
lots. Le théorème suivant donne une réponse claire à la question de la 
structure des statistiques exhaustives. 


Théorème 7.5.3. Soit n* le numéro de l'article vérifié le dernier, et 
d* le nombre global d'articles défectueux décelés lors du contrôle; 
le vecteur aléatoire (n*, d*) est alors une statistique exhaustive. 


Démonstration. Nous nous bornerons au cas de la règle non ran- 
dumisée d’arrêt du contrôle, autrement dit, nous supposerons que la 
probabilité conditionnelle de l'arrêt du contrôle d'après les résultats du 
contrôle de tous les articles précédents est égale soit à zéro, soit à l'unité. 
Sous forme analytique de l'écriture cela signifie que P {n* — 
— k |e, ..., e,} = 0 ou 1. Nous supposerons également que l'ins- 
tant de l’arrêt ne dépend pas du futur, autrement dit, que si 
P{n* = k|e, ..., ex) — 1, alors pour tous les e;:,, ... 
ee NÉ=R (8, . . ., Ep, En+1, --.)—4 avec une probabilité égale 
à l'unité. L'espace des résultats de l'expérience est l'ensemble des 
suites &, . .., Er, Où P {n* = k | e,, ..., e,} = 1. La probabilité 
de l'apparition d'une suite &, ..., En+ est égale à 

D-de 
N-n®# 


P (es, .…), Ene) = CD , (7.0.6) 


29—0217 
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autrement dit, est égale au rapport du nombre de tous les prolonge- 
ments possibles de cette suite jusqu’à la vérification complète de 
tous les N articles au nombre de toutes les permutations possibles 
de D articles dans W numéros correspondant à l’ordre du contrôle. 
Comparant (7.5.6) et (7.5.1) nous trouvons que P (e;, . .., Ene) — 
— p(n*, d*, D)q(ei, . .., En+), où 

Chzns f (n*, d*) 


CP (7.5.7) 


P (n*, d*, D) — 


f(n*, d*) est le nombre de suites de longueur égale à n* et 


et 

n 

Se = d*. La valeur q(e:, ..., Ens) est choisie de la condition 
11 


q (E1, ...) Ene) = f (n*, d*). 


Nous trouvons ainsi du critère de factorisation que (n*, d*) est une 
statistique exhaustive. 

11 découle du théorème démontré que foute l'information relative 
au déroulement du contrôle est contenue dans le couple suivant de nom- 
bres: Le nombre n* d'articles vérifiés et le nombre d* d'articles défec- 
tueux décelés. Ces deux caractéristiques doivent être enregistrées 
dans un cahier ou, ce qui est plus commode pour un traitement ulté- 
rieur, sur des cartes perforées. Ainsi, l'espace des résultats de l’ex- 
périence se rétrécit jusqu'à À = {x}, où x = (n*, d*). 

Exemples. Lors de l’utilisation des plans du type d'échantillon- 
nage simple (nr, chzsonaicin* = n, d* — d(n). La première com- 
posante n* — n n'apporte aucune information, puisqu'avant même 
de réaliser le contrôle on sait que n* = n. Ici f(n*, d*) = Ci. 
La statistique exhaustive est ainsi le nombre d* d'articles défectueux 
décelés. Lors de l’utilisation du plan du type d'échantillonnage 
double (ni, C1, n2, C2h1313 la statistique exhaustive est d* — d(n;) 
si soit c2 << d (n1), soit d (41) < C1, où d (r:) est le nombre d'’arti- 
cles défectueux décelés dans le premier échantillon; si, par 
contre, C1 << d(r;y) Lc>, la statistique exhaustive est le couple 
(ni + no, d(n; + n2)). Lors de l’utilisation du plan (ni, ci, ñn2, C2)2328 
la statistique exhaustive est de la forme n* — N, d* — D si soit 
d (ri) > 02, soit © << d'(rs) ce, mais d (rm + Ro) > cr; n* = ni, 
d* — d(n,) si dim)<a; n*=nm+ne, d* = dm +n) si 
C d (71) < Co mais d (ra: un No) < Co. 

Exemples d'élaboration des estimations non biaisées. Considé- 
rons maintenant les méthodes d'élaboration des estimations non 
biaisées pour diverses caractéristiques dans le cas de l'utilisation de 
divers plans du type d’échantillon simple. Nous utilisons alors cer- 
tains résultats des travaux de A. Kolmogorov [1], [16], de S. Siraj- 
dinov et M. Eidelnant [2], [17] et aussi [7]. Nous nous bornerons de 
même qu’au paragraphe 7.2 à la considération des plans pour les- 
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quels d’après les résultats du contrôle on adopte l’une des trois 
décisions : 

D, — rejeter sans contrôle ultérieur la partie restante de la produc- 
tion non vérifiée, 

D; — effectuer le contrôle à 100 %, 

D; — accepter la partie restante du lot sans contrôle ultérieur. 

Conformément à ces décisions éventuelles on partage la taille 
globale du lot W et le nombre d'articles défectueux D en trois parties : 


N=N'+N"+N*, D=D"+D"+D", (7.5.8) 


où V’ est le nombre d'articles rejetés sans contrôle parmi lesquels 
on compte D’ articles défectueux, NW” le nombre d’articles vérifiés, 
D” le nombre d'articles défectueux décelés au cours de ce contrôle, 
N°" le nombre d'articles acceptés sans contrôle et DU” le nombre 
d'articles défectueux acceptés. Dans le cas des plans du type d'échan- 
tillonnage simple on connaît les nombres N’, N”, N”, D” eton ne 
connaît pas D, D”, D”. Le but du présent paragraphe est d'établir 
la formule des estimations non biaisées pour D, D’, D”. Il est par- 
fois intéressant d'obtenir des estimations non biaisées pour des carac- 
téristiques plus complexes, par exemple, pour les probabilités 
a priori. Nous renvoyons le lecteur s’intéressant à la question au 
travail de M. Eidelnant et I. Inamov [17]. Il est utile de noter que 
lorsque l’on tient compte des résultats du contrôle intégral en adop- 
tant la décision D», on doit être sûr que le contrôle du lot a été con- 
duit conformément aux mêmes règles que le contrôle de l’échan- 
tillon. Pour s’en convaincre il est utile de comparer les estimations. 
réalisées en tenant compte et en ne tenant pas compte des résultats 
du contrôle. 

Pour simplifier l'écriture nous utiliserons les notations suivantes : 

C n 
n= à Bb, ND = ÿ BXp, 
= € 


ji L (7.5.9) 
MYp= D dBin,  MSp= 2: dBXp, 
d=0 d=c 
où BK2 s'obtient d’après les formules (7.2.8) et (7.2.9). 
Nous commencerons notre exposé par la considération du plan du 


type (7, c)23. La statistique exhaustive est alors, comme cela découle 
du théorème 7.5.3, de la forme 


: { n, d<c, , d, d<c, 
Te N, d>c, - |D, d>c. 
Quand on utilise des plans de ce genre il existe une estimation non 
biaisée p (d*) pour toute fonction f (D). Conformément à (7.5.2), 
l'équation pour l'estimation non biaisée est de la forme 
> p(d)BNe+p(D)ñ5t=f(D), D=—0,1,...,N. (7.5.0) 
à 29 + 
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Portant dans (7.5.10) les valeurs D = 0, 1, ..., c et tenant comp- 
te du fait que 115 = 1, quand D = 0, 1, ..., c nous obtenons 
c + 1 équations pour trouver œ (0), . .., p (c). Les équations sont 
de la forme 


2 p(d)Bik=f(#), k=0,1,...,c. (7.5.11) 


Utilisant ces valeurs de (d) nous obtenons de (7.5.10) la valeur 
de q(D): “ 


[(D)— Ÿ (à) B%5)] 


p(D) = —< ——. (7.5.12) 
pt 


Ainsi, l'estimation non biaisée existe et est donnée par les formules 
(7.5.11) et (7.5.12). 

Obtenons en qualité de second exemple les estimations non biai- 
sées correspondant à l'utilisation des plans du type (7, ch; Ici 
N'" = n, D" = d, D’ et D” sont des variables aléatoires. Il est 
intéressant d'obtenir les estimations non biaisées de D” et D”. 
En effet, l'estimation non biaisée de D” permettrait d'estimer le 
nombre d'articles défectueux acceptés et l'estimation de D”, le nom- 
bre d'articles conformes rejetés égal à NW’ — D’. Comme D" = D — 


— d, pour d£cet D” = 0,sid >c, on a alors MD” — bTE 


— d) BYp. Conformément à (7.5.3) l'équation Mg” — “MD” de 
l'estimation non biaisée œ” est de la forme 


ei 


p”(d) BND = à (D — d) BY». (7.5.13) 


d 


Or, cette équation est contradictoire, puisqu'il n'existe pas de fonc- 
tion œ (d) vérifiant (7.5.13). Cela découle du fait que B*5 est un 
polynôme du n-ième degré par rapport à D (cf. (7.2.8)). En effet, au 
second membre de (7.5.13) se trouve un polynôme du nr + 1-ième 
degré, alors que le premier membre est un polynôme du #7-ième degré 
en D. 

On peut obtenir une estimation non biaisée pour D” dans le 
cas limite, où le nombre d d'articles défectueux décelés suit une dis- 
tribution poissonienne. Pour que cela ait lieu, il fallait, d’après les 
conditions formulées au $ 7.2, que d&&n<N,d< D & N. Dans 


ces hypothèses on peut estimer que BND — pa (À) = es e”}, où 


Ài=n (+) . Utilisant la relation évidente À pa (À) — 
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— (d + 1) pa+1 (À), nous pouvons écrire (7.5.13) sous la forme 


D p"(d) paA)=D D'pa()= TX D'p(h)= 
d=0 R=0 k=0 

c+i 

d=1 


Nous avons utilisé pour cela la condition que s < 1 et omis les 


termes de la forme Es en les posant égaux à zéro. Considérant (7.5.14) 


comme une identité en À, nous trouvons, en égalant les coefficients 
de pa (À) situés au premier et au second membres de (7.5.14), que 
l'estimation non biaisée de ” (d) est de la forme 


0, d>c+1, 
P a={ D d<c+i. (7.5.15) 


On peut aisément se convaincre, en utilisant des raisonnements 
analogues, que l'estimation non biaisée œ(d) de D est de la forme 


 (d)— . d. (7.5.16) 


Pour obtenir les limites de confiance lors de l'estimation de l’effi- 
cacité du contrôle d’après les résultats du contrôle d’un grand nombre 
de lots, il nous sera utile d'avoir les estimations non biaisées des 
variances de ces estimations non biaisées @ (d) et æ” (d). Nous avons 
pour les variances de l'estimation du nombre d'articles défectueux 
présentés 


(han (2) (27 


Comme l'estimation non biaisée de À est égale à d, l'estimation 
non biaisée p;(d) pour la variance D{] est de la forme 


p(a=(T)" 4. (7.5.17) 


Comme œ” (d)est une estimation non biaisée pour la variable aléa- 
toire D”, il est ici intéressant d'obtenir l'estimation non biaisée 


D{p]= Mo (d) — (Mo (d)}° = s (5) pa (à) — ( ie \— 
d=—0 
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de la variance D" — ®œ” (d). Remarquons au préalable que 
N \2 
| (+) a—aÿ, dec, 
” m\9 7 N 2 x 


0, d>c<+i. 
Prenant (7.5.18) en considération, nous trouvons que 


MD" ge (2) LS (Ad pa) + (e+ 1 pou ()} — 
d—=0 


c+1 2 e 


—. 


“ps > (d + 1) pa (À) — 2À > dpa @+12 Ce mn 


N \2 
=(—) [5 dpa (A) + (6 + 1) (c++ 2) pere )} + (7.519) 
d=1 
L'équation (7.5.3) est dans notre cas de la forme 


2 P2 (d) pa (À) = M (DT — pÿ. (7.5.20) 


Portant l'expression explicite (7.5.19) dans le second membre 
(7.5.20) et égalant ensuile les coefficients des fonctions identiques 
Pa(À), nous trouvons que 


("2 d£c+1, 


P2 (d) — (+) e+1) (c + 2), d=c+2, (7.5.21) 
0, d>c+2, 


est une estimation non biaisée de la variance D [(D” — ®” (d)|]. 

Estimation de l'efficacité du contrôle d’échantillonnage. Uti- 
lisons les estimations non biaisées obtenues pour élucider l'efficacité 
du contrôle d'acceptation. Supposons que l’on présente au contrôle 
des lots de taille N;, i — 1, ..., m; m ÿ 1. Pour contrôler le 
i-ième lot on a utilisé le plan (n;, Cih13, et le nombre d'articles défec- 
tueux décelés s'est avéré égal à d;. Désignons par D; le nombre 
inconnu d'articles défectueux contenus dans le i-ième lot et par 
Di" le nombre d’articles défectueux dans la partie acceptée du lot. 
Les estimations non biaisées du nombre global d'articles défectueux 
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m 
présentés, égal à > D;,et du nombre global d'articles défectueux 
| EE | 


ver 


m 
acceptés, égal à > Di”, sont respectivement, en vertu de (7.5.15) 
et (7.5.16), 


CES 


2 pi) et 2 g"(d). (7.5.22) 


m 
Comme © œ (d;) possède pour de grandes valeurs de m une distri- 
4=1 


m 
bution proche de la distribution normale de moyenne Ÿ» D, et de va- 
{1 


m 
. N:\2 , D des 
riance > (52) À;, où À; = (5) n;, alors avec une probabilité 
i—1 


proche de 1 — œ on a 


2 9 (2)—u VS (uyu<s Di < 


<> P(d)+ue Sex )'M, (7.5.23) 


i—=1 


où u, est le quantile d'ordre 1 — = de la distribution normale 
2 
00 t2 
1 Rx Ni 
(==) IL * d=. Les valeurs exactes des variances (+ 1) À; nous 
V/2x 
Ua 


9 
C2] 


sont inconnues, alors, en les remplaçant par leurs estimations (7.5.17), 
nous obtenons que pour de grandes valeurs de m avec une probabilité 
proche de 1 —æœona 


29 (d)—ua 2 Pi(d) < 2 Di< 
< 2 P(a)+ue V à Pi(di). (7.5.24) 


On peut utiliser des raisonnements analogues pour l'estimation 
du nombre global d'articles défectueux. Ici la variance de l'écart de 
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> A à (d;) de la valeur D Df est égale à la somme des termes de la 


‘9, 


forte (7.5.19). Hemplacati les variances D [p” (d;) — Di] par 
les estimations p2 (d;) trouvées d’après la formule (7.5.21), nous obte- 
nons qu'avec une probabilité proche de 1 — & on a 


3 


29" (0 —ue 2 P2(d) < Dre 


—1 


< ZE (d)+ua V D). (7.5.25) 
2 Lu 


Es 


1= 


On peut juger de l'efficacité du contrôle en comparant le taux 
Gent d'articles défectueux dans la production présentée au contrôle 
avec le taux so d'articles défectueux dans la production acceptée. 
Conformément aux estimations (7.5.22) nous avons 


DD Ze Dr D "tn 
Gent — = a = — ’ sor — = Sd = e (7.5.26) 
2 di À dé » MT À "T 


On peut représenter graphiquement le déroulement du contrôle. 
L’allure approximative du graphique est montrée sur la figure 7.5.1. 
On porte sur l’axe des ordonnées le numéro des lots. Sur le demi-axe 


m 
positif des abscisses on porte les valeurs des estimations 2 p (di), 


et plus bas à p” (d;). Les domaines hachurés sont construits en 


utilisant les fornules (7.5.24), (7.5.25) pour les valeurs & = 0,1. 
Le long du demi-axe négatif des ordonnées on a indiqué en pointillé 
les valeurs du nombre global d'articles présentés au contrôle égal 


m 
à à N,,et par des points, les valeurs du nombre d'articles acceptés 


égal à DE ; ’. Pour représenter graphiquement l'efficacité du con- 
Pr 

trôle on Four également utiliser la méthode de la moyenne mouvante. 

Cette méthode permet d’après l'obtention des résultats du contrôle 

du k-ième lot de tenir compte des résultats du contrôle uniquement 

d’après les M lots précédents ; le nombre M est chaque fois identique. 

On calcule alors, en vertu des formules (7.5.26), après le contrôle du 
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m-ième lot les estimations 
mm 


7 


p (di) 
qu = . 
> M 
i=m- M 
. (7.5.27) 
D 9?” 
QE = : 
> NM 
=m - M 


Les graphiques de ces estimations sont montrés sur la figure 7.5.2. 
Les limites supérieures et inférieures des bandes hachurées sont 


EDP RE 


Al le 
fi 
4 
24 AA 2 L 16 18 20 22 24 262832 54 36 38 4042 44 46 48 50 5254 5653 6062 N° des Lots 
s ON 
\ Le 
\ es. 
\ .. 
N .. 
s ... 
Ve . .e 
» .… 
s DL TS 
D .… 
SN °.e 
Le … 
SR EN” 

2 È N; 
EM"TEN, de 
Fig. 7.5.1 


obtenues en utilisant dans (7.5.27) les premiers et les seconds membres 
des inégalités (7.5.24) et (7.5.25) pour «=0, 1. La valeur de M ne doit 
pas être très grande, car pour les grandes valeurs de # les conclusions 
d’une diminution de l'efficacité du contrôle deviennent moins opé- 
rationnelles. D'autre part, les valeurs de #{ ne doivent pas être trop 
petites, car dans ce cas les estimations seront grossières. Tout dépend 
fortement des valeurs concrètes de N;,, r;, D;, di, dont il est très 
difficile de tenir compte analytiquement. Nous recommandons à cette 
fin la méthode de simulation statistique (méthode de Monte-Carlo). 
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Estimations non biaisées pour les plans du type (x, c, c’). Nous 
avons considéré plus haut les estimations non biaisées pour l'appro- 
ximation poissonienne. Introduisons maintenant les formules pour 
les estimations non biaisées dans le cas général de l’utilisation des 
plans du type d'échantillonnage simple. Les résultats que nous allons 

NN 
Gent À Tsor 


Ps. 


RE. 


-Mm 


Fig. 7.5.2 


exposer ont été obtenus par S. Sirajdinov et M. Eidelnant [2]. Sup- 
posons que l’on utilise un plan du type d’échantillonnage simple avec 
un nombre d'acceptation c et un nombre de rejet c > c; nous le 
désignerons succinctement par (n, c, c’). L'application de ce plan 
signifie que l’on prélève au hasard r articles du lot ; si le nombre d — 
— d (n) d'articles défectueux décelés est tel que dc, alors on 
adopte la partie restante du lot sans contrôle ultérieur (décision D:), 
sic<d<c’, alors on adopte la décision D>:, et enfin, si d>c”, 
alors on adopte la décision D. Les plans de ce genre peuvent trouver 
une application quand le coût du contrôle est relativement élevé. 
On peut les considérer comme une généralisation des plans du type 
(nr, c)1y considérés au $ 7.2. En effet, (n, chi = (n, k, k') si k — —1, 
k' = 0c; (n, cha = (n, k, k) si k=c, k'=c+1; (n, ces = 
= (n, k, k')sik — c, k’ — n + 1. On a rapporté dans la table 7.5.1 
les données relatives aux valeurs de NW”, N”, N°”, D’, D”, Dr. 
Comme il découle du théorème 7.5.3 la statistique exhaustive 
est le nombre décelé d'articles défectueux D”. Notre problème con- 
siste à établir des formules pour les estimations non biaisées q’ (D”) 
et p” (D”) des variables aléatoires D’ et D”. On peut obtenir une 
estimation non biaisée o (D”) pour D à partir de la relation 


®(D") = (2)+D"+9"(27. (7.5.28) 


Les estimations non biaisées pour D, D’, D”, vérifiant l'égalité 
(7.5.28), sont dites concertées. Comme il n’est pas difficile d'établir 
la formule pour les estimations non biaisées, nous ne le ferons que 
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pour ” (D”). Ici D’ est une variable aléatoire dont l'espérance mathé- 
matique est 


MD'=— Ÿ (D—d)BXp. 
d=c" 


Table 7.5.1 
Nombre d'articles qui, d'après les résultats du contrôle, 


sont rejetés sans contrôle 
ultérieur 


sont acceptés sans 
contrôle 


sont contrôlés à 100% 


N'=— O, d<c° N°"— n, d<cou d>c 
N—n, d>c N,c<d<c'’ 


D'— 0, d< c° D” — d,d<£coud>c 
7 1D—-d, d>c 7 1\2D,c<d<c’ 


C'est pourquoi l'équation (7.5.3) est de la forme 
À p’ (D") BY = 2 (D — à) Bip. (7.5.29) 


Tenant compte de la valeur de D” (d'après la table 7.5.1), nous 
pouvons écrire l'équation (7.5.29) sous la forme 


D œ'(d)Bip+ > q'{D)Bi5+ > p(d) Bin 
d=0 c<d<c! d=c" 
= X,(D—d) Bip. (7.5.30) 


œ’ (d) doit vérifier cette équation pour D = 0, 1, ..., N. Comme 
il découle de la formule (7.2.8), le second membre est un polynôme 
du (nr + 1}-ième degré en D. Le premier membre est aussi un poly- 
nôme du (7 + 1})-ième degré si l’on estime que q (D) = aD + b. 
Nous pouvons ainsi résoudre cette équation en égalant les coeffi- 
cients des puissances identiques de D. Il est encore plus simple d'ob- 


tenir la solution en posant successivement D = 0, 1, ..., N. 
Si D=0,...,c, alors BYp = 0, d > c, c'est pourquoi nous obte- 


nons de (7.5.30) que œ° (d) = 0, d£c. Posant ensuite D = N 
nous trouvons que @” (n) = ( —) n; quand D = N — 1 nous avons 


pu—1)=(— 


n 


) G@æ — 1), etc., quand D=N—2,..., N— 
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—n—c +1, p (d) = — d, si seulement d>c’. Portant les 
résultats obtenus dans (7.5.30) nous trouvons 
’ N— ce’ Le Le 
g'(D) D BE + MX = DT — MX. 
c<d<c’ 
Nous obtenons de cette équation que 


DRE — MES 
p” (D) = nine 


ND 


Nous trouvons exactement de la même façon l'estimation non biaisée 
p” (D), puis, en utilisant la formule (7.5.28), l'estimation non 
biaisée œ(D"). Les formules obtenues sont présentées dans la 
table 7.5.2. 


Table 7.5.2 


Q’°° (D”) 


N=—n , 
n 


, N , N c'—1 nc 
one (n) Mono (9) Mio] (x) MD ME 
—_————_—_—_———— | ———.————…——…—…—!|!|\h ni (d 

nC'—1 _ 1 n° —1 ND ND 


ne 
ND ND —INnp 


d 


N—n , | N 
n n 


Règle de contrôle du (n + 1)-ième article. Il n’est pas commode 


d'utiliser les estimations obtenues, car le calcul les fonctions II%°, 
MX» présente des difficultés notables. On peut toutefois utiliser 
la règle de contrôle du (nr + 1})-ième article, proposée dans le travail 
de S. Sirajdinov et M. Eidelnant [2], pour obtenir des formules très 
simples pour les estimations non biaisées. La règle de contrôle du 
(nr + 1)-ième article lors de l’utilisation d’un plan du type (7, c, c‘) 
consiste en ce qui suit. D’après les résultats du contrôle de » articles 
on adopte une décision conformément au plan (7, c, c’). Toutefois, 
s’il s'avère que dc ou d > c”, on effectue le contrôle du (n + 1)-ième 
article. Les résultats du contrôle du (nr + 1}-ième article n'’influent 
pas sur la décision déjà prise, mais ils sont utilisés pour construire 
les estimations non biaisées. Soit d’ le nombre global d'articles 
défectueux, compte tenu des résultats du contrôle du (7 + 1)-ième 
article. Nous avons ainsi d’=d<+e,;, où E,+, = 1 si le 
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(n + 1)-ième article est défectueux et e,+, = 0 s'il est conforme. 
Lors de l’utilisation de la règle du (7 + 1)-ième article on a 


0 d«<c, : Fi d£c ou d>c’, 
 |N—nr—1, d>c’, | Y, c<d<c, 
x N—n—1, d<c, 
di -{ 0, d>c. 


Conformément au théorème 7.5.3, la statistique exhaustive est 
de la forme (D”, N°”), où 


D" d', sic’<d ou d<c, 
= D, si c<d<c. 
Remarquons que D” = d’ = c + 1 si et seulement si d (n) : — €, 
En+1 = 1; respectivement D” = d’ = c’ si et seulement si d(n) — 


= €’, En+1 = 0. Lors de l'établissement des formules pour les esti- 
mations non biaisées il est bon d'utiliser les identités 


(3 c+1 
D (D-Bb=— D d'Eibr*, 
ei Mén (7.5.31) 
S (D — d) BXp = + D d'Bib'°. 
d=c’ d'=c’+1 


Les identités (7.5.31) sont une conséquence simple de l’identité 
aisément vérifiable 


(D — d) BY = eut 


(d+1)B%5 "T1. (7.5.32) 


Les nombres D’, D”, D" lors pis RTE de la règle de contrôle 
du (7 + 1)-ième article se distinguent des valeurs de la table (7.5.2). 
Admettant que les résultats du contrôle du (7 + 1)-ième article ne 
sont pas pris en considération (en particulier, si 8,+1 — 1, cet arti- 
cle défectueux entre de toute manière dans la production acceptée), 
on peut trouver les estimations non biaisées q’ et ”. Remarquons 
toutefois que le nombre réel D” d'articles acceptés ou D” d'articles 
défectueux rejetés sera exprimé par la relation 


D°=max(0, D°—eh,1), ©—", ”. (7,5.33) 


Si l'estimation non biaisée de D° est trouvée et est égale à p”, 
alors on peut, en vertu de (7.5.33), utiliser ‘en qualité d'estima- 
tion de D° 


q° — Max [O, D —Ens1], O — e Pa (7.5.34) 
Une telle estimation sera en général biaisée *, mais le biais par rap- 


x p° reste non biaisée sous la condition D > n. 
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port à MD® est faible. Nous nous bornerons à établir la formule pour 
p”. L'équation Mg” — MD" est de la forme 


D D P“(d+En+1) BNDBN-n, D-a + 
. en+1 


+9" (D) 2, Bi= : (D — d) Bb. (7.5.35} 
—n— — d 
Remarquant que Br. D-d — = 0-9, BY, p- a=Y— 


nd D— F—- +1, d+1 N—n—(D— d) _n+1—d 4, d 
BND = nr nt END + BND Gr = nji PN 

et er: compte de (7.5.31), nous pouvons écrire (7.5.35) sous. 
la forme 


,\ pa . 1 ( 
D p" (a) Bb + er (+1) Bb + 


d’<c 
m° d m,. n+41—0c n+4{,c 
HO) D Bb" CE RS + 
N c+1 
+ D 9") 7 D d'Bxb'". (1.5.36} 
d'>c"+1 d’=0 


Il existe de nombreuses solutions de l'équation (7.5.36). Il est. 
naturel de supposer que @” (D) = 0. Sous cette hypothèse on peut 
aisément obtenir la solution de (7.5.36) en égalant les coefficients de 


B%'* du premier et du second membre de (7.5.36). Le résultat 
définitif est donné par les formules 


N—n., ’ 
it 2 d'<c+i, 
P(d)=AÀ N_n  d'=d+1=ce+1,  (17-5-37} 


0, d'>c+ti. 


Nous obtenons de (7.5.34) et (7.5.37) 


N—n 


rte d'=d<c+1, 
: N—n 
G” (d') = or d—1, d'—d+1<c+1, (7.5.38) 
N—n—1, d'=d+1=c+#1, 
0, d'>c+i. 
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On peut trouver de même les expressions des estimations q’ et @’. 
Nous avons ici 


N —n , ’ , 
CN Kir a 


p (7.5.39) 
0, d'£c’, 
N—n ’ ’ , 
A+ d ’ d —=<d>c + 1, 
op (d = Fr d'—1, d'=d+1>c+i, (7.5.40) 
0, d'£c'. 


Estimations non biaïsées pour les plans (7, c);;. Partant des 
résultats obtenus, donnons les formules pour les estimations non 
biaisées D, D’, D" lors de l'utilisation des plans du type (nr, ch. 

Plan (7, ch; Comme (n, cho = (n, k, k°),k = —1,k"=c +1, 
nous trouvons de la table 7.5.2 que 


n, C N nc 
DUXD +" — (=) MND 
+ 0<6, 
(2°) = UND (7.5.41) 
TE à, d>c. 


Le problème du calcul de l'estimation q” (D”) ne se pose plus, car 
D"=0. En utilisant la règle du (nr + 1)-ième article nous trouvons. 


de (7.5.40) que l'estimation de D’ est de la forme 


0, d'£c+1, 
2 N—n ? , __ 
g'a)=4 pr  d'=d>c+2, (7.5.42) 
N—n CEE 


On peut également, sans avoir recours à la règle de contrôle du 
(n + 1)-ième article, utiliser une estimation non biaisée plus simple 


NÉ—D, d<c. 
p'(d, D)= y_, (7.5.43) 
d, d>c. 


Il est souligné dans [2] que cette estimation est moins précise que 
les estimations (7.5.41), (7.5.42). 

Plan (n, c):3. Pour les plans de ce type on a D” = O0, de sorte que 
seule l’obtention de l'estimation de D” présente un certain intérêt. 
Remarquant que (n, ch:3 = (n, k, k'), k=c, k = n +1, nous 
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obtenons des formules de la table 7.5.2 que 


Tr d, d<c, 
g"(D)=4 on, Tux, (7.5.44) 
met , d> C. 
ND 


En utilisant la règle de contrôle du (7+1)-ième article nous 
trouvons de (7.5.38) que l'estimation de D” est de la forme 


n +1 d’, d'=d<c+1, 


p”(d') = a deb d'=d+1<c+1,  (7.5.45) 
N—n—1, d'=d+1=c+1, 
0, d'>c+1. 
Il existe également une estimation moins précise 


Te d, d<c, 
p"(d, D)=4 » (7.5.46) 
—d—D, d>c. 


Plan (7, ch,3. Lors de l'utilisation des plans du type (nr, chis 
on n'effectue pas le contrôle à 100 ©. Cela réduit fortement l'infor- 
mation relative au taux d'articles défectueux dans les lots. On peut 
montrer que lors de l’utilisation des plans (7, c):3 il n'existe pas d’es- 
timations non biaisées de D” et D”. On peut toutefois utiliser ici 
avec succès la règle de contrôle du (7 + 1)-ième article. Nous rappor- 
tons plus bas les expressions pour les estimations de D’ et D” 
obtenues par une méthode analogue à celle employée pour établir les 
formules (7.5.38), (7.5.40). 


0, d'£c+i, 
Sd) à’, d'=d>c+2, (5.47) 
+ d'—1, d'=d+1>c+2. 
à’, d'=d<c+1, 
N—n 


p’(d')=) 5772 —1, d'=d+1<c+1, (7.5.48) 
N—n—1, d'=d+i1=c+1, 
0, d'>c<+1. 
Construction des estimations non biaisées pour les plans du type 


d’échantillonnage double. Considérons en conclusion de ce paragraphe 
certaines questions liées à la construction des estimations non biaisées 
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pour les cas d'utilisation des plans du type d’échantillonnage double. 
Dans la littérature technique américaine spécialisée dans les questions 
de fiabilité [18] on rencontre fréquemment des recommandations 
suivant lesquelles les estimations non biaisées pour D doivent être 
construites d'après le premier échantillon. De telles recommandations 
partent, semble-t-il, de la simplicité de la formule (7.5.16) d'après 
laquelle cette estimation est calculée. Toutefois, la statistique exhaus- 
tive ne coïncide pas avec le nombre d d'articles défectueux décelés 
dans le premier échantillon. Dans le cas, où le volume de la produc- 
tion contrôlée est faible, il est désirable, pour obtenir des estimations 
plus exactes, de tenir compte des résultats du contrôle du second 
échantillon. Malheureusement jusqu’aujourd'hui les questions de la 
construction des estimations non biaisées pour les cas d'utilisation 
des plans du type d’échantillonnage double n'ont pas encore été 
étudiées. On ne dispose pas non plus d’estimations pour le gain éven- 
tuel en précision lors d’une utilisation plus complète de l’informa- 
tion relative aux résultats du contrôle. Il semble que l’une des raisons 
de cette stagnation réside dans la complexité de l'établissement 
des formules correspondantes. Du point de vue des méthodes, on ne 
rencontre aucune difficulté de principe. On peut établir les formules 
correspondantes d’une manière entièrement analogue à celle que 
nous venons d'exposer. À titre d'exemple nous nous bornerons au cas 
d'utilisation du plan du type d’échantillonnage double (7,. ñn2, ci, 
C2h1313. La statistique exhaustive (N”, D”) est de la forme 


_ Ni. dj >c: où di<c1, 
ss { Rita Ci L'd KCo 

£ di di>c: où di<c1 
ss { ditde, Cdi <Ces 


où d; est le nombre d'articles défectueux décelés dans le i-ième échan- 
tillon. On peut écrire des relations analogues pour W”, N°”. D”, 
D”. Conformément à (7.5.2) et (7.5.3) les formules des estimations 
non biaisées seront de la forme 


Mo=D, Mo —MD", Mg"—MD".  (7.5.49) 


Si l’on recherche les estimations non biaisées dans la classe des fonc- 
tions dépendant uniquement de V” et D”, c'est-à-dire du nombre 
d'articles contrôlés et d'articles défectueux décelés, on a alors pour 


l'estimation non biaisée de ®, en explicitant la formule de gauche de 
(7.5.49), 
P (di, 1) BY5: + 
di<cs, di>ce 
D D p(dit-de, 2) BND BV, Da =D. (7.5.50) 
di—=ci+1 do—0 , 
30—217 
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Ici y (d, 1) correspond au cas, où l’on ne contrôle que le premier 
échantillon, et @ (d, 2) au cas, où l’on contrôle les deux échantillons. 
Cette relation doit être vérifiée pour tout D = 0, 1, ..., N. Le 
premier membre est un polynôme de degré (7, + n2) en D, et le second 
membre est égal à D, de sorte que l’on peut, en égalant les coeffi- 
cients des puissances identiques de D dans les premier et second 
membres de (7.5.3), former nr, + n2 + 1 équations pour trouver 
autant d’inconnues oœ (d, 1) et æ (d, 2). Le nombre des valeurs de 
 (d, 1)est n; — (c2 — c3) + 1 et celui de p (d, 2) est n2 + (co — ci). 
Notons que pour résoudre (7.4.50) il est plus simple d'utiliser le pro- 
cédé de choix des valeurs particulières de D. Posant tout d'abord 
D =0,...,c, puis D=N, N—1,..., N— (nm — c:>) + 1, 
nous trouvons toutes les valeurs de œ (d, 1): 


pd, 1)= T4, d=d<eou d=d>e.  (7.5.51) 


On peut trouver ensuite les valeurs de œ(d, 2), en posant dans 
(7.5.50) D = « + 1, + 2, ... Le système d'équations ainsi 
obtenu possède une matrice triangulaire des coefficients des inconnues 
o (d, 2), d=ci+1,..., n2+ (co —c1). Cela permet d’algorithmiser le 
processus de calcul en trouvant successivement les valeurs de y (d, 2). 

Si l’on procède de la même manière pour construire les estimations 
non biaisées o" (d, i)et ” (d, i), on peut écrire le premier membre 
de Me” = MD’, Mo” — MD” d'une manière analogue à (7.5.50) 
et dre le second membre remplacer D par 
MD'= À (D—d;X BND + 

di>c2 
ca na 
[D —(d;+-d:)] BND BN=n, Das (7-5.52) 
di=ci+1 do=c2- dati 
c1 


MD"= Ÿ (D—d,) Big+ 
di=0 


ce c2-d1! 
+ 2. 2. [D — (d; + d2)] BXD'BX Nm, D-d- (7.5.53) 


I1 découle de (7.2.8), (7.5.52) et (7.5.53) que MD” et MD” sont des 
polynômes du (nr; + n2 + 1)-ième degré en D, alors que Mo’ et 
M” sont des polynômes de degré ("47 + n2:) en D. Ainsi, la seconde et 
la troisième des équations (7.5.49) ne possèdent pas de solutions 
indépendantes de D et les vérifiant pour toutes valeurs D — 0, 1, 

.-., N. Cela nous conduit à la nécessité d'élever d’une unité le 
degré des polynômes exprimant Mo’ et Mo”. On peut y parvenir de 
différentes façons. L’un des procédés les plus économiques est la 
règle de vérification du (7; + n2 + 1)-ième article. Appliquée au 
plan (7m, No, C1, Cohi1s13, cette règle signifie que l’on adopte une 
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décision comme si les essais étaient conduits d’après le plan (ri, >, 
Ci Cohysuse Toutefois, quand 4 << dc, après avoir contrôlé 
le second échantillon et adopté la décision adéquate, on vérifie encore 
un article, le (n; + n° + 1)-ième. Soulignons que le résultat du 
contrôle du (nr, + ñn2 + 1)-ième article n’influe pas sur la décision 
déjà adoptée. 

Nous écrirons e = Osile (nr, + n2 + 1)-ième article est conforme, 
et e — 1 s’il est défectueux. Il découle du théorème 7.5.3 que la 
statistique exhaustive est (di, n;) si c2 << di où di < c, et (d, + 
dite, ritne +1) si cd Lc2 Comme les valeurs de », et n2 
nous sont connues avant le contrôle, l'expression équivalente sera 
le couple (d + de + &, 2) si << d: < C2, et le couple (di, 1) dans 
le cas contraire. Les valeurs D’ et D” correspondant au cas d'’utili- 
sation de la règle de contrôle du (74 + 72 + 1)-ième article sont 
rapportées dans la table 7.5.3. 


Table 7.5.3 
D'’° 
D— d; 


0 


_ 


D—(d1 + de) 


D— (di + d:) | 0 


D—d, 0 


Conformément aux valeurs de la table 7.5.3 les seconds 
membres des équations Mo” — MD’ et Mo” = MD” sont de la 
forme 

n1 
MD'= >, (D—d;)BXp + 
di co+ 1 
Co no 
a Dunes Pit de) BND'BN =, D-&1B (e), (7.5.54) 
c1 
MD” = > (D— d,) Bx5' + 
Ce C2-d1 


D (D—(di+d)] BND BN au, D-a  (7.5.55) 


di=ci+1 d2=0 
30° 
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Les premiers membres des équations M’ — MD’ et M” MD” 
s’écrivent conformément à la regle du contrôle du (n, + n,+ 1)-ième 
article sous la forme 


Mo D œqu(d,1) BND + 
di=c1., di>ce 
C2 nn 


+ D À 2 (+de, 2) BND BR ui, D-uB(e), (7.5.56) 


i ee 
di=ca+1 do=0 e—0, 


où B(Ee) = BŸ-(nitne). D-(ditds) et © signifie ” ou ” suivant l'es- 
timation non biaisée que l’on recherche. Maintenant le premier et 
le second membres des équations obtenues en égalant (7.5.54) et 
(7.5.55) à (7.5.56) sont des polynômes de degré n; + n2 + 1. On peut 
résoudre ces équations par rapport aux inconnues exactement de la 
même manière que dans le cas d'utilisation d’un échantillonnage 
simple. Nous recommandons, de même que lors de la résolution de 
(7.5.50), de trouver d'abord les valeurs ® (d, 1). 

Il apparaît des exemples rapportés que les difficultés que l’on 
rencontre pour obtenir diverses estimations dans les cas des plans du 
type d’échantillonnage double sont des difficultés de calcul. On peut 
élaborer des programmes pour calculer des estimations non biaisées 
sur les ordinateurs. Il convient d’avoir en vue que dès la prochaine 
décennie les ordinateurs commanderont la production dans de nom- 
breuses grosses entreprises. Un exemple particulier d’une telle 
ingérence des ordinateurs dans la gestion de la production est fourni 
par le calcul de l'efficacité du contrôle d'acceptation. Après avoir 
une fois pour toutes élaboré un programme de traitement des résul- 
tats du contrôle des lots, nous pouvons obtenir les renseignements 
sur le déroulement du contrôle en modifiant le programme d’une 
manière adéquate et opérationnelle en fonction des variations de la 
qualité et des modifications des exigences du client. 


$ 7.6. Introduction aux problèmes de contrôle courant 


Notions générales. Tous les paragraphes précédents de ce chapitre 
étaient consacrés aux questions du contrôle d'acceptation dans l'hy- 
pothèse d’une division alternative des articles en conformes et dé- 
fectueux. Cela ne signifie pas, bien entendu, que le contrôle d’accep- 
tation joue un rôle primordial dans les méthodes statistiques de con- 
trôle de la qualité, mais s'explique par les connaissances plus appro- 
fondies des auteurs dans le domaine du contrôle d'acceptation. 
A l'heure actuelle ont paru plusieurs ouvrages consacrés au contrôle 
courant dans lesquels on donne un exposé détaillé des questions du 
problème (cf. [3], [20]. Les questions du contrôle courant sont 
considérées très en détail, avec de nombreux exemples numériques. 
dans les 17 chapitres du livre de Cowden [6]. Dans la présente édition 
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nous ne consacrons qu’un paragraphe à ces questions mais nous Îles 
considérons sur un plan plus général que dans le livre de Cowden. 

À la différence du contrôle d'acceptation, où l’on détermine la 
qualité des lots déjà fabriqués en vue d'utilisation, le contrôle cou- 
rant doit assurer le déroulement normal du processus technologique. 
On doit ainsi considérer le controle courant comme un système de rè- 
gles assurant la détection rapide des écarts inadmissibles de la qualité 
de la production fabriquée. Le contrôle courant est effectué aux pos- 
tes de contrôle (P.C.) soit à l’aide de dispositifs automatiques. soit 
au moyen de mesures directes. On organise ainsi plusieurs P.C. de 
ce genre. Ils sont placés a près les opérations les plus importantes, dont 
les résultats jouent un rôle essentiel pour assurer la qualité. Comme 
on doit déceler à temps les écarts éventuels du déroulement normal 
du processus, il est désirable d'utiliser toute l'information recueillie. 
Cela fait que le contrôle suivant un indice quantitatif joue un rôle 
déterminant dans les méthodes du contrôle courant. Les tailles des 
échantillons sont ici en général notablement moindres que lors de la 
réalisation du contrôle d'acceptation. Nous donnerons plus bas d’au- 
tres raisons en faveur de la rationalité d'utilisation des résultats quan- 
titatifs. Une phase importante de l'élaboration des règles du contrôle 
courant est le choix des paramètres à mesurer. Le nombre des para- 
mètres à mesurer est limité par des considérations économiques. 
11 faut également prendre en considération la dépendance statistique 
éventuelle des paramètres à mesurer entre eux, ce qui peut conduire 
à une réduction du volume nécessaire des mesures. On a montré sur 
la figure 7.6.1 les résultats des mesures de 118 éprouvettes d'acier 
recuit. On a porté sur l’axe des x les valeurs de la dureté exprimée 
en kg/cm°, et sur l’axe des y la résistance à la rupture. Cette figure 
est prise du livre de Cowden. Les mesures de dureté sont plus simples 
et ne détruisent pas les articles. Etant donné la corrélation élevée, 
on peut réduire le volume des essais à la rupture en les remplaçant 
par des essais de dureté. La détection de telles corrélations présente 
une grande valeur quand la mesure de l’un des paramètres a un coût 
beaucoup plus élevé que la mesure d'un autre paramètre corrélé au 
premier. 

Si l’on a déjà décidé quels sont les paramètres à vérifier, le contr5- 
le courant est conduit le plus souvent d’après le schéma suivant. 
On choisit parmi les W articles fabriqués x (généralement 4 à 21) 
articles. Soit Zzx1, . . ., ærn les valeurs numériques du paramètre à 
mesurer dans le k-ième échantillon. A l’appui de ces résultats on cal- 


cule la moyenne zxy = (zui+ ... +z,,)/n et la dispersion R, — 
— Thi0 — Thor où Thio — MAX This Thjo — min ATE On porte les va- 
î i 


leurs de x, et R, surlescartes correspondantes de contrôle des moyennes 
et des dispersions. On a représenté sur la figure 7.6.2, prise également 
du livre de Cowden, les résultats des mesures de résistance à la ruptu- 
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re de 35 échantillons de tissus de coton. Les lignes en pointillé LCS 


et LCI correspondent aux limites supérieure et inférieure de contrôle. 
La sortie d'une seule des valeurs de x, et R, des limites de contrôle 


QC 


Résistance à La ruptu 


UT: 150 160 170 160 190 200 2170 220 & 
Durete x 
Fig. 7.6.1 


est un signal pour vérifier si le déroulement du processus technologi- 
que est normal. On observe nettement la tendance de la diminution 
des valeurs moyennes dans les échantillons numérotés de 30 à 35. 


80 


S0 
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Fig. 7.6.2 


L'étude a montré que la cause de la diminution de la résistance à la 
rupture est l’altération de la qualité du mélange initial. Pour d’au- 
tres méthodes d'utilisation des cartes de contrôle s’adresser à [21]. 

Nécessité de l’étude des déréglages du processus normal de produc- 
tion. L'étude des propriétés statistiques des paramètres peut exercer 
une influence notable sur le choix des méthodes d'organisation du 
contrôle courant. Elle peut s'avérer utile également même si l’on 
a déjà choisi une méthode semblable à celle que nous venons de 
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décrire de deux cartes de contrôle. Il faut alors accorder une attention 
particulière au dégagement des formes caractéristiques des variations 
indésirables des propriétés statistiques des paramètres, c'est-à-dire 
des déréglages. En général, lors du déroulement normal du proces- 
sus de production les résultats des mesures des paramètres d’un grand 


a | U R, ohms 
Fig. 7.6.3 


nombre d'articles possèdent des histogrammes d’aspect analogue 
à celui que nous voyons sur la figure 7.6.3. On a construit sur cette 
figure l’histogramme des valeurs des résistances en ohms. On y 
remarque un groupe important d'éléments possédant des valeurs 
situées dans les limites de l'intervalle (a, b). Ce groupe d'éléments 
est caractérisé par une dispersion des valeurs de la résistance pour 
laquelle on peut supposer la présence d'une densité de probabilité 
donnée par une fonction statistique de la forme f (x, 6), où 6 est un 
paramètre caractérisant la densité. Le nombre d'articles pour lesquels 
les valeurs des paramètres sortent de l'intervalle (a, b) est peu élevé 
par rapport au nombre global d'articles vérifiés. A. Stoupatchenko 
a appelé le groupe d’articles ayant la distribution f (x, 6) la partie 
« saine » de la production. Les grands écarts des valeurs des paramè- 
tres sont liés, en règle générale, à la présence des défauts ou, ce qui 
est plus rare, sont dus à une combinaison malchanceuse de nombreux 
paramètres initiaux déterminant en définitive la valeur du paramètre 
mesuré. Lors d’un déroulement stable du processus technologique 
la forme et la valeur des paramètres 6 déterminant la densité de 
probabilité f (x, 0) de la partie « saine » de la production varient 
faiblement. 

Cette hypothèse de la stabilité de f(x, 0) est vérifiée bien 
plus rarement pour les éléments présentant des écarts élevés de 
ces paramètres. On ne peut estimer ainsi que de grands écarts des 
paramètres se produisent conformément à une distribution déter- 
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minée invariable dans le temps. Il est difficile d'espérer une stabilité 
statistique des grands écarts des paramètres, car les causes provoquant 
ces écarts peuvent être très spécifiques. 

Il arrive souvent, mais bien entendu pas toujours, que la partie 
« saine » de la production possède une distribution proche de la loi 
normale ou lognormale. On peut néanmoins rencontrer des cas, où 


f(x, 8) f(x, 9”) 


Jinf € : b dsup 


(1-2) F2, 8) + gg, (x) 


L 
inf 2 : D Geup Ginf 2 D Gp 
Fig. 7.6.1 


la distribution de la partie «saine» de la production est polymodale. 
Cela peut se produire du fait de mélange de la production de deux 
chaînes technologiques, possédant divers régimes de travail. Par- 
tant de la forme de l’histogramme représenté sur la figure 7.6.3, 
on peut, en première approximation, diviser les déréglages en trois 
groupes. On a représenté sur la figure 7.6.4,a le cas idéalisé, où 
le processus technologique est bien réglé et où les valeurs des para- 
mètres de la partie « saine » de la production, caractérisant la qualité, 
se trouvent dans les limites de l'intervalle des tolérances (£ginr, £sup)- 
Il n’y a pas d'articles présentant plus grands écarts des paramètres. 
Le déréglage du type I consiste en ce que la distribution de la partie 
« saine » de la production est tellement déplacée de l'un des côtes 
du champ des tolérances qu'une partie notable des articles possède 
des valeurs des paramètres proches ou même dépassant des limites 
de tolérance (fig. 7.6.4, b). En présence d'un déréglage du type I 
la densité de probabilité des valeurs des paramètres possède la même 
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forme analytique f (x, 0’), mais 08” 6. Le déréglage du type II 
est caractérisé par un fort accroissement de la dispersion des valeurs 
des paramètres mesurés, quand une notable partie des éléments pos- 
sède des valeurs soit sortant des limites de l'intervalle de tolérance 
(£int» £sup), Soit situées à proximité de ses bornes. Le graphique de 
la densité de probabilité f (x, 0”) dans le cas du déréglage du type Il 
est montré sur la figure 7.6.4,c. 

On a enfin représenté sur la figure 7.6.4,d le graphique de la 
densité f (x) pour la distribution des probabilités dans le cas des 
déréglages du type III. La forme de la densité de probabilité 
de la partie « saine » de la production est approximativement la même 
que dans le cas idéalisé représenté sur la figure 7.6.4,a. Toutefois, 
ici le nombre des articles possédant de grands écarts des paramètres 
augmente fortement. Si l’on désigne par p4 le nombre de ces éléments 
et par gs (x) la densité de probabilité de leur distribution correspon- 
dant au temps de fabrication t{, la densité globale de probabilité 
sera représentée sous forme de superposition f (x) =:(1 — pr) X 
X f (x, 8) + page (x). Dans la pratique ces déréglages peuvent se ren- 
contrer dans différentes combinaisons. Il est possible, par exemple, 
que les déréglages du déroulement normal du processus technologique 
conduisent à une apparition simultanée des déréglages du type II 
et du type III, etc. D'autres types de déréglages de nature différente 
sont également possibles. Il est nécessaire de déterminer les types de 
déréglages pour construire la théorie mathématique formulant les 
règles rationnelles de prise de la décision d'arrêter le processus techno- 
logique à des fins de réglage. Dans le langage de la théorie de la véri- 
fication des hypothèses statistiques cela est équivalent à la descrip- 
tion des hypothèses concurrentes de l'hypothèse initiale, correspon- 
dant au déroulement normal du processus de production. 

L'analyse conduite plus haut des types de déréglages permet de 
conclure que dans le cas général le contrôle courant est nécessaire 
tant pour les indices quantitatifs que pour les indices qualitatifs. 
Prenant en considération les valeurs numériques des paramètres 
a vérifier, on peut mesurer d'une manière plus opérationnelle les 
écarts dans la partie « saine » de la production, alors que pour esti- 
mer le nombre des articles présentant de grands écarts il faut utiliser 
les méthodes non paramétriques. Il est, par exemple, rationnel de ne 
tenir compte que du nombre d'articles présentant de grands écarts 
des paramètres des articles entrant dans le groupe de la production 
« saine ». La difficulté d'utilisation des méthodes paramétriques pour 
estimer le nombre d'articles présentant de grands écarts réside dans 
le fait que la forme de la densité g, (x) peut varier très fortement et de 
façon la plus imprévue avec le temps t£. S’il n’en est pas ainsi, on 
peut ici utiliser une information plus complète sur les valeurs numé- 
riques des paramètres des articles quand ces paramètres présentent 
de grands écarts. 
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Caractéristiques des plans de contrôle courant. Liaison avec la 
théorie des processus dirigés. Après avoir élucidé la structure statis- 
tique des paramètres caractérisant la qualité lors du déroulement 
normal du processus de production et en présence des déréglages dans 


Sortie 
‘ Entrée 


Signal 
de régulation 


IZnformation 
sun La qualité 
Signal d'arrêt 

Fig. 7.6.5 


le secteur À du processus technologique, on élabore un algorithme 
de traitement des données des mesures. Par suite de ce traitement ou 
bien on décide d’effectuer un réglage du processus, ou bien on donne 
le signal d'arrêter les travaux dans le secteur 4. On recherche ensuite 
et l’on élimine les causes ayant provoqué cette altération de la produc- 
tion. Les calculs qu'entraîne la réalisation de cet algorithme sont 
alors effectués soit manuellement, soit à l’aide d’un optimisateur B 
spécialement élaboré à cet effet, vers lequel converge l'information 
relative à la qualité de la production à la sortie du secteur À. L'opti- 
misateur agit sur les paramètres du processus technologique ou donne 
le signal d'arrêt du processus (fig. 7.6.5). Si l'arrêt du processus 
technologique coûte très cher, il est rationnel d'introduire dans 
l'algorithme le passage à un contrôle plus sévère pour obtenir une 
décision mieux motivée avec un degré de certitude plus élevé au sujet 
de l'arrêt du processus. Le passage à un contrôle plus sévère peut, 
par exemple, signifier un accroissement de la taille de l'échantillon n. 

Si l’on se base sur les types de déréglages montrés sur la figure 
7.6.4. à chaque instant du temps t la qualité des articles fabriqués 
est caractérisée par les valeurs des paramètres 6, et p,. Ces paramè- 
tres varient avec le temps. On choisit à partir des considérations éco- 
nomiques ou autres le domaine G des valeurs admissibles des para- 
mètres 0 et p (fig. 7.6.6). De ce point de vue le déréglage a lieu quand 
les valeurs des paramètres 6;, p, sortent des limites du domaine G. 
Nous ne pouvons juger des valeurs des paramètres 0;, p. que d’après 
les résultats des mesures des paramètres des articles. Ainsi, l’informa- 
tion relative aux valeurs de 6; et p, est incomplète. Sous cet aspect 
la liaison entre les problèmes du contrôle courant et la théorie nais- 
sante de la gestion des processus aléatoires d’après des données incom- 
plètes apparaît très nettement. À ce propos nous attirons l’attention 
du lecteur sur les travaux de Chernov [22] et Chiriaev [23]. 
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On peut juger de l'efficacité des règles, conformément auxquelles 
est adoptée la décision d'arrêter le processus technologique à des 
fins de réglage, d'après les 
valeurs des caractéristiques 
opérationnelles et des fonc- 
tions d'opérativité. On ap- 
pelle caractéristique opéra- 
tionnelle du plan de contrôle 
courant la fonction P (ét) — 
= P (t, 6, p) égale à la pro- 
babilité d'adopter à l’ins- 
tant { la décision d'arrêt ou 
de réglage du processus si 
6,=0, p:=90 pour 0<s< 
<t. On appelle fonction | 
d'opérativité le temps moyen Fig. 7.6.6 
nécessaire pour adopter la 
décision d'arrêter le processus à des fins de réglage quand 8,=8, p,— 
= p, 0<s<t. La fonction P (t) dépend des trois variables #, 6, p, 
de sorte que le problème se pose de la donner graphiquement ou 
numériquement de la façon la plus complète possible. Les valeurs les 
plus intéressantes sont alors t, = { (6, p, g) pour lesquelles P (&, 
6, p) = q. Après s'être donné la valeur g = 0,9 ou 0,1 on peut tracer 
sur le plan des valeurs des paramètres 6, p, pour un ensemble donné 
des temps {, <i> << t3-< ... les lignes t (p, 6, qg) = t;. Pour les 
valeurs des paramètres 6, p situées sur les lignes correspondant à 1,, 
la probabilité de l'arrêt du processus pour le réglage au cours du 
temps t < !, est égale à qg. On peut d’une manière analogue porter 
sur le plan des valeurs (6, p) les lignes T (0, p)} = Ti, Ti To <<... 
...< Tr <<... L'allure générale des graphiques obtenus est 
montrée sur les figures 7.6.7,a et b. Si l’on prend le point Qo — 
— (800, Po) € G, on voit de la figure 7.6.7, a que pour déceler un tel 
déréglage avec une probabilité 0,9 il faudra un temps supérieur à ti 
mais inférieur à {. Si pour les paramètres du processus on a Q, — 
= (6,, p1) EG, il n'y a pas de déréglage et nous trouvons de la 
figure 7.6.7, b que le temps moyen avant l'arrêt du processus pour 
le réglage est To << T (61, p1) << Ts. Dans le cas présent T (6;, pi) 
est le temps moyen avant une fausse alerte. Si, par contre, les valeurs 
des paramètres 6, p sortent du domaine G, alors T (6, p) est le temps 
moyen du retard dans la détection du déréglage. 

Exemple de calcul des caractéristiques du plan de contrôle. 
Considérons en conclusion de ce paragraphe un exemple particulier 
de calcul de la caractéristique opérationnelle et de la fonction d'opé- 
rativité. Supposons que sur chaque groupe de W articles on prélève 
articles pour lesquels on mesure le paramètre x caractérisant la 
qualité. Supposons que l'étude statistique ait montré qu'il ne peut 
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y avoir des déréglages du type I et IT (ps = 0) et que la densité 
(x—p)? 


de probabilité f (x, 0) — ve 


G des valeurs admissibles du paramètre 6 est décrit par les inégalités 


e 2% , où 60—(u,0°). Le domaine 


Fig. 7.6.7 


Mint LU Usups OL OŸ << Oiup. Supposons qu'en résultat du 
contrôle du k-ième échantillon on ait obtenu les valeurs des para- 


mètres Zays - - > Tan. Les estimations non biaisées de u et o* sont 
zn et SÀ 
n ñn 
Zn Van, = (ru — mi). (7.6.1) 
n i n — 1 ti 0 ; 
i={ i=1{ 


La décision d'arrêter le processus en but de réglage est réalisée 
de la manière suivante. On donne les limites de contrôle Yint, Ysup 
pour x, et zup pour s. On arrête le processus pour le réglage quand 
l'une au moins des inégalités suivantes est violée 


Yint LIRE Yeups LS Éup. (7.6.2) 


Pour plus de netteté on porte les résultats sur les cartes de contrôle 
de la moyenne et de la variance empirique. La forme des cartes de 
contrôle est montrée sur la figure 7.6.8. Pour une telle position étroite 
du problème il s’agit d’un choix bien fondé des valeurs des limites de 
contrôle Yinr, Ysup; Ziup et de la taille r de l’échantillon. Il est indis- 
pensable pour cela de connaître la caractéristique opérationnelle et 
la fonction d'opérativité. 

Comme x: suit une distribution normale de moyenne et de varian- 


où ° 
ce—, quand 6 — (u, ©“), nous avons alors 


Asup  /2 
9 2 Cri Î = or nd Ca 
pie 9) =P {at LT < Your} = 7 | e dt, (1.6.3) 


inf 


$ 7.6] INTRODUCTION AUX PROBLÈMES DE CONTROLE COURANT 477 


Ysup —H 
O 


où Ant = AE Vn; Asup — Vr. Nous obtenons du lemme 
n — 1 


de Fisher (cf. [9], ch. 1) que Eu AE suit une distribution du #* 


à (n—1) degrés de liberté. Par conséquent, 


Pr(u, 6) = P{0 << zsup} = 


| ni +. 
=(r (= 27) | fTe dt. (7.6.4) 
(9) 


1123455678 9101721 


Fig. 7.6.8 


que la probabilité p(u, o°) pour que soient vérifiées les inégalités 
(7.6.2) est 


PU, ©) = pi(u, 0°) pa(u, 0°), (7.6.5) 


où P1, P2 se déterminent d’après les formules (7.6.3), (7.6.4). Les 
résultats des mesures des estimations z;, si sont réciproquement indé- 
pendants d’un échantillon à l’autre, de sorte que le numéro v de 
l'échantillon, dont les resultats des mesures permettent de prendre la 
décision d'arrêter le processus technologique pour assurer le réglage, 
est une variable aléatoire suivant une distribution géométrique: 


P{v=—#k}={1— pu, o°)]p(u. o°)*1, k—1,2 ... (7.6.6) 


On suppose ici, bien entendu, que dans tous les échantillons pu et 0 
sont identiques. Si les mesures sont effectuées après chaque intervalle 
S donné de temps, la fonction d’opérativité est 


T (u, ©) =SMv=—S11— pu, o°)]"1. (7.6.7) 


On a alors respectivement pour la caractéristique opérationnelle 
l'expression 


p(t nu, 0?)=P{vS <t}=1— p'{pu, 0°), (7.6.8) 
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où k — [+] , [al est la partie entière du nombre a. Les valeurs des 


limites de contrôle Yint, Ysup et les grandeurs des tailles des échantil- 
lons sont choisies des conditions 

min T(p,0?)>T, max Tu, o)<7T,, (7.6.9} 

h, O*€G: h, 02€G: 

où G = G, autrement dit, est une partie du domaine admissible, et 
G2 = G. On peut formuler des exigences analogues envers les carac- 
téristiques opérationnelles donnant pour les points (u, 0*)€ G 
les probabilités des fausses alertes et pour les points (1, 0*)€ G 
les probabilités de ne pas révéler de déréglages au cours du temps 
choisi t. Les valeurs T',, t et G:, G2 peuvent être choisies en tenant 
compte des considérations économiques. 
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Valeurs de A! (d) et Aa (d), a—0,95 


0,07378 
0,00000 


0,11257 
0,00051 
0,14750 
0,00489 
0,18090 
0,01263 
0,21362 
0,02248 
0,24607 
0,03384 
0,27853 
0,04640 


0,31115 
0.05995 


0,37742 
0,08966 


0,41126 
0,10570 


0 ,44568 
0,12247 


0,48077 
0,13996 


0,51659 
0,15818 
0,55322 
0,17741 
0,59074 
0,19677 
0,62922 
0,21717 
0,66875 
0,23833 
0,70942 
0,26027 
0,75131 
0,28303 
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0,06148 | 0,04611 

:00000 | 0,00000 
0,09365 | 0,07009 

| 0,00032 
0,12248 | 0,09146 
0,00407 | 0,00305 
0,14994 | 0,11172 
0,01049 |  0,00783 
0,17672 | 0,13136 
0,01863 | 0,01388 
0,20317 | 0,15066 

:20800 | 0,02082 
0,22949 | 0,16975 
0,03832 | 0,02842 
0,25582 | 0,18875 
0,04942 | 0,03657 
0,28226 | 0,20772 
0,06120 | 0,04518 
0,30889 | 0,22671 
0,07360 | 0,05419 
0,33578 | 0,24576 
0,08657 | 0,06358 
0,36297 | 0,26490 
0,10008 | 0,07331 
0,39053 | 0,28417 
0,11411 | 0,08336 
0,41848 | 0,30359 
0,12865 | 0,09372 
0,44688 | 0,32318 
0,14368 | 0,10437 
0,47577 | 0,34295 
0,15921 | 0,11531 
0,50519 | 0,36294 
0,17524 | 0,12654 
0,53518 | 0,38314 
0,19177 | 0,13804 
0,56578 | 0,40360 
0.,20881 | 0,14982 
0,59704 | 0,42431 


0,22637 


0,16:88 


100 | 150 
0,03689 | 0,02459 
0,05600 | 0,03727 
0,00025 | 0,00017 
0,07298 | 0,04849 
0,00243 | 0,00162 
0,08902 | 0,05904 
0,00625 | 0,00415 
0,10454 | 0,06921 
0,01106 | 0,00734 
0,11972 | 0,07912 
0,01657 | 0,01097 
0,13471 | 0,08886 
0,02259 | 0,01493 
0,14957 | 0,09845 
0,02902 | 0,01915 
0,16435 | 0,10801 
0,03580 | 0,02358 
0,17910 | 0,11748 
0,04289 | 0,02819 
0,19385 | 0,12691 
0,05025 | 0,03297 
0,20863 | 0,13631 
0,05785 | 0,03788 
0,22344 | 0,14569 
0,06568 | 0,04293 
0,23831 | 0,15507 
0,07372 | 0,04809 
0,25325 | 0,16445 
0,08198 | 0,05337 
0,26828 | 0,17384 
0,09042 | 0,05875 
0,28341 | 0,18325 
0,09906 | 0,06423 
0,29864 | 0,19267 
0,10788 | 0,06980 
0,31399 | 0,20213 
0,11688 | 0,07547 
0,32947 | 0,24161 
0,12607 | 0,08123 
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200 


0,01844 
00000 
0,02793 
0,00013 
0,03631 
0,00121 
0,04417 
0,00311 
0,05173 
0,00549 
0 ,05909 
0,00820 
0 ,06630 
001415 
0,07341 
0,01429 
0,08044 
0,01758 
0,08741 
0,02100 
0,09434 
0,02453 
0,10123 
0,02816 


0,10810 
0,03189 


0,11495 
0,03569 


0,12178 
0,03957 
0,12861 
004352 
0,13544 
0,04753 
0,14226 
0:05160 
0,14909 
0,05574 


0,15592 
0,05993 
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Table 9 


Vérification de l'hypothèse sur l'égalité des probabilités de fonctionnement 
sans défaillance des éléments de peur PES avec une probabilité d’erreur 
a—=0, 


0,2 0,25 0,3 


0,1 | ur 1/3 | 0,4 | 0,5 


d+d2 [d’|d”|d’|a|d’|d"|d’|d"[d’|d"| d | d” | à’ | 4 | à | d” 


0 sisi. ||. || + | | || + | 
4 ss || es | | || | 
2 1+121%12|+12|+l|elle le le | | || 7” 
83 |[s12|-|3|l+#|3l+#|31#13le 13 +.) 
à |s|3l+|3lsl3lslalslale 4 ls 4lsle 
5 |s*|3l+|31s+14lsl4alsl4alsl4l-l5lols 
6 |+|13|l+|4l+|4l+#|4lsl5l+15l015l0l6 
7 s{3lsl4alsl4lsl5slel5sle 5 lol6lol7 
8 |s|3l+14l+151*15/*16l016|0161117 
9 |=14l*#14l#15/#15l0l6l016|017|111|8 
40 |sl4lsl5l-l5l-l6lol6lo 7 |118l11|09 
11 s|4lsils5slsl6lolclol7lol7 |14ls8s|l2lo 
12 s|4l*x15l+#{6l0l7101710 | 8 | 41 9 | 2 |10 
13 “s|als{cisi6clol7zlolsl1il8 | 4119! 3110 
14 “|4l#l6lol6clol7l118l4 | 9 | 2 l140 | 311 
45 s|5{+|16lol7|0l8l119|1 | 9 | 2 |40 | 3 | 1 
16 “«|5|1+16101710181119114 | 9 | o la | 4 | 4 
17 “|51017101710181119!2 |10 | 3 lai | 4 | 43 
18 “151017108111 9l1lU0o!2 |10 | 3 1142 | 5 | 13 
19 510171018141 912{101! 2 la | 3 [12 | 5 | 14 
20 |æl5|017|10!8l1l9l2htol: 11 | 3 [13 | 5 | 15 
21 *15[017|1018|1hHo|21141| 3 |12 | 4 113 | 6 | 45 
22 “|6|10ol8l1|1911huol2lh41| 3 |142 | 4 14 | 6 16 
3 “s|6lolsi1l9l2hol2l42! 3 |42 | 4 44 | 7 | 46 
24 s|clol8s|119l211|13h42) 3 143 | 5 [15 | 7 |17 
25 «|6|v0l8l11912l1|3l42| 4 [13 | 5 |45 | 7 |18 
26 s|6lolgl1ihol2hul3lh3l 4 114 | 5 16 | 8 |18 
27 “611191141012 h2|3l431 4 114 | 6 116 | 8 | 19 
28 *17111911hol2h2|14l3! 4 115 | 6 116 | 9 |19 
29 0[71119!1ho|3h214lt4l5 |15 | 6 1147 | 9 | 20 
30 0[7|1ho|2h1|13lh3l4lt141 5 145 | 7 [47 |10 | 20 
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Limites de confiance de niveau 0,95 pour le paramètre 
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Exemple. Si lors des essais de 25 éléments d'après le plan [N, B, T] 7 éléments 
0,95 que la probabilité P(T) de panne de l'élément est comprise dans l'intervalle 


*) Y. Yanko, Tables mathématico-statistiques, Gosstatizdat, Moscou, 1961. 


TABLE 10 497 
Table 10 
de la distribution binomiale pour les petits N *) 
1U 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

0,308 | 0,285 [0,265 | 0,247 | 0,232 10,218 |0,20610,19510,18510,176| 0,168 
0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0 000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 
0,41310,385 | 0,360 10,339 |0,319 | 0,302 | 0,28710,273]0,260 | 0,249 | 0,238 
0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,002 10,002 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 
0,484 10,545 10,428 [0,405 | 0,383 10,364 | 0,347 0,331 | 0,317 | 0,304 | 0,292 
0,021 [0,019 | 0,018 | 0,017 [0,016 10,015 |0,01410,01310,01210,012| 0,011 
0,538 | 0,508 10,481 | 0,456 | 0,434 10,414 | 0,396 10,379 | 0,363 | 0,349 | 0,336 
0,050 | 0,047 | 0,043 [0,040 | 0,038 | 0,036 10,03410,032|0,030 | 0,029 | 0,028 
0.581 10,551 10,524 | 0,499 |0,476 [0,456 10,437 10,419 0,403|0,388 | 0,374 
0,084 | 0,078 | 0,073 | 0,068 | 0,064 10,061 | 0,057 [0,054 | 0,052 | 0,050 | 0,047 
0,61610,587 | 0,560 [0,535 [0,512 |[0,491 |10,47110,45310,436 | 0,421 | 0,407 
0,11810,11010,103 [0,097 10,091 10,087 [0,082 10,078 | 0,075 | 0.071 | 0,068 
0,646 | 0,617 | 0,590 [0,565 10,543 | 0,522 | 0,502 | 0,48 | 0,467 | 0,491 | 0,436 
0,15210,14210,133 |[0,126 | 0,119 |0,113 [0,107 |0,102]10,098 | 0,094 | 0,090 
0,67110,643| 0,616 10,592 [0,570 |0,549 |0,52910,512|10,494 10,478 | 0,463 
0,18410,173|10,163 10,154 [0,146 |[0,139 10,13210,126]10,121 10,116 | 0,111 
0,692 | 0,665 10,639 | 0,616 10,593 [0,573 |0,553[0,53510,518 | 0,502 | 0,487 
0,215|10,20310,191 10,181 10,172 [0,164 |0,15610,14910,14310,138 | 0,132 
0,71110,685 | 0,660 [0,636 10,615 10,594 [0,57510,557 | 0,540 | 0,524 | 0,508 
0,24410,231 10,218 |0,207 10,197 10,188 10,18010,17210,165 0,199 | 0,153 
0,72810,70210,678 10,655 | 0,634 [0,614 10,59510,577 | 0,560 | 0,544 | 0,928 
0,27210,257 10,244 10,232 [0,221 |0,211 |[0,20210,194|10,18610,179] 0,173 
0,74310,718 10,694 [0,672 | 0,651 10,631 [0,61210,594 | 0,578 | 0,561 | 0,946 
0,298 10,282 10,268 | 0,256 | 0,244 [0,234 [0,22410,215 10,207 [0,199 | 0,192 
0,75610,73210,709 |0,687 | 0,666 [0,647 [0,628 | 0,611 [0,594 | 0,578 | 0,963 
0,32210,306 0,291 | 0,278 | 0,266 [0,255 | 0,245 |10,23510,227 [0,218 | 0,211 
0,768 |0,744|10,722 | 0,701 | 0,680 | 0,661 10,64310,626 [0,609 | 0,594 | 0,579 
0,34510,328 | 0,313 10,299 |0,287 [0,275 |[0,26410,25510,24510,237 | 0,229 
0,779|10,75610,734 10,713 | 0,694 | 0,675 10,657 10,640 10,624 | 0,608 | 0,593 
0,366 | 0,349 10,334 [0,320 | 0,306 [0,295 10,28310,273|0,264 10,255 | 0,247 
0,789 10,766 | 0,745 | 0,725 | 0,705 [0,687 | 0,669 | 0,653 10,637 | 0,621 | 0,607 
0,386 | 0,369 | 0,353 | 0,339 10,325 [0,313 10,302 10,291 10,281 10,272 | 0,263 
0,798 10,776 0,755 | 0,736 |[0,717 10,698 10,681 10,665 10,649 [0,634 | 0,619 
0,405 10,388 10,372 10,357 [0,343 | 0,331 |0,3191 0,308 | 0,298 | 0,288 | 0,280 
0,806 | 0,785 | 0,765 | 0,745 10,727 | 0,709 | 0,692 | 0,676 | 0,660 | 0,645 | 0,631 
0,423 10,406 [0,389 [0,374 [0,360 [0,347 10,335 | 0,324 10,314] 0,304 | 0,295 
0,81410,79310,773 [0,755 [0,736 | 1,719 10,702 10,686 | 0,671 10,656 | 0,642 
0,440 0,422 | 0,406 | 0,391 | 0,376 [0,363 | 0,351 10,340 10,329 | 0,319 | 0,310 
0,821 | 0,801 | 0,782 10,763 [0,745 [0,728 10,712 | 0,696 | 0,681 10,666 | 0,652 
0,456 10,439 10,422 10,408 | 0,392 10,379 [0,366 | 0,355 10,344 10,334 | 0,324 
0,827 | 0,808 | 0,789 | 0,771 [0,753 10,737 10,720 10,705 | 0,690 | 0,676 | 0,662 
0,47210,45410,437 10,421 10,407 10,393 | 0,381 | 0,369 | 0,358 | 0,348 | 0,338 


sont tombés en panne, 
0,121 € P(T) << 0,494, 


alors on peut affirmer avec une probabilité non inférieure à 
puisque dans Île cas d =7, N—d = 18. . 
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Table 12 
Critère de Hartley *) 


| ho,o1 


199 2063 

448 2432 

729 2813 
1036 3204 
1362 3605 
1705 


*) H. O. Hartley. The maximum F-ratio as à short-cut test of heterogeneity of 
variance, Biometrika 37 (1950), 308—312,. 


Table 13 


Critère de Fisher *) 


5 0,68377 25 0,22805 40 0,15738 
10 0,44495 30 0,19784 45 0,14310 
15 0,33462 35 0,17513 50 .| 0,13135 
20 0,27040 


*) R. A. Fisher, Tests of significance in harmonic analysis, Proc. Roy. Soc. 125 
(1929), 54-59. 


Table 14 
Valeurs de la fonction y —2 arc sin Vz *) 

x 0,00 | 0,01 | 0,02 1 0,03 | 0,04 [0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 0,09 
0,00 10,00010,20010,284 0.348 1 0,403 10,451 | 0,495 [0,536 10,574 | 0,609 
0,10 10,644|10,67610,70710,73810,767 | 0,795 |0,823 10,850 10,876 | 0,902 
0,20 10,927 10,95210,976 | 1,000 | 1,024 | 1,047 | 1,070 | 1,093 | 1,115 | 1,137 
0,30 11,15911,18111,20311,224 | 1,245 | 1,266 | 1,287 | 1,308 | 1,328 | 1,349 
0,40 | 1,369] 1,39011,41011,43011,451 11,471 [1,491 11,511 11,531 |. 1,551 
0,50 |11,57111,59111,61111,63111,651 | 1,671 | 1,691 | 1,711 | 1,731 | 1,752 
0,60 11,77211,79311,8131 1,834 | 1,855 | 1,875 | 1,897 | 1,918 | 1,939 | 1,961 
0,70 | 1,982 | 2,004 | 2,026 | 2,0491 2,071 | 2,094 | 2,118 12,141 |[2,165 | 2,190 
0,80 12,21412,24012,265 | 2,292 | 2,319 | 2,346 | 2,375 | 2,404 | 2,434 | 2,465 
0,90 | 2,498 | 2,532 | 2,568 | 2,606 | 2,647 | 2,691 | 2,739 | 2,793 | 2,858 | 2,941 


#) Y. Yanko, Tables mathématico-statistiques, Gosstatizdat, Moscou, 1961. 
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Table 16 
Valeurs critiques de l'écart maximal des fonctions 
empirique et théorique de répartition (cas des tailles 
finies des échantillons) *) 

n a=0,20 a=0,10 a= 0,05 a—=0,02 a=0,01 
1 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995 
2 684 776 842 900 929 
3 565 636 708 785 829 
4 493 965 624 689 734 
5 447 509 563 627 669 
6 410 468 519 977 617 
7 381 436 483 538 976 
8 358 410 454 507 942 
9 339 387 430 480 913 

10 323 369 409 457 489 

11 0,308 0,352 0,391 0,437 0,468 

12 296 338 375 419 449 

13 285 325 361 404 432 

14 275 314 349 390 418 

15 266 304 338 377 404 

16 258 295 327 366 392 

17 250 286 318 355 381 

18 244 279 309 346 371 

19 237 271 301 337 361 

20 232 265 294 329 352 

21 0,226 0,259 0,287 0,321 0,344 

22 221 253 281 314 337 

23 216 247 275 307 330 

24 212 242 269 301 323 

25 208 238 264 295 317 

26 204 233 259 290 311 

27 200 229 254 284 305 

28 197 225 250 279 300 

29 193 221 246 275 295 

30 190 218 242 270 290 

31 0,187 0,214 0,238 0,266 0,285 

32 184 211 234 262 281 

33 182 208 231 258 277 


#) Y. Yanko, Tables mathématico-statistiques, Goustatizdat, Moscou, 1961. 
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Suite de La table 16 


n a—0,20 a=—0,10 a—0,05 a= 0,02 a=0,01 
34 0,179 0,205 0,227 0,254 0,273 
35 177 202 224 251 269 
36 174 199 221 247 265 
37 172 196 218 244 262 
38 170 194 219 241 258 
39 168 191 213 238 255 
40 165 189 210 235 252 
41 0,163 0,187 0,208 0,232 0,249 
42 162 185 205 229 246 
43 160 183 203 227 243 
44 158 181 201 224 241 
45 156 179 198 222 238 
46 155 177 196 219 239 


47 193 175 194 217 233 
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Suite de la table 16 


a: 0,02 


a—=0,01 


68 128 146 162 181 194 
69 127 145 161 180 193 
70 126 144 160 179 192 
71 0,125 0,143 0,159 0,177 0,190 
72 124 142 158 176 189 
73 123 141 * 156 175 188 
74 122 140 155 174 186 
75 122 139 154 173 185 
76 121 138 153 172 184 
77 120 137 152 170 183 
78 119 136 151 169 182 
79 119 136 151 168 181 
80 118 135 150 167 179 
81 0,117 0,134 0,149 0,166 0,178 
82 116 133 148 165 177 
83 116 132 147 164 176 
84 115 131 146 163 175 
85 114 131 145 162 174 
86 114 130 144 161 173 
87 113 129 144 161 172 
88 112 128 143 160 171 
89 112 128 142 159 170 
90 111 127 141 158 169 
91 0,111 0,126 0,140 0,157 0,168 
92 110 126 140 156 168 
93 109 125 139 155 167 
J4 109 124 138 155 166 
95 108 124 137 4154 165 
96 108 123 137 153 164 
97 107 122 136 152 163 
98 107 122 135 151 162 
99 106 121 135 151 162 
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Limites du domaine critique pour le critère des signes *) 
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*) Van der Waerden. Statistique mathématique, IL, 1960. 
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Standard colombien : 


Intervalles de qualité 


n° de | Taille 
Nom-!| j6- |del'é-[0,024—| 0,035— | 0,06— 0,12— 0,17— 0,22— 
dre de| chan- | chan-| 0,035 ÛÙ ,06 0,12 0,1 0,22 ,32 


code | tillon | tillon ————— ———— 
SÉRIE EIENEIRYES 


KE ls $ S | | } 
7 
B | ? | {| s$ 4 | 4 4 : 
1 40 
CN SE 4 } } y $ l 
13 
Do EE à | 4 4 | + 
1 
ES I À } } } + } 
1 25 
ENS SU } 4 + 4 } 
1 
GAIN | + y } } 
1 
Hope 2 à + y } j : 
| 75 0 2 
I 2 | 450! + Ÿ Ÿ Ÿ Ÿ 1 2 
1 100 0 2 1.0 3 
J 2 | 20! + Ÿ Ÿ Ÿ 1 2] 2 3 
; 1 150 0 3 0 3 141 3 
K | 2 : 30! À Ÿ Ÿ 2 3 [2 3| 2 3 
L 1 200 j j 0 2 0 3 | 3 14 4 
2 400 1 2 2 3 2 3 3 4 
M | 300 î 0 2 0 3 4 3 1 4 4 6 
2 600 14 2 2 3 2 3 3 4 5 6 
N 1 500 | O0 2 0 3 14 4 1 6 2 5 3 8 
2 1000 | 1 2 2 3 3 4 5 6 4 5 7 8 
0 1 1000 | O0 3 1 4 4 6 2 8 3 10 5 13 
2 2000 | 2 3 3 4 5 6 7 8 9 410 12 13 


0: signifie le contrôle intégral du lot : 

«+» indique qu'il faut utiliser les plans du type d'échantillonnage simple ; 

«el», «st» signifient que les nombres d'acceptation et de rejet sont posés égaux aux 
«A»sctekR» sont respectivement pour accepter et rejeter. 


#) Statistical research group Columbia University, «Sampling inspectione, Mc Graw- 
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Table 21 
échantillonnage double *) 
admissible en % 
0,32— | 0,65— 1,2— 2,2— 3,2— &,4— 5,3— 6,4— 
,65 1,2 2,2 3,2 4,4 5,3 6,4 8,5 


} + 4 4 4 l HUE 
0 31 0 31 1 311 4 
gd } Ÿ Ÿ 2 31 2 31 2 3|1 3 4 
0 31 0 31 4 31 4 41 1 6 
SE Ÿ Ÿ 2 31 2 31 2 31 3 415 6 
L j 0 31 0 31 0 51 0 51 14 614 6 
2 31 2 31 4 51 4 51 5 615 6 
L 0 2114 3114 411 511 61 2 7|\3 8 
1 21 2 31 3 414 515 61 6 71 7 8 
j 0 31 14 41 4 51 14 61 2 61 2 9| 211 
2 31 3 41 4 51 5 6| 5 6| 8 9|41,0 11 
0 21 1 314 51 1 61 2 7| 2 91 3 40| 4 13 
1 21 2 31 4 51 5 61 6 71 8 9| 9 10 | 42 43 
0 31 1 41 4 61 2 71 3 401 4 11 5 13 | 6 47 
2 31 3 41 5 61 6 7!| 9 40 | 40 11 | 12 13 | 46 17 
1 31 4 61 3 61 4 91 5 421 6 151 6 19 | 8 24 
2 31 5 6| 5 61| 8 91| 411 142 | 44 15 | 18 19 |23 24 
1 41 2 61 3 401 5 421 6 17! 8 20 | 8 26 |1u1 31 
3 41 5 6| 9 40 | 11 12 | 46 17 | 49 20 | 25 26 | 30 31 
2 51 3 81 5 44 | 7 491 9 924 | 41 29 | 44 34 | 16 4 
4 51 7 81143 14 | 18 19 | 23 24 | 28 29 | 33 3% |43 & 
2 7| 4 101 6 471 9 25 | 41 33 | 44 38 | 48 45 4 
6 7 | 9 140146 47 | 24 25 | 32 33 | 37 38 | 44 45 
3 9 | 5 46 | 8 26 | 12 36 | 16 48 s A 
8 9 |45 146 | 25 26 | 35 36 | 47 48 
5 43 | 7 24 | 44 41 
12 13 | 23 24 | 40 41 î U t t 
7 26 | 14 44 


premiers nombres situés plus bas (plus haut) que la flèche; 


Hill, N.Y., 1948. 


{2 33—0217 


> 
© — es SISIOITITICIE [TITI Se 
.… e Cle 
à A 4 : HE — — — — — 
Ë o S 7 < tiroescas soon 
exsmt T 
F: œ aa a  ûîû a CS ES ES 
e = Lo NN em 
Am 
Sel] — = + = + - 
n © 
a 5 © < FE S=o-a 
LL. an. ——……....——— ns ns | mme À em À me 
nn À 
[e 
de 
. = here, 
ne + + + ES + Le 
es |< 
| [ee 
2 
A DS | — n — + — + + + 
Le >] = < 
A 
> À ES À me À mn RE 
> (A4 
< CE 
5 [—| + _ — _ + " 
= 
eo « 
ln | 
«? 
D En, © An — —+ + — + — 
.— <« 
© 
= et se MNOI | «persparer | nana una LOLLLLD|=SS2S=5S|-svy-wsve15530==--=-:l=0S0S-70 
E LE ee et ee et eme et one l'en qe on ee se em ee NN SIN ImmMmmmmme 
yo 
DES 
RE TS Dr) miss RES EVER ATT NS S mNMaNCDE ImNMSLNSE Im SIMPLE IS OMIS ELELRIMNMEIUN TS 
À 
É o 08 
2478 < mA Oo a) FA En (de) pe Pi 


914 


«<AseteR. sont respectivement pour accepteret rejeter. 


519 
Table 22 


TABLE 22 


échantillonnage progressif *) 


admissible en % 
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Intervalles de qualité 
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*) Statistical research group Columbia University, «Sampling inspection », Mc Graw- 
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TABLE 22 


Suite de La table 22 
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‘acceptation, on doit passer à l'échantillon suivant : 


Hill, N.Y., 1948. 
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ANNEXES 


Valeurs de p. 


1,0 
1,618 034 
2,269 531 
2,945 186 
3,639 547 
4,349 048 
5,071 184 
9 ,804 110 
6,546 411 
7,296 973 
8,054 895 
8,819 440 
9,589 989 
10,366 021 
11,147 089 
11,932 806 
12,722 834 
13,516 878 
14,314 674 
15,115 990 
15,920 615 


Table 23 


Pc 


0,367 879 
0,839 962 
1,371 102 
1,942 381 
2,543 534 
3,168 185 
3,812 021 
4,471 954 
9,145 672 
9,831 388 
6,527 684 
7,233 412 
7,947 624 
8,669 525 
9,398 444 


10,133 803 
10,875 103 
11,621 909 
12,373 837 
13,130 548 
13,891 741 
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ANNEXES 


Plans économiques du type 


E 
PE 0,0063 0,010 0,016 
Ig y Ig À Ig y Ig À 1g y 1g À 
0 1,0706 —3,3067 0,9761 —3,0197 0,8805 —2,7300 
0 0,4793 —2,8043 0,4310 —2,5678 0,3814 —2,3279 
— 2,4489 —2,24170 — 2,0409 
1 —0,7033 —1,5281 —0,6593 —1,3792 | —0,6167 —1,2275 
—1,1338 —1,0276 —0,9177 
2 —1,5363 —0,7328 —1,4318 —0,6455 | —1,3288 —0,5549 
—0,6033 —0,5275 —0,4485 
3 —1,9233 —0,3589 | —1,7973 —0,2928 | —1,6726 —0,2238 
—0,2900 —0,2294 —0,1659 
4 —2,1702 —0,1176 —2,0327 —0,0630 | —1,8962 —0,0056 
—0,0734 —0,0221 0,0318 
0,0898 0,1348 0,1822 
9—6 —2,4265 0,1660 —2,2786 0,2105 —2,1316 0,2574 
0,2196 0,2599 0 ,3026 
6—7 — 2,9903 0,2851 —2,3980 0,3250 —2,2465 0,3672 
0,3267 0,3635 0,4025 
7—8 —2,6531 0,3841 —2,4974 0,4206 —2,3424 0,4592 
0,4176 0,4516 0,4876 
0,4962 0,5279 0,5616 
9—10 —2,8167 0,5422 —2,6561 0,5736 —2,4960 0,6070 


d'échantillonnage simple 


0,025 


Ig y Ig À 
0,7896 —2,4569 
0,3333 —2,1004 
—1,8442 

_0,5793 —1,0829 
_—0,8112 

—1,0356 05050 
_1,2350 —0,4670 
_0,3712 
1485 _0,2273 
—1,5584 —0,1561 
_0,1035 
—1,7709 0,0509 
0,0851 

—1,85% 1741 
0,2292 

0,3449 

—2,1065 5 4091 
0,4413 

2 AL 4975 
0,5235 

22184 G 57% 
0,5951 

2, UT 06402 
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TABLE 25 


0,040 
1g y Ig À 
0,6928 —2,1707 
0,2804 —1,8604 
—1,6351 
_0,5444 —0,9293 
—0,6960 
—0,9567 04917 
—1,1421 —0,3714 
—0,2868 
—1,4440 —0,0818 
_—0,0349 
—1,5606 5 0740 
—1,6446  0,1132 
0,1439 
—1,7286 5 2320 
0,2812 
0,3919 
0,4844 
0,5625 
21293 6121 
0,6325 
—2,1968  G 6772 


0,063 

g y Ig À 
0,5962 —1,8944 
0,2251 —1,6268 

1,430! 
_0,5172 —0,7787 
—0,5805 
0,88 _ 3788 
—1,0600 —0,2754 
—0,2012 
—1,3413 —0,0065 
0,0351 
—1,5302  0,1768 
0,2042 
—1,6097  G og4t 
0,3347 
LTBT 4076 
0,4403 
1848  C'sosi 
0,5289 
— 1,9200 0,5839 
0,6048 
1,9%  D'ésss 
0,6712 
2,057 D'ys 


1g y 
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Table 25 


Ig À 


0,4914 —1,6115 
0,1610 —1,3853 


—0,1694 
—0,4998 
—0,8302 
—0,9881 
—1,1459 
—1,2481 
—1,3502 
—1,4250 


—1,4987 


—1,6161 


—1,7132 


—1,7945 


— 1,8648 


— 1 ,9266 
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LA =-03 À=+0,5 


Nomogramme des plans économiques 
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du type d'échantillonnage simple 
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